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9EDNCLITA TEORIA MOCY DLA OBWODÓW TRÓJFAZOWYCH 
O PRZEBIEGACH ODKSZTAŁCONYCH
W OPARCIU O ORTOGONALNY ROZKŁAD PR^DU W PRZESTRZENI l| « 0 ;  T>)

Streszczenie. W pracy przedstawia się próbę sformułowania pew
ny cE- HeTTńicjlTmocy dla obwodów trójfazowych o przeoiegach -od
kształconych w oparciu o uogólnienie teorii profesora Stanisława 
Fryzego o rozkładzie prędu na dwa wzajemnie ortogonalne składniki 
(ig - czynny, î ,- - bierny).

Uwzględniono jako naturalnę konsekwencję tego rozkładu teorię 
Leszka Czarneckiego o dalszym rozkładzie ortogonalnym składnika 
biernego prędu na dwa wzajemnie ortogonalne (it,, ir ) składniki (za
proponowana dla obwodów jednofazowych).

Przedstawiono teorię rozkładu ortogonalnago prędów w obwodzie
trójfazowym na trzy wzajemnie ortogonalne składniki i, i, „i.w po-<-j 3 r s
trójnej przestrzeni Hilberta LT (<0j T>). w konsekwencji tego
rozkładu sformułowano odpowiednie definicje mocy i zaproponowano 
pewne ich interpretacje.

Podstawowym pojęciem w teorii mocy dla obwodów elektrycznych 1s3t umo
tywowana na gruncie zasady zachowania noc chwilowa:

oraz, przy założeniu, że funkcja mocy chwilowej jost całkowalna w prze
dziale domkniętym, także moc czynna

1. Wstj£

p £ u i ( 1 )

odzie

T
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Przyjmując powyższe definicje, co do których panuje ogólna zgoda, a 
także wyniki szczegółowej analizy porównawczej różnych koncepcji teorii 
mocy dla obwodów jednofazowych o przebiegach odkształconych, przeprowa
dzonej przez L, Czarneckiego W oraz mając na uwadze teorie mocy sformuło
wane w pracach prof. Zygmunta Nowomiejskiego [9], [10J , proponujemy uogól
nienie procedury podanej przez L. Czarneckiego, a dotyczącej rozkładu 
funkcji prądu biernego prof. S. Fryzego [V] na dwa wzajemnie ortogonalne 
składniki, jako punktu wyjścia dla próby zdefiniowania pewnych mocy 
w układach trójfazowych [4].

2. Uogólnienie trójskładnikowego wzajemnie ortogonalnego rozkładu 
funkcji prądu dla przebiegów odkształconych odbiornika 3-fazowego

Rozpatrujemy obwód trójfazowy (H) czteroprzewodowy z uwzględnieniom 
sprzężeń, przedstawiony na rys. 1 i spełniający następujące warunki:

- jest odbiornikiem liniowym 
(jeśli w dalszym cięgu będzie
my rozpatrywać jeden stan na- 
pięciowo-prądowy odbiornika, 
to założenie o jego liniowo
ści nie jest konieczne - dla 
jednego takiego stanu defi
nicji liniowości odbiornika 

R y s .  1 w ogóle nie można sformuło
wać ),

- napięcia fazowe u& i prędy fazowe i^, cte{l,2,3} są funkcjami zmien
nej rzeczywistej (czas), okresowymi (o tym samym okresie T) mierzalny
mi w sensie Lebesgue'a na przedziale domkniętym <OjT> oraz posiadają 
całkowalny w sensie Lebesgu6'a kwadrat, tzn.:

T
J* fj(t)dt^°® (3)
0

Ponieważ celem naszym jest rozwinięcie dla układu (H) pożądanej teorii 
mocy, musimy skonstruować odpowiednią przestrzeń Hilberta, w której do
brze określona baza zapewnia możliwości rozwinięcia dowolnego elementu 
tej przestrzeni w szereg Fouriera.

Niech f = (f^,f2 »f3 ) będzie ciągiem prądów (napięć), którego wyraza
mi są klasy funkcji różniących się na zbiorach miary zero (tzn. dla któ

rych całka 
T

J" fotdt 3est identyczna).
0

7
>

! u‘
0 — ----- ,  ¿3
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2Zbiorowi tych cięgów, który oznaczymy 1_3 (< 0; T > ) ,  nadajemy strukturę
przestrzeni liniowej nad ciałem liczb rzeczywistych ze zdefiniowanymi
działaniami dodawania elementów i mnożenia przez liczby rzeczywiste:

f + g = (f1 + g;L, f2 + g2 , f3 + g3 ), (4 )

c . f é (cf1 , cf2 , cf3 ), (5)

O
dla dowolnych cięgów f , g €  1_3 (<0;T>), c el?. .

Na mocy nierówności

(f* ( t ) + g ^ t ) ) 2 «  2(f2 (t) + g2 (t )), t e R, «6{l,2,3} (6)

2stwierdzamy, że z przynależności f i g do zbioru L3 (<0»T>) wynika 
również przynależność sumy (4) i iloczynu (5) do tego zbioru.

Tak uporzędkowana czwórka tworzy przestrzeń liniowę

(L2 ( <  0 j T » , R, +, . ). (7)

2
W przestrzani (L3 «0;T>), R, +, .) wprowadzamy iloczyn skalarny

(|)3 : L3 «0;T>) X L3 « 0 ; T » - * R .  ( 8 )

Iloczynem skalarnym w przestrzeni (l_3 «0;T>), R, +, .) nazwiemy ope
rację, która każdej uporzędkowanej parze (f, g) elementów i , g należę 
cych do zbioru L2 K0;T>) przyporzędkowuje liczbę rzeczywistę w ten spo
sób, że spełnione sę cztery aksjomaty iloczynu skalarnego fój, [7]. 

Przyjmujemy za definicję iloczynu skalarnego następujące wyrażenie:

T

I
A=1 0

Całkowalność iloczynu funkcji ^9,* wynika ze spełnienia nierówności

^ ( O g ^ t ) *  f^ (t ) + g2 (t)), t 6 R. (1 0 )

Iloczyn skalarny indukuje w przestrzeni liniowej, w któroj został okre
ślony, normę

|f I3 * Y(f|f)3‘ ł 6 L2«0;T>). (1 1 )
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Przestrzeń liniowa nad ciałem liczb rzeczywistych z określonym iloczy
nem skalarnym (9) jest przestrzeni? unitarną:

(L2 « 0  ;T>), R. + , (|)3 ). (12)

Można wykazać, że przestrzeń (12) jest przestrzenią zupełną [l].[&]. a
zatem jest przestrzenią Hilberta z iloczynem skalarnym i normą zdafinio-

wanymi wzorami (9) i (11).
Wprowadzamy w rozpatrywanej przestrzeni Hilberta bazę ortonormalną

w postaci następującego zbioru (e):
k

{( 1, 0, O), (O, 1 O), (O. O, 1), ....
0/2 cos ha>( . ), 0, 0). (0, cos hto{. ), O), (0, 0, Y ?  cos h<o(. ) )

(V? Sin ho>(. ). O, O), (0. V? sin h<o(. ), 0), (O. 0, Y ?  sin h<o( .)),...}.

(13)
21tgdzie h e N, W  = -̂ p, 

dla któreao zachodzi

(e | e ) 
k 1

<5 =
ki

dla k 

dla k

1

1. k. 1 € N_

Ponieważ w przestrzeni Hilberta (L2 «0;T>), R, +, ., (|)) mamy układ 
ortonormalny cos ho>(.), Y ?  s in hto(. ),...), który jest zamknię-
ty [e], [7], to fakt ten decyduje o tym, że układ (13) też jest zamknięty. 
Zatem dowolny element f 6 L^fCOiT» posiada względem układu (13) nastę
pujący szereg Fouriera zbieżny do f w sensie przyjętej normy (11).

k=0
(14)

Zamiast wzoru (14) stosować będziemy (wprowadzając metodę symboliczną) 

wzór:

(15)

h=l
gdzie :

Fdto = ł  J  W * ) “ *.

cth V <

(16)

(17)
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2
Natomiast iloczyn skalarny dla dwóch dowolnych f , g G L_3 «0;T>) wyraża 

się wzorem :

(f|g)3 = Ro 2  ^  F ^ G * ,  = Re 2  (FlhG*h ♦ F2hG*h ♦ F3he *  ).
, h=0 *=1 h=0 (18)

3. Ortogonalny rozkład prgdów odbiornika trójfazowego
cztoroprzewodowego ze sprzężeniami w potrójnej przestrzeni 
Hilberta ^ « O j T »

Zakłaaajęc, że odbiornik (H) reprzentuje dla każdej harmonicznej zespo
lona macierz admitancyjna Y, której elementy maję postać:

V  - G« Ph + J V *  s {1 .2 .3}. h G N  (19)

oraz, że napięcia fazowe dane sę w postaci szeregu Fouriera

u* = U<0 + W R e  V  Utt̂ e''hW  ̂* ̂ , ote{l. 2, 3}, (20)
fel

możemy pręd i^ zapisać w postaci:

4*  “ 2  W  + ^ Re 2  2  (G*fJh + (21)
p= l r r h=l 0=1

oc.p 6 { 1 . 2 , 3 }  ; U, i  6 L j « 0 ; T > ) .

Wprowadźmy rozkład prędu i na trzy składniki wzajemnie ortogonalne:

i = pi ♦ si + ri. (22)

dla których wzajemnę ortogonalność sprawdzimy po przyjęciu pewnych defi

nicji

ai 6 Gu. (23)

gdzie :

G = -— -Hp—  = — rj- “ konduktancja równoważna fsj. (24
1 4 $  I “ ¡3

11« «3 *
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Obliczając iloczyn skalarny(u|ai )3 otrzymujemy :

(u|ai )3 = (u |gu)3 = G(u|u)3 - G||u||3 = -£-5 ||u||| = P. (25)

Zatsm całkowita moc czynna P dostarczana do układu (H) przenoszona jest 
przez składową czynną gi prądu i odbiornika.

Zdefiniujmy obecnie pozostałe składowe gi, prądu i

GUcto Re J  GUathe ^ * \
(26)

h=l

» * * * 2  % o - gS« P ^ o  + V ? R e £  Z  i8t - e^ y W , ) lfi=i ” r h=l 6=1
P “ (27)

ł * ł ^ , " e Ż Z 3 V V J t e i , ) '  t f - M { i '2 4  ( 2 8 )

h=l =1

Z warunku przynależności u, i e l j  (<0<T>) wynika przynależność poszcze

gólnych prądów ai, gi , ri, 6 L3 « 0 ; T » .
Dla sprawdzenia iloczynów skalarnych poszczególnych par składników 

prądu i stosując wzór (18), otrzymujemy £2]:

00 3 3

i r * ! . 1 )* = ReS Z E  (28a)
h=l ot=l p=l

Deżeli założymy symetrię sprzężeń, tzn. :

B*jih = QpaCh' ct,(56{l,2,3}, h C N , (29)

czyli w zapisie macierzowym B h = B h , to wyrażenie uphBccphUcCh 30St rze- 
czywiste i wówczas t

(ri|ai)3 - ° .  (3°>

Przy spełnieniu założenia (29) i na mocy wzoru (18) moc czynna dostar

czana do układu wynosi:
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< « 3  3

p = («ii)3 = - j v ,u?^ “
h=0 d m l  p=»l 

3 3 oo 3 3

_ û wih “ Re 2  2  2  ju«chB*ahuJh- <31>
h=»0 oC=l ft= 1 h=0 p = l

Wykorzyetujęc założenie (29), otrzymujemy wzór na moc czynny: 

oo 3 3

P “ Re 2 2 2 U<*hG<*6hUfth‘ (32)
h=0 ot=1 ĵ = l

Ortogonalność składników gi i 8i wykażemy korżystajęc ze wzorów (24) 

i (32).

<a-

3 3

hl lgi )3 = Re 2  2  2  GlW G<*6h • GlSotp)ufl 
h=l <t=l p = l

« 3 3

g(ro2 2 2 - u*hev?h) =
h=l ot=l f=l

« 3  2

G ( p - G 2 2 r * h  5  =  G ( p "  H ? i i u , l 3 )  =  ° *  ( 3 3 )

h=l ot = l 3

Pozostaje do wykazania jeszcze ortogonalnoćć składników gi i ri. 

« 3 3 3

^ I s 1 ^  “ Re 2  2  2  2  jB«tflhUfih(Gat^h “ =
Ti^i ct=i f>=i

« 3 3 3

■Re2 222 j (34)
h=l ot-1 ^ -1

Ażeby składowe pi i gi były wzajemnie ortogonalne, prawa strona 
równania (34) musi być urojona, co zachodzi wówczas, gdy poza spełnieniem 
warunku (29) jest spełniony również warunek [2]
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Warunek (35) w postaci macierzowej ma postać:

(36)

i wówczas

(37 )

Podsumowując możamy stwierdzić, ze warunki: (29) (symetria sprzężeń) i 
(35) (komutatywność) są wystarczające, aby zachodziła parami ortcgonal-

W przypadku gdy wszystkie harmoniczne napięć we wszystkich fazach są 
różne' od zera oraz rozpatrywany jest jeden stan pracy napięciowo-prędowej 
odbiornika, możemy użyc w miejsce danych macierzy admitancji macie
rze diagonalne zapewniające ten sam stan pracy riapięciowo-prądowej.

Widać więc, że warunki (29) i (35) przy uczynionych założeniach odnoś

nie do napięć odbiornika mogę być pominięte.

O
4. definicje pewnych mocy w przestrzeni

Na podstawie wykazanaj wzajemnej ortogonalności składników prędu (30), 
(33), (37) otrzymujemy wzór

nośc składników ai , ri, si 6 L ^ ^ G j  T>).

(38)

(35)

Możemy teraz zdefiniować następujące moce:

(40)

(41)

(42)

oraz wykazać, że

(43)

Pomiędzy poszczególnymi mocami zachodzi więc związek :
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Przedstawione poprzednio motywacje dla składowych ortogolanych prądów 
ai , Ęi, ri przenoszę się na moce, tak więc możemy poszczególnym mocom 
nadać nazwy i spróbować je zinterpretować.

1° Moc czynna P = (ult)^

Jedynym jej nośnikiem jest prąd gi , to stanowi jedną z przyczyn zde
finiowania tego prądu. Następną przyczynę zdefiniowania prądu jest
to, że przy danym napięciu zasilania i przy zadanej mocy czynnej pobie
ranej przez odbiornik pręd ten minimalizuje straty mocy czynnej na 
rezystancjach A R ,  występujących w przewodach 1, 2, 3, doprowadzających 
moc czynną P do odbiornika.

2° Moc częstotliwościowego rozrzutu konduktanoji # || i»|3 [|si jjj

Analizując wyrażenie (27) możemy przypuszczać, że to moc nie będzie 
kompensowalna metodami konwencjonalnymi (filtrami L, C).

3° Moc bierna Qr 4 |u|3 |pi|3

Analizując własności równania (28) możemy przypuszczać, że dla skończo
nej liczby harmonicznych prąd ri można kompensować za pomocą ukłedu
filtrującego złożonego ze skończonej liczby elementów L, C. Zatem moc 
Qr może być kompensowalna. Z przedstawionych powyżej mocy tylko moc 
czynna P jest mocą zachowawczą [2 ].
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MOHOJIHTHAH TEOPHH MOmHOCTH AJIH TPEX<tA3HUX llEEEit 
C HESOPMHPOBAHHUMH XAPAKTEPHCTHKAMH HA OCHOBE OPT OrOHAJIbHOrO 
PACnPEÍEJLEHHfl TOKA B I1P0CTPAHCTBE

P e 3 jo u e

B paOoie aastch nonaiKa <JiopiqraHpoBKH HenoTopm onpeaejieHHił moiahocth 
Tpex$a3Hux ueneíi c Ae$op»tHpoBaHHiniH xapaKiepHCTHKami aa ocaoae oSoÓmeaaol 
Teopaa npo<J). CTaaHCJiaBa: $pu3e 06 pacnpeieAeBHH loaa Ha Asa BsaaiiHo 
opToroHanŁHue cocraBJianiiHe (ig - aKTHBautt, iQF - nacHBHbit .

B KanecTBe ecieciBeHHoro cjiexcTBHa sioro pacnpeAOJiesaa yaTeHa Teopaa 
JlemKa Hapxeiiaoro o AaabHekmeu opiororajibaoa pacnpejejieKna nacHBHott cocia- 
aaaionea Tona Ha xse b s b h m h o  opioroHajibHHe (is , ir ) cocTaBAaiomae (npexxo- 
zeHHaa ajih 0AH0$a3HHX ueneft).

IlpeACTaBAeHa Teopaa oproroHajibnoro pacnpeAeaeHaa tokob b Tpex$a3Hoi 
uena Ha TpH BsaauHO opToroHajibaue cociaBHue gi , ri, s^ ■ TpokHOH npocT- 
paHCTBe raabOepTa L3 (<0{T>) B nocaeAOTBHH aioro pacnpexeJieHH* c$opnjraH- 
poBaHu cooTBeTciBynmae onpeAeaeHHa moiuhocth a npexAoxe>u neKOTopue ax 
■HTepnpeiaKHH.

A UNIFORM POWER THEORY FOR THREE-PHASE CIRCUITS 
WITH NON-SINUSOIDAL WAVE FORM BASED ON THE CURRENT 
ORTHOGONAL DECOMPOSTITION IN THE L^«0;T>) SPACE

S u m m a r y

An attempt of formulating the power definitions for the three-phase 
circuits with non-sinusoidal wave form is presented in the paper. The 
attempt is based on the generalization of the professor S. Fryze's power 
theory concerning the current decomposition into two mutually orthogonal 
components (ig - active current, i^F - reactive current).

As a natural consequence of this decomposition a theory by Leszek 
Czarnecki on further decomposition of the reactive current component into 
two mutually orthogonal (ig . ir ) components has been taken into account. 

The theory of the current decomposition in a threefold Hilbert space
o

L3 «0;T>) into three mutually orthogonal components gi, ri, gi in the 

three - phase circuits has been presenetd in this paper. As a result of 
this decomposition the apropriate definitions of power have been formula
ted and their certain interpretations suggested.
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ORTOGONALNY ROZKŁAD PRĄDU ŹRÓDŁA NAPIĘCIA ODKSZTAŁCONEGO 
ZASILAJĄCEGO ASYMETRYCZNY, NIELINIOWY ODBIORNIK TRÓJFAZOWY

Streszczenie. Ortogonalny rozkład prędu źródła w obwodzie jedno- 
fazowym z przebiegami odkształconymi na pręd czynny, bierny, roz
rzutu 1 pręd generowany, będący podstawę nowej teorii mocy takich 
obwodów, Jest rozszerzony w tym artykule na prędy źródła o napięciu 
odkształconym w asymetrycznym i nieliniowym obwodzie trójfazowym. 
Pokazano,te w obwodzie takim pręd źródła, traktowany jako wektor, 
którego składowymi sę prędy fazowe, można rozłożyć na wzajemnie 
ortogonalne prędy: czynny, bierny, rozrzutu 1 pręd generowany, za
chowujące dotychczasową interpretację fizyczną. Rozkład ten ujaw
nia nowy, ortogonalny do pozostałych składnik prędu, nazwany prądem 
asymetrii, którego wartość skuteczna jest miarę wpływu asymetrii 
impedancyjnej odbiornika na wartość skuteczną prędu źródła. W ten 
sposób znaleziony rozkład separuje poszczególne zjawiska i przyczy
ny determinujące wartość skuteczną prędu źródła, a także dostarcza, 
poprzez wartości skuteczne wyodrębnionych składowych miar dla ilo
ściowego badania wpływu tych zjawisk na pręd źródła.

1. Wstęp

W artykule [l] pokazano, że pręd w obwodzie jednofazowym ze źródłem na
pięcia odkształconego i nieliniowym odbiornikiem może być rozłożony na 
cztery ortogonalne składniki związane z odrębnymi zjawiskami odpowiedzial
nymi za wartość skuteczną prędu źródła. Są to: (i) przenoszenie mocy 
czynnej, (ii) zmiana konduktancji odbiornika z częstotliwością, (iii) dwu
kierunkowy przepływ energii między źródłem a reaktancyjnymi elementami od
biornika, (iv) generacja harmonicznych prądu spowodowana nieliniowością 
odbiornika. Trzy ostatnie zjawiska powoduję wzrost wartości skutecznej 
prędu źródła ponad jej wartość niezbędną dla przenoszenia mocy czynnej, 
zmniejszając w ten sposób współczynnik mocy źródła. Ponieważ wartości 
skuteczne poszczególnych składowych prądu są ilościowymi miarami wpływu 
tych zjawisk na wartość skuteczną prądu źródła, rozkład ten nie tylko Ja
kościowo wyjaśnia energetyczne właściwości obwodu z przebiegami odkształ
conymi, lecz tworzy także podstawę dla ilościowego opisu tych właściwości 
oraz badań nad syntezą równoległych kompensatorów reaktancyjnych, popra
wiających współczynnik mocy źródeł o napięciu odkształconym.

Obwody służące do przesyłania energii mają jednak najczęściej struktu
rę trójfazową. Dlatego jednym z czynników decydujących o praktycznej war
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tości tego rozkładu jest możliwość jego rozszerzenia na układy trójfazowe 
w ten sposób, aby, zachowując cechy jakie ma on w obwodach jednofazowych, 
uwzględniał przyczyny wzrostu wartości skutecznej prądu źródła, wynikają
ce z trójfazowej struktury obwodu. Ponieważ w obwodach takich również 
asymetria impedancyjna odbiornika obniża współczynnik mocy źródła, dlate
go w niniejszym artykule poszukuje się takiego ortogonalnego rozkładu 
prądów źródła trójfazowego, w którym poprzednio zdefiniowane składowe za
chowałyby swoje znane już właściwości, lecz ujawniłaby się jednocześnie 
nowa składowa, której wartość skuteczna byłaby wyłączną miarą wpływu asy

metrii na prąd źródła.
W artykule tym pokazano, że w trójprzewodowym układzie trójfazowym bez 

sprzężeń międzyprzewodowych i z napięciowo-symetrycznym źródłem jest to 

możliwe.

2. Założenia i symbole

Rozważania w artykule ograniczono są do obwodu trójfazowego bez sprzę
żeń międzyprzewodowych, o strukturze przedstawionej na rys. 1 z odbiorni-

Rys. 1. Struktura obwodów 
Fig. 1. NetWork structure

kiem nieliniowym lub o parametrach okresowo zmiennych lecz takich, że 
okres zmienności prądu T jest równy okresowi zmienności napięcia, przy 
czym zarówno prądy, jak i napięcia są w okresie T całkowalne z kwadra
tem. Przyjmuje się ponadto, że średnia wartość napięć i prądów jest równa 
zeru, zaś źródło jest napięciowo-symetryczne, zgodnej kolejności, tj.:

Ug = uR (t-T/3), uT = uR ( t+T/3). (1)

Wielkości na zaciskach RST, takie jak napięcia uR , Ug, uT , prądy iR , 
i g ,  iT lub ich części będą oznaczone przez fR , f g ,  f-p. Ich szereg 

Fouriera jest przedstawiony w postaci:



Ortogonalny rozkład prędu. 19

Y ?  Re s jnw t
( 2 )

gdzie N jest zbiorem indeksów harmonicznych n, zaś

T
a Jctn a W  P -Jn“itdt F £ F e n ś f  f e 1 dt —n n T J (3)

jest zespolonę wartościę skuteczna n-tej harmonicznej.
Wielkości o okresie T na zaciskach RST, uporządkowane w wektory 

f = £fR , fg, fTJ 1, gdzie £.j 1 oznacza macierz transponowanę, tworzę 
przestrzeń wektorowę Lj z iloczynem skalarnym (f^, fj ) zdefiniowanym 
jako:

^ i ' f j) = ł j  fifjdt " ł j  [fiR'fiS'fir]

JR

:js

fJT

dt

T J  (fiRfjR + fiSfjS + fiTfjT^dt

Re (EinR-jnR * — inS^jnS + -inT-jnT^*
nsN

(4)

gdzie gwiazdka oznacza liczbę zespolonę sprzężonę i normę

1 fB =\]t S  * fl + fT )dt<

V2> neN
nR T FnS + FnT>- (5)

Norma ||fj| wektora f może być traktowana jako pewne uogólnienie po
jęcia wartości skutecznej prędu lub napięcia w obwodzie jednofazowym.

Gdy skutki cieplne trzech prędów lub napięć fazowych reprezentowanych 
wektorem f symetrycznego urzędzenia trójfazowego nie zależę od często
tliwości, wówczas norma |fJ może być interpretowana jako wartość prędu 
lub napięcia stałego, który działajęc na jednę fazę tego urzędzenia wywo
łuje równoważne skutki cieplne takie jak trójka wielkości fR , fg , f-j. 
(rys. 2).



20 L.S. Czarnecki

Rys. 2. Interpretacja wartości skutecznej J i | |

Fig. 2. Interpretation of ||i| r m s vaulue

Wektory 8? wzajemnie ortogonalne, gdy ich iloczyn skalarny

) jest równy zeru i wówczas

IIłi ♦ *jll2 -r i + fP(#i + Vdt -
o

- IKI2 + 2i«±. v l #jl2 - lfi!2 + !fJ 2- {6)

Moc czynna przenoszona przez przekrój RST może być wyrażona alternatyw

nie jako:

P = ( U . i )  = i  J  U l i dt = \  J  ( U R i R  +  U g i g  +  UT i T )dt =

o o

- Re 2  + + (7) 
nfeN

Moc pozorna S źródła trójfazowego jest wielkością umowną. W niniej
szym artykule przyjmuje się umowę najbliższą tej powszechnie używanej 
w obwodach jednofazowych. Mianowicie, przyjmuje się, że moc pozorna S 
jest iloczynem uogólnionych wartości skutecznych prądu i napięcia źródła,

S d | u | | i | .  (8)

3. Ortogonalny rozkład prądu w asymetrycznym obwodzie trójfazowym 
z przebiegami sinusoidalnymi

Zdefiniujemy końduktancję równoważną Ge i susceptancję równoważną B0 
odbiornika asymetrycznego jako konduktancję i susceptancję odbiornika 
symetrycznego, który przy takim samym napięciu ma moc czynną i moc bierną 

taką jak odbiornik asymetryczny, a więc
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G 6 — E-
• M 5 ‘ ‘ ¡ V

gdzie

P * Re { U ^  ♦ Ugl^ + UTI*}.

Q * *■ {UrIr + MslS +

(9)

(1 0 )

( 1 1 )

Z pomocą parametrów równoważnych odbiornika pręd i można rozłożyć w spo
sób następujący:

i " ia + łr + ‘u*

gdzie

i. * G u - YiT Re
Ge^R

Ge^S

Ge—T

jBeMs

■1BeGT

4u * 4 " 4a “ V *

Obliczmy wartość iloczynów skalarnych tak zdefiniowanych prądów 

(ir,ia ) = R e f j B ^ G ^  ♦ J B . U g G ^  ♦ j B ^ G . U *  } - O,

( i u . i r ) = ( ( i - i a - i r ).ir ) - ( i . l r ) - (ia . i r ) - ( i r ‘i r ) m

“ d . i r ) - [ i r fl2  ”

- R0{J8 b^  + ^ e ^  + JBeGr I ? } -  Ba II “ P  =

= B g Re{j(P + jQ)} + B2 Q = -B0Q + B 0Q = O,

~ ‘W  " (ir ' V  =

= G (i ,u ) - G?|u||2 = G (P - P) = O.

( 1 2 )

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
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Ponieważ iloczyny skalarne (16), (17), (18) sę równe zeru, prędy ia ,
ir , iu są wzajemnie ortogonalne i ich wartości skuteczne społniaję rela

cję

I M 2 - ¡¿al2 + I M 2 * K i 2 ’

gdzie :

| i a | = G j u | .  ( 2 0 )

K I  = (21)

| łufi =Vlł i2 - (Ge + Be} M 2* (22)

Zauważmy, że w obwodzie impedancyjnie symetrycznym

Ir - 2g - Yt  - Ge ♦ jBe , (23)

| i |  = ¡ u l V Ge  + Be '  ( 2 4 )

a więc Jiu J = 0, tj. pręd źródła nie zawiera prędu iu. Pojawia się on 
tylko wtedy, gdy warunek (23) nie jest spełniony. Oego wartość skuteczna 
| i j  może być więc użyta jako ilościowa miara oddziaływania impedancyjnej 
asymetrii obwodu na wartość skutecznę prędu źródła.

4. Ortogonalny rozkład prędu w asymetrycznym obwodzie trójfazowym 
o napięciu odkształconym z nieliniowym lub okresowo 
zmiennym obciążeniem

Załóżmy, że napięcie źródła u ma harmoniczne o numerach n ze zbio
ru liczb naturalnych Nu a pręd i ma harmoniczne o numerach ze zbioru 
liczb naturalnych f^. Wskutek generowania harmonicznych przez nielinio
wy lub okresowo zmienny odbiornik zbiór może być liczniejszy od zbio-

ru Nu .
Rozłóżmy pręd źródła ł na dwie składowe, i0 , złoźonę z harmonicz1- 

nych o numerach ze zbioru Nu oraz i g , złożonę z harmonicznych o pozo
stałych numerach, = Ni© N (j, tj.

(25)
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Ponieważ prędy iQ , nie maję harmonicznych o takich samych często

tliwościach, zatem 3ę one wzajemnie ortogonalne, a więc

N 2 - K I 2 + H M 2* (26)

Oznaczmy przez in pojedynczę harmonicznę prędu i0 , wówczas

‘o S  *»• <2,)
"SNu

Oeśli przez przekrój RST obwodu asymetrycznego przenoszona jest przy 
częstotliwości nfĉ  moc czynna Pn i moc bierna Qn< gdzie

Pn - «•{U„r£ r ♦ łinS^S + (28)

Qn - ^ { t ^ R ^ R  * ŁinS^S + (29)

to takie same moce przenoszone sę przy tej samej częstotliwości no^ 
w symetrycznym obwodzie trójfazowym, którego odbiornik ma dla częstotli
wości ntî  konduktancję Gn0 i susceptancję Bne, równe odpowiednio:

G"8 4 k T  Bne 4 ■ K F '  (30)

gdzie:

K I  "  V U n R  +  U n S  *  U n T *  ( 3 1 )

Z pomocę tych parametrów każda harmoniczna in prędu iQ może być 
rozłożona w taki sam sposób jak pręd i w obwodzie z przebiegami sinu

soidalnymi. Mianowicie

*o " Z  (1na + *nr ♦ W *  (32)
n«N,,

gdzie:
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Niech Gg oznacza konduktancję liniowego, symetrycznego odbiornika 
trójfazowego, który przy napięciu u ma takę 9amę moc czynnę jak rozpa
trywany odbiornik asymetryczny, tj.:

G e  “ h F *

Ponadto zdefiniujmy

Ła " Geu -

* e  4  ‘ Z  * n a >  >

(36)

(37)

(38)

neN..

i ś V1 i .r nr
neN

(39)

*u ś Z  ^ u *
n6Nu

(40)

Prędy ir , i u< ig + ig , złożone wyłącznie ze wzajemnie ortogonalnych 
składowych in a , inr, in(J, sę wzajemnie ortogonalne. Sprawdźmy, czy sę 
ortogonalne prędy iQ , ig . Ich iloczyn skalarny

T T

( W - ł J  łS*.dt " T J Ge[uR- US' ut][Z GneUn “ Ge“]dt ”
0  0  neN.,

I

ł j  Ge [ UR '  US ' Ut]

Z  wne“nR“v’e“RG„ _ u _ _ - G_ u -

nćN..

^  , une“nS “e“SG u„e-G uc
neN,,

z  - 'ne“nT “e"T
L n£Nu

dt

= G„

= G.

W “ RunR *  “ s " n S  *  ” T“ nT> '  G. ! “ il *  " 1  *  UT ' ] 3 'łJ [S

| Z  Gn e 1 unR|2 + h n s ! 2 + SUnT !
L neN

M 2]-

■ G. f S  G»«l"n!2 - G.I“ |Z] * f S  Pn ' 'l ■ °'
L n«Nu J L n 6Nu

a więc te prędy sę także wzajemnie ortogonalne.

(41)
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W ten sposób pręd w asymetrycznym obwodzie trójfazowym ze źródłem nie
sinusoidalnego napięcia 1 nieliniowym lub okresowo zmiennym odbiornikiem 
został rozłożony na pięć wzajemnie ortogonalnych składowych

1 ■ *8 + ł8 + ir + 4u + V  W

których wartości skuteczne spełniaję relacje:

I M 2 * l4a|2 ł lisi2 + lirl2 + K I I 2 + figi2 *

Szczególnie ważną cechę tego rozkładu jest to, że separuje on poszcze
gólne zjawiska i przyczyny determinujące wartość prądu źródła i poprzez
wartości skuteczne każdego z pięciu składowych prądu dostarcza ilościo
wych miar określających wpływ tych zjawisk na wartość skuteczną prądu 
źródła.

Spośród tych pięciu składowych tylko prąd ig o wartości skutecznej

| i j  -  G j u j  ( 4 4 )

jest niezbędny dla przenoszenia do odbiornika mocy czynnej. Cztery pozo
stałe Jedynie bezużytecznie powiększają prąd i moc pozorną źródła, obni
żając Jego współczynnik mocy P/S.

Pręd ia jest bezpośrednim uogólnieniem prądu' czynnego la , który dla
obwodu jednofazowego został zdefiniowany przez Fryzego [2] i mógłby być 
tak samo nazywany.

Prąd ia o wartości skutecznej

l ‘ .l - i / sIf n£N (Gne - Ge>2 K r  <«*)

pojawia się w prądzie źródła wtedy, gdy konduktancja równoważna odbiorni
ka Gne dla częstotliwości harmonicznych zmienia się z częstotliwością 
wokół konduktancji równoważnej Ge .

Jest on uogólnieniem prądu i8 wprowadzonego przez autora dla obwodu 
Jednofazowego w pracy [l"J, przy czym Jego szczegółowa interpretacja fi
zyczna podana Jest w pracy £3].

Ponieważ wartość skuteczna prądu i8 jest miarą wpływu rozrzutu kon
duktancji Gne dla częstotliwości harmonicznych wokół konduktancji rów
noważnej Gfl na wartość skuteczną prądu źródła, autor zaproponował dla 
niego nazwę “prądu rozrzutu” (ang. “scattered current“ ).

Zwrotny przepływ energii między polami magnetycznymi i elektrycznymi 
odbiornika a źródłem, co uwidacznia- się przesunięciem fazowym prądu wzglę
dem napięcia dla częstotliwości harmonicznych, a więc nlezerową suscep-
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tancję równoważna Bn e « powoduje pojawienie się w prędzie źródła skła
dowej i„ o wartości skutecznej

ponieważ jest ona miarę wpływu tego zwrotnego przepływu energii, tj. 
niezerowych mocy biernych <2n harmonicznych, na wartość skutecznę prędu 
źródła, pręd ir , będęcy bezpośrednim uogólnieniem prędu ir w obwodzie 
jednofazowym, mógłby być nazywany "prędem biernym". Należy tu zwrócić

pojawia się w prędzie źródła wtedy, gdy admitancje poszczególnych faz dla 
częstotliwości harmonicznych nie sę wzajemnie równa. Oego wartość sku
teczna Jest miarę wzrostu wartości skutecznej prędu źródła wskutek impe- 
dancyjnej asymetrii odbiornika, dlatego można by go nazywać “prędem asy
metrii“.

Ostatnia składowa Ig, o wartości skutecznej

jest złożona z harmonicznych pojawiajęcych się w prędzie źródła wskutek 
nieliniowości odbiornika lub okresowej zmiany jego parametrów. Można by 
go nazywać “prędem generowanym".

Chociaż wydaje się, że fizyczna interpretacja zjawisk energetycznych 
w obwodzie oraz modyfikacja jego właściwości może być oparta tylko na 
równaniu prędów (42), właściwościach jego składowych oraz równaniu war
tości skutecznych (43), to jednak ze względów tradycyjnych można wprowa
dzić równanie mocy źródła. Mianowicie, mnożęc równanie (43) przez ju| , 
otrzymujemy :

KI =l/S Bne fi“n«2‘“I/S
1 n*N„ “ n*N

(46)

uwagę na to, że pręd ip i jego wartość skuteczna |ir| nie sę zwięzane 
z mocę biernę w sensie Budeanu [4 ]

« B - S  Qn*
(47)

neiMu

a pręd bierny ir i jego wartość skuteczna J^r| nie zwięzane z mocę 
biernę w sensie Budeanu obwodu trójfazowego.

Pręd iu , o wartości skutecznej

(48)

(49)
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S2 = p2 - D2 + CJ2 ♦ D2 + D2 f (50)

gdzie:

Ds = IU I I M *  «r * !U 1 i 4 r f i '  °u = l u i l ł J -  Dg 6 I U 1 l ł g l .  ( 5 ł )

lecz poza mocę czynnę wielkości te nie maję interpretacji fizycznejj sę 
jedynie formalnymi iloczynami. Mimo to równanie mocy unaocznia wpływ po
szczególnych zjawisk na moc pozornę źródła.

Przedstawiony rozkład ma jednak zasadnicze ograniczenie. Mianowicie, 
nie można go przeprowadzić wtedy, gdy napięcie źródła ma harmoniczne o 
numerach harmonicznych generowanych w odbiorniku, a także wtedy, gdy wsku
tek impedancji wewnętrznej źródła w napięciu na jego zaciskach ujawniaję 
się harmoniczne o numerach wszystkich harmonicznych prędu. W sytuacji ta
kiej znika bowiem kryterium rozkładu prędu i na składowe iQ oraz i^, 
a składowe te sę ortogonalne tylko wtedy, gdy nie maję harmonicznych o 
tych samych numerach.

Rozkład można przeprowadzić z zachowaniem jego drtogodslności (chociaż 
adekwatność otrzymanego modelu będzie zmniejszona)na podstawie następuję- 
cego rozumowania. Gdy przyczynę istnienia w prądzie harmonicznej in Jest 
tylko napięcie źródła, wówczas moc czynna tej harmonicznej pn w przekro
ju RST jest dodatnia. Gdy zaś przyczynę istnienia w prędzie tej harmo
nicznej jest wyłęcznie nieliniowość będź niestacJonarność odbiornika, wów
czas moc czynna pn w tym przekroju Jest ujemna.

Harmoniczna ip może być jednak wypadkowym efektem działania napięcie 
źródła i jej generacji w odbiorniku, lecz aby prędy i0 i były or
togonalne, harmoniczna ta może być składowę tylko jednego z nich.

Ortogonalność prędów iQ i ig zostaje zachowana kosztem zmniejsze
nia adekwatności modelu, jeśli harmoniczna in przyporzędkowana jest 
tylko jednemu z nich. O tym, któremu jest ona przyporzędkowana, może de
cydować znak mocy pn , gdyż on właśnie wskazuje na dominujęcę przyczynę 
przepływu tej harmonicznej prędu. Mianowicie wtedy, gdy pn > 0 ,  harmo
niczna in przyporządkowujemy prędowl i0 , zaś wtedy, gdy pn <  0, przy
porządkowujemy ję prędowi ig.

5. Wnioski

przedstawiony w tym artykule ortogonalny rozkład prędu tworzy wygodny 
model matematyczny dla interpretacji właściwości energetycznych asyme
trycznego obwodu trójfazowego z przebiegami odkształconymi gdyż separuje 
poszczególne zjawiska i przyczyny decydujęce o wartości prędu źródła oraz 
pozwala badać wpływ na pręd źródła każdego z nich z osobna. Dlatego też 
model ten może być bardzo przydatny w badaniach nad metodami modyfikacji



28 L.S. Czarnecki

właściwości energetycznych obwodów trójfazowych z przebiegami odkształco
nymi, mającymi na celu poprawę współczynnika mocy i redukcję odkształceń.

Matematyczne cechy przedstawionego modelu sę też dobrze dostosowane do 
obecnego stanu techniki cyfrowego przetwarzania sygnałów. Za pomocą nowo
czesnych przetworników analogowo-cyfrowych, współpracujących z procesora
mi FFT, wyposażonymi w pewne dodatkowe procedury numeryczne, można obec
nie wyznaczyć poszczególne składowe prądu i mocy niemal w czasie rzeczy

wistym.
Wydaje się, że przedstawiony tu ortogonalny rozkład prądów tworzy 

podstawy nowej teorii mocy obwodów trójfazowych na tyle obiecującej, że 
warta jest ona dalszych prac nad jej rozwojem.
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OPTOrOHAJIbHOE PA3JI0JKEHHE TOKA HCTOHHHKA flEíOPMHPOBAHHOrO HAUPOTEHHH, 

HHTAHUErO ACHMMETPH'IECKHît HEJIHHEtłHllR TPËX«A3HH8 HPHËMHHK

P e s s M e

OpTOrOHaZbHOe pa3A0X6HZe Toza HCTOHHHKa B OJHO(pa3H08 3Z6KTpB<ieCK08 pena 
c Ae$opuanHHMH Ba tok: aKTHBHuft, peaKTHBHufl, pacceHBaBHB ■ reHepapcBaHHHfl, 
ochobhoS B bob08 TeopHH morhocth Taxai sjiBKipH'ïecKHX iteneS, pacaapeHo 
b aacToaneS padote o tokh hctobbhkb c jseiJopMHpoBaHHhni HanpHxeuhsh, b bchh- 
MetpHBHoS BejiHBefiHoft ipex<|>a3Hoii uena. IIoKa3aHo, bto b laKoft saeKTpHaeoxofl 
Henu tor HCToaBHxa, paccuaipHBaeimfl sax Bexiop, coctbb jumtHMH xoToporo 
HBJIHJOTCH TpëX$a3HHe TOKH, MOXHO paaXOXHTb Ha B3aBUH0 OpTOrOHaJIbHUS TOKH I

Recenzent: doc. dr hab. inż. Kazimierz Mikołajuk
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a K T H B H H ü ,  peaKTHBHafl, p a c c e H B a H H H  a r e H e p a p o B a s H u ñ , c o i p a n a m u H e  n p e x H B B  

i}iB3aaecKyK) H H i e p n p e i a q H B .  Taicce pasjioxeHHe bhhbjihsx h o b u S ,  opToroHajibHuft 

OTHOCKTejibHO ociajibHux, o o o T aBajíBuañ B a e u e a i  T o s a ,  HaBBaaautt t o k o m  a c a u a s -  

i p a a ,  fleüciByBmee S H a n e H H e  icoxoporo HBJUieicK aepoft b h h h h h h  a c a a M e i p a a  n p a -  

e u H H K a  H a  fleliciBymnee 3Ha<ieHHe l o n a  H C i o i H H K a .  T a x  a a  o 6 p a a o a ,  H a ü A e H H o e  

pasjioxeHae c e n a p a p y e i  o x ^ e a b a a e  HBjieHHH a n p a n a H U ,  n p e A o n p e a e x H B i í H e  Aett- 

c T B y u m e e  3 H a a e H a e  x o K a  h o x o h h h k ^ , , a  x a x x e  n o c x a B a a e x  He pe 3 xeitciByBiqae 

3 H a a e H H H  B n n e & e H H u x  cooia B x a B n t a x  a a e a e H i o B ,  a s p a  a a r  K o a a a e o i B e H H o r o  a c c -  

JieflOBaHHH BJIHHHHH 3 X a X  HBJieHHtt H a  I O K  B O X O H H H K a »

ORTHOGONAL CURRENT DECOMPOSITION OF NON-SINUSOIDAL 
VOLTAGE SOURCE SUPPLYING AN ASYMMETRICAL NON-LINEAR 
THREE-PHASE RECEIVER

S u m m a r y

Orthogonal current decomposition of the non-sinusoidal voltage source, 
into the active, reactive, scatter and generated currents in a single - 
phase circuit being a new power theory basis of such circuits, is widened 
over the currents of the source of non-sinusoidal voltage in asymmetri
cal and non-linear three-phase circuit. It has been shown that the source 
current in such a circuit, treated as a vector of the phase current com
ponents, can be decomposed into the mutually orthogonal currents! active, 
reactive, scatter and generated currents, preserving previous physical 
interpretation. This decomposition reveals a new current component, 
orthogonal to the other ones, called current of asymmetry; its root - 
mean - square current is a measure of the influence of receiver’s impe
dance asymmetry on the root - mean - square current of the source.

The decomposition found in this way, separates particular phenomena 
and reasons that determine the rms value of the source current and also 
provides, by rms values of separated components, with measures for quanti
tative testing of these phenomena influence on the source current.
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Stroszczenie. Artykuł formułuje teoretyczna podstawę do opisu 
właściwości energetycznych obwodów z przebiegami nieokresowymi o 
skończonej energii. Pokazano, że pręd w takich obwodach może być 
rozłożony na trzy wzajemnie ortogonalne składowe, które odpowiadaję 
za wartości prędu i 9ę wyraźnie zwięzane z trzema różnymi zjawiska
mi fizycznymi. Rozkład ten umożliwia nie tylko głębsze zrozumienie 
właściwości energetycznych w takich obwodach, lecz także tworzy pod
stawę do minimalizacji prędu. Dostarcza również informacji dotyczę- 
cych pomiaru wielkości, które sę potrzebne do tej minimalizacji.

1. Wprowadzenie

Zagadnienie opisu właściwości energetycznych obwodów było i Jest po
dejmowane przez wielu autorów [l], [4], [5], [ć], [7], [9]. Prace na ten 
temat dotyczę głównie obwodów z przebiegami okresowymi, niesinusoidalny
mi. Znanych jest wiele definicji mocy w takich obwodach i istnieję różne 
rozkłady zdeformowanych prędów (napięć) £2].

W pracy [3] zaproponowano nowę koncepcję opisu właściwości energetycz
nych obwodów zasilanych napięciem niesinusoidalnym. W pracy tej, wykorzy- 
stujęc ideę St. Fryzego rozkładu Ortogonalnego, rozkłada się pręd źródła 
na trzy wzajemnie ortogonalne składowe, zwane odpowiednio: prędem czynnym, 
rozrzutu i biernym.

Mianowicie:

OO

ia ” GeUo + V ?  Re ^  GeUflexp {jna^t} 
n=l

■ (G0 - < V uo +V? *e £  (Gn - < V ! V xp{:in<v }  
n»l

00
ir ' V ?  Re 2  jBnUnexp|jnw1t], 

n»l
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gdzie: Gn i Bn oznaczają konduktancję i susceptancję odbiornika dla
częstotliwości harmonicznych nfĉ , zaś G0 jest jego konduktancję równo
ważną. Rozkład ten dostarcza nowej interpretacji właściwości energetycz
nych takich obwodów. Mianowicie, ujawnia on cfcvie odrębne fizyczne przy
czyny powodujące powiększenie wartości skutecznej prądu źródła ponad tę, 
która jeet niezbędna dla przenoszenia mocy czynnej. Dednę z nich jest 
zwrotny przepływ energii między źródłem a polami magnetycznymi i elek
trycznymi odbiornika. Zjawieko to było oczywiście brane pod uwagę Już we 
wcześniejszych sformułowaniach teorii mocy np. Budeanu [lj. Dednak funk
cjonał określający wpływ tego zjawiska na moc pozorną źródła nie Jest 
w tej teorii określony poprawnie, gdyż jego wartość może być równa zeru 
mimo obecności zwrotnego przepływu energii. Nowy proponowany funkcjonał 
||ŁpJ. tj, wartość skuteczna składowej ir wady tej nie ma. Drugą, ujaw
nioną przyczyną bezużytecznego wzrostu wartości skutecznej prądu źródła 
jest zmiana konduktancji odbiornika z częstotliwością. Miarą oddziaływa
nia tego zjawiska na prąd źródła jest funkcjonał |ig |. Oba funkcjonały 
lisi oraz |lrJ. tj* wartość skuteczna prądu rozrzutu i prądu biernego 
powiększają wartość skuteczną prądu źródła w sposób określony równaniem:

Ponieważ ekładowa ip Jest kompensowalna równoległym dwójnikiem reaktan- 
cyjnym, zaś składowa is nie Jest takim dwójnikiem kompeneowalne, dla
tego rozkład ten doetarcza ważnych informacji dotyczących możliwości mini
malizacji mocy pozornej źródeł.

Istnieją Jednak w elektrotechnice sytuacje, gdy energia przenoszona 
jest do odbiornika w obecności nieokresowych przebiegów prądów i napięć. 
Mając na uwadze własności opisanego rozkładu nasuwa się pytanie, czy moż
na taki rozkład rozszerzyć na obwody z przebiegami nieokresowyml. Niniej
szy artykuł udziela potwierdzającej odpowiedzi na to pytanie.

2. Założenia

Rozważania w niniejszym artykule ograniczone są do obwodów liniowych 
z nieokresowyml przebiegami napięcia u(t) 1 prądu l(t), całkowalnymi 
z kwadratem w przedziale (-o®, + 00), tzn., jeśli u(t) lub i (t ) ozna
czymy przez f(t), wówczas

(1)
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2
Sę to więc przebiegi należęce do przestrzeni L. (-00, + 00). Przebiegi opi
sane takimi funkcjami maję [8], [lo] widmo ¿(w), określone prostym prze
kształceniem Fouriera

+00

F(co) . J f(t)e_Jwtdt. (2)

przy czym przekształcenie odwrotne Fouriera widma F(u>)

♦ OOJ (3)
— O©

Jest zbieżne do funkcji f(t) w sensie średniokwadratowym. Iloczyn ska
larny dwóch dowolnych elementów f, g tej przestrzeni zdefiniowany Jest 
Jako!

+»« r ♦o® \
(f . g)  & J  igdt ■ i s  R8 j  J  F(«M) t̂«)dw l (4)

— 00  l - 00 J

W przestrzeni całkowalnych z kwadratem funkcji okresowych fT norma ||fT | 
Jest wartościę skuteczną przebiegu określonego tę funkcję. Oednak pojęcia 
"wartość skuteczna" nie można używać wtedy, gdy przebieg f nie Jest 
okresowy. Norma |fH nie ma wymiaru normy 1 nle może też być inter
pretowana Jako wartość prędu stałego, 'równoważnego temu przebiegowi ze 
względu na efekty cieplne. Przy nieograniczonych granicach całkowania 
pręd taki musi być nieskończenie mały. Ponieważ Jednak norma |jf| speł
nia w dalszych rozważaniach takę rolę Jak wartość skuteczna |fT j w teorii 
mocy przebiegów okresowych, będzie ona dalej nazywana uogólnionę wartościę 
skutecznę przebiegu f lub w skrócie "wartościę skutecznę". Nazwa taka 
może być bliższa elektrotechnice stosowanej, szczególnie, że dla przebie
gu f, który Jest równy zeru poza skończonym przedziałem czasu *t , jego 
uogólniona wartość skuteczna Ifll może być interpretowana Jako wartość 
prędu stałego, który w przedziale 1  jest równoważny prędowi f ze wzglę
du na skutki cieplne.
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Załóżmy, te odbiornik jest elementem dwuzaciskowym, liniowym i stacjo

narnym o admitancji y(w)

Y(ce) £ Y(to)exp{- j<p(«)} = 6(«) + jB(w). (6)

3. Rozkład prądu na składową ortogonalne

Energię E przeniesiony ze źródła do odbiornika określa iloczyn ska

larny prydu i napięcia

E - (i

♦ oo + «• ■)

,u) = J iudt - Re- J  0(<u)uV)dwi
-oo — oo J

+ oo

“ m  I  G(«a)U2 (<w)d<o. (7)
—OO

przy czym spełnia ona nierówność:

E - (i ,u X  || i 11 - M l *

Nierówność ta staje się równościy wówczas, gdy

i ■ G u, G - liczba rzeczywista (9)8 8

a energia równa jest wtedy:

« -  G j M 2 . <1 0 >

Wynika styd, że ze względu na pobierany energię E odbiornik zasilany
napięciem u jest równoważny odbiornikowi rezystancyjnemu o konduktancji

G0 , gdzie

G f1 1 )
* M 5

zasilanemu tym samym napięciem.
Wyróżnijmy w prydzie i składowy

♦OO +CO

ła “ Geu * J G g U f w J e ^ d t o  = —  J Oa (<e)e;)“ tdaj, (12)

proporcjonalny do napięcia u.
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Reszca prędu źródła

+00

1 " 1a " S S  J [(G (“ ) “ Ge ) + 3B(w)lu(o> )e-'cotdo) (13)
— OO

może być rozłożona na składowe:

+  O O

+ OO 1 /*
f o (u).**«!«. Á  J (G(a>) ~ V ü ^ e ^ d « .  (14)
C/ -OO

+ 00
A 1

i S “ 2«

+ OO -OO

ir ■ S R  J 2r ^d ^a Ŵ t d w  = 5 R  J  jB(&))U(<a)e'i<utdco. (15)
«OO +OO

W ten sposób pręd i oraz jego widmo 0(c0) można przedstawić w postaci 
sumy:

1 - *a * łs + V  (16>

3(w) = Oj,(w) + Ogf«) ♦ O r ^) - (17)

gdzie:

2g((0) ś G0U(o)), (18)

Ogfw) & (G(to) - Ge )U(<u), (19)

^((O) = JB(eo)U(w). (20)

Obliczmy wartości iloczynów skalarnych składowych prędu:

d g . i r ) = 5TCR e | J  ( G( « )  “  Ge ) U ( w ) ( j B ( c o ) u ( w ) f d o > |  » 0 , ( 2 1 )

( W  = 5TtR e { J  (G(0d) " Ge )U(£b)(GeU(W)fdcoj= E - E - O. (22)

(ir .la ) = 5 R  R e j  J  (jB(w)U(W))(GeU ( w ) f  do)|= O. (23)
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Ponieważ sę one równe zeru, zatem:

(24)

gdzie:

(2.5)

I too

hall " M  J
" -O©

(G(o>) - Ge )2U2 (<o)d<u. (26)

B2 (<o)u2 («J)dw. (27)

4. Interpretacja fizykalna

Przedstawiany ortogonalny rozkład prędu wyjaśnia przyczyny powodujęce, 
że przeniesienie ze źródła do odbiornika energii E może wymagać prędu 
większego od niezbędnego do tego celu prędu ig . Mianowicie, prędowi i0 
towarzyszę dwa bezużyteczne prędy i8 oraz i^, nie przenoszęce energii.

przy czym miarami oddziaływania tych prędów na pręd źródła sę ich uogól
nione wartości skuteczne. "Wartość skuteczna" składowej i8 jest większa 
od zera wtedy, gdy konduktancja G(w) odbiornika zmienia się z częstotli- 
wościę, natomiast "wartość skuteczna" składowej ir jest większa od zera 
wtedy, gdy susceptacja nie ma wartości zerowej.

5. Minimalizacja pratlu źródła napięcia nieokresowego

Gęśli źródło napięcia nieokresowego ma rezy8tancję wewnętrzną Rz , to 
przesłaniu energii E do odbiornika towarzyszy Jej strata Z&E w źródle.
W najprostszym modelu opisu tych strat można przyjęć, że rezystancja 
źródła Jest niezalsżna od częstotliwości, a przy takim założeniu strata 
energii w źródle Jest proporcjonalna do kwadratów uogólnionej wartości 

skutecznej prędu źródła,' tj.

gdyż

(u.i8 ) - W 1* )  “ °*

(u.ir) - Ge(ia.ir) - 0.

(28)

(29)
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A E  - Ji||2 R2 =. (fll0 ||2 ♦ |is||2 * Iirl2 )R2. (30)

Od wartości tej zależny jest także przekrój przewodów źródła. Istnieję 
w elektrotechnice sytuacje, w których energia do odbiornika przekazywana 
jest w nieregularnych odstępach czasu impulsami podobnego kształtu o 
względnie krótkim, w stosunku do przerwy, czasie trwania. Naturalne Jest 
wtedy pytanie, czy można i jak zminimalizować straty energii i przekroje 
przewodów? Wymaga to oczywiście minimalizacji uogólnionej wartości sku
tecznej prędu |] 1 U przy nie zmienionej energii E, a więc nie zmienio
nej wartości |i0 |.

W obwodach z przebiegami okresowymi najprostszym sposobem minimaliza
cji wartości skutecznej prędu źródła jest włęczenie kondensatora na za
ciski odbiornika. Sprawdźmy zatem, czy minimalizacja taka może mieć za
stosowanie do obwodów z przebiegami enieokresowyml. Jeśli tak, wyznaczmy 
wartość pojemności minimalizujęcej wartość skutecznę prędu. Przyjmijmy 
przy tym, że źródło jest idealne.

Idealna pojemność włęczona na zaciski odbiornika modyfikuje Jego admi- 
tancję do wartości:

Y(w) = G(ou) + j[b(w) +C0c]. (32)

Ponieważ przed pojawieniem się impulsu napięciowego u(t) i po jego 
zaniku do zera energia pola elektrycznego kondensatora Jest równa zeru, 
jego włęczenie nie zmienia energii E wydanej ze źródła, a tym samym, 
nie zmienia on konduktancji równoważnej Ge odbiornika oraz prędu czyn
nego źródła. Kondensator taki nie zmienia konduktancji G(ca) na zacis
kach źródła, a więc nie oddziałuje on także na wartość prędu lg .
Wskutek zmiany susceptancji na zaciskach źródła oddziałuje on tylko na 
pręd ir , modyfikujęc kwadrat jego uogólnionej wartości skutecznej do 
wartości:

too

|ir|2 » 2^  J [?("> + « c ] 2U2 Mdo). (33)
— oo

Jeśli susceptancja odbiornika B(a)) przyjmuje wartości ujemne, a jest 
tak w przypadku odbiorników rezystancyJno-indukcyJnych, wówczas funkcjo

nał |^l]2 może mieć dla pewnego C = copt mini”'1"'1»
Warunkiem koniecznym na to, aby pojemność copt mirfimalizowała "war

tość skutecznę" prędu źródła |i|| jest spełnienie przez tę pojemność rów

nania

dKII
-ar

+  O o  + 0 9A s 2uB(to>)U2 ((0)du> + 2Copt / <02u2(co)dtt) ■» O, (34)



38 L.S. Czarnecki, A. Lasicz

t j.
+00

J  wB(w)U2 (oj)dtt>

Co p t = - ^ ¡ ----------------> 0 - (34)
J w 2U2 (a>)du>

Warunek powyższy ma postać podobną do warunku podanego przez Shepherda 
i Zakikhaniego [9] dla optymalnej pojemności kompensującej w obwodzie 
z przeblegiami okresowymi, Cedynie sumowanie zastąpione jest całkowaniem, 
Ponieważ w obwodzie z idealnym źródłem napięcia dla C *> C

«■‘ IM
opt

2

 ̂2— ' è J w2u2(w )d w > 0 * (35)

zatem warunek (36) Jest także warunkiem wystarczającym. Cednak w obwodzie, 
w którym źródło ma impedancję wewnętrzną o charakterze indukcyjnym, wa
runek ten może nie być wystarczającym, ze względu na możliwość pojawienia 
się zjawisk rezonansowych. Podobnie Jak w przypadku obwodów z przebiegami 
okresowymi, sprawdzenie czy warunek powyższy jest warunkiem wystarczają
cym wymaga analizy konkretnej sytuacji obwodowej.

Zakończenie

Przedstawiony ortogonalny rozkład prądu w obwodach z przebiegami nie- 
okresowymi wykazuje dużą analogię do rozkładu prądu w obwodach z przebie
gami okresowymi. Wymaga on jedynie stosowania przekształcenia, nie zaś 
szeregu Fouriers, a norma przebiegu jest interpretowana odmiennie niż 
wartość skuteczna przebiegu okresowego, chociaż 1 w tym przypadku istnie
ją znaczne podobieństwa.

Przedstawiony rozkład dostarcza fizycznej interpretacji właściwości 
energetycznych obwodów, a także informacji o możliwości minimalizacji 
prądu źródła o napięciu nieokresowym.
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OPTOrOHAJIbHOE PACIIPEflEJIEHHE TOKA B IIPHEMHHKE IWTAEMOM 

HEIIEPHOiHMECKHM HAHPiD£EHIlEa

P  e 3 » m e

3 oxATbe c$opuyjiHpoBaHO teopeiHHeoxoe odocHOBaHae onacaaxH xeopsTHcecxHX 
cboIcxb sHepreTB’iecKHx ite net c a e  ne j>hoahhe 0khuh nponecoauH h xoHeqHoS 
o H e p r n e t ,  .HoxasaHo, h t o  tox a laxxx qenax noxei paonpeAexaxbca a a  xpa 

.BsaaMHO opToroHajibHue c o c x a B H u e ,  oxEeaaujqae s a  BexHHUHy xoxa a hstko 
CBHSaHBHe C XpSMfl pasxxaauiui $H3HHeCKBMH HBJleHHHMH.

HaHHoe pacnpeje^eHHe nosBouiex Be iojibko aa doaee rxydoxoe HsyaeHHe 
SHeprooBotOTB b c a x H x  qenax, ho xaxxe cos^aex ocHoay axh MHKH>iajiH3sutXB 
xoxa a flaex HH(}>opMamno no xaiiepeHBH bojihhhh hsoSxoabuux ajih xaxot hhkbii&sx- 
saipu.

ORTHOGONAL DECOMPOSITION OF CURRENT OF THE RECEIVER 
SUPPLIED WITH APERIODIC VOLTAGE

S u m m a r y

The paper formulates a theoretical basis for the description of power 
properties of circuits with aperiodic wave forms of a finite energy.
It has been shown that the current in such circuits can be decomposed 
into three orthogonal components which are responsible for the current 
value and distinctively related to three different physical phenomena.
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This decomposition enables not only a deeper understanding of the po
wer properties of such circuits but also forms a ground for the current 

minimization.
It al30 provides with information on measurements of the values 

required for this minimization.
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MOC BIERNA I MOC DEF0RMAC3I WEDŁUG DEFINIC3I BUDEANU I PRZYCZYNY 
BEZUŻYTECZNOŚCI TYCH WIELKOŚCI W ELEKTROTECHNICE

Streszczenie. Sformułowana przez Budeanu teoria mocy obwodów 
z przebiegami odkształconymi rozprzestrzeniała się w elektrotech
nice, pomimo zastrzeżeń i prób znalezienia innych teorii, od nie
mal 60 lat. Zastrzeżenia dotyczyły głównie tego, że moc bierna nie 
jest w tej teorii zdefiniowana poprzez wartości chwilowe prędu i 
napięcia, lecz pośrednio za pomocę szeregów trygonometrycznych tyfch 
wielkości. Problem pomiaru tak zdefiniowanej mocy biernej został 
rozwięzany dopiero po niemal 50 latach, natomiast problem poprawy 
współczynnika mocy źródła w oparciu o teorię mocy Budeanu nie do
czekał się rozwiązania. Główne wady teorii Budeanu nie zostały Jed
nak ujawnione. Mianowicie, mcc bierna i moc deformacji według tej 
teorii nie maję żadnych cech więżących te moce ze zjawiskami fi
zycznymi odpowiedzialnymi za bezużyteczny wzrost wartości skutecz
nej prędu źródła. Dlatego nie dostarczają one żadnych informacji 
niezbędnych do projektowania kompensatorów. Moc deformacji nie do
starcza też żadnych informacji o deformacji przebiegów. Niedoetrze- 
żenie tych wad dostatecznie wcześnie sprowadziło na manowce badania 
nad właściwościami energetycznymi obwodów z przebiegami odkształco
nymi.

gami sinusoidalnymi tak, aby stosowało się ono do obwodów z przebiegami 
odkształconymi. Zdefiniował w tym celu moc bierną

1 . W stęp

C.I. Budeanu uogólnił [i] w roku 1927 równanie mocy obwodu z przebie-

(1)
n=l

oraz wprowadził nową wielkość, zwaną mocą deformacji

(2 )

Moc bierną Qg i moc deformacji Dg interpretuje się zwykle, co su
gerują już ich nazwy, jakc miary oddziaływania, osobno zwrotnego przepły

wu energii oraz deformacji przebiegów na moc pozorną źródła.
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Pomimo zastrzeżeń S. Fryzego [2 ], dotyczących głównie definiowania no

cy biernej poprzez harmoniczne prędu i napięcia, definicje Budeanu roz- 
przest rzeniły się w elektrotechnice. Również Shepherd i Zakikhani kwestio
nowali w 1972 r. fizycznę interpretację nocy biernej Budeanu, proponujęc
[3] przyjęcie odmiennej definicji tej mocy.

Pomimo tych zastrzeżeń jeszcze w 1977 roku A.E. Emanuel stwierdził |V} 
że "model Budeanu jest powszechnie akceptowany". Model ten został wsparty 
pracami Z. Nowomlejskiego [7], który wyraził moc biernę za pomocę prze

kształcania Hilberta w dziedzinie czasowej, a także pracami H. Fishera
[8], który nadał jej bardziej wyrafinowane matematycznie postać.

Zdefiniowane przez Budeanu moce okazały się jednak niezmiernie trudne 
do mierzenia. Pomimo poważnych wysiłków [9-16]. [18] upłynęło niemal 
50 lat zanim zbudowano pierwsze mierniki tych mocy. Fiaskiem zakończyły 
się natomiast usiłowania rozwięzania, na podstawie teorii Budeanu, pro
blemu poprawy współczynnika mocy źródeł o napięciu odkształconym. Być mo

że, że właónie niedostępnoóć pomiarowa mocy biernej i mocy deformacji 
Budeanu odwróciła uwagę od zagadnień, które wydaję się być podstawowe dla 
teorii mocy. mianowicie, jaki jest zwięzek tych mocy ze zjawiskami fi
zycznymi determinującymi właściwości energetyczne obwodu, a także, czy 
wielkości te dostarczaję informacji, które umożliwiaję projektowanie 
kompensatorów poprawiaJęcych współczynnik mocy źródeł. Tymczasem okazuje 
się. Jak to zostanie w niniejszym artykule pokazane, że ani moc bierna 
ani moc deformacji Budeanu nie pozostaję w Jednoznacznej relacji do zja
wisk fizycznyh determinujęcych właściwości energetyczne obydwu i w tym 
tkwi przyczyna ich bezużytecznoścl w zagadnieniach dotyczęcych poprawy 
współczynnika mocy. Co więcej, okazuje się, że moc deformacji nie ma 
zwięzku z deformację przebiegów.

Niestety, te podstawowe wady teorii Buduanu nie zostały dotęd w sposób 
wyraźny ujawnione.

Badania autora tego artykułu nad pomiarem mocy biernej Budeanu z uży
ciem obwodów ortonormalnych [l5, 16] , szerokopasmowych przesuwnlków fazy 
[12], czy poprzez modulację Jednowstęgowę [19] doprowadziły do konstruk
cji pierwszych mierników mocy biernej i mocy deformacji [14]. W ten spo
sób autor, będęc przekonany o poprawności teorii Budeanu, przyczynił się 
do utrzymywania Jej przy życiu. Dlatego czuje się on szczególnie zobowię- 
zany do pokazania, że Jest to błędna i bezużyteczna teoria mocy.

2. Moc bierna 1 moc deformacji Budeanu 
a energetyczne właściwości obwodu

Załóżmy, że okresowe napięcie źródła u o pulsacji zawiera wy-
łęcznie pojedynczę harmonicznę up o pulsacji no^ 1 wartości skutecz- 

nsj Un , tj.j



Moc bierna i moc deformacji... 43

u = up = ^ 2  Ur)cos(nto1t + otn ). (3)

Jeśli na zaciski źródła włączony jest odbiornik liniowy o admitancji 

dla pulsacji ncô  równej Yp = Yn exp|- 3'pn } . to prąd źródła jest równy

i . in » Y ?  ^ c o s t n ^ t  ♦ <*n - <pn ). In ft YnUn. (4)

Moc chwilowa źródła, tj. prędkość przepływu energii ze źródła do od
biornika może być rozłożona na dwa składniki:

pn “ HT “ unŁn " Pn [ł * « • 2 ( n « 1t + <*n )] ♦ O ^ i n S f n ^ t  + «tn ), (5)

gdzie:

Pn ś y n c°8?n' ^

On * un V lnV  (7)

Rozkład ten uwypukla fizyczny sens mocy biernej Q w obwodach z prze

biegami sinusoidalnymi. Jest to "uogólniona" w tym znaczeniu, że może być

ujemna amplituda składowej przemiennej mocy chwilowej Qnsin2fnco^t + 
Istnieje ona, gdy wskutek akumulacji energii w polach elektrycznych i 
magnetycznych odbiornika występuje zwrotny przepływ energii między źród
łom i odbiornikiem.

Definiując moc biarnę w obwodzie z odkształconym napięciem i prądem

U * Ż V  i = I > n  (8)
n=l n=l

jako

Q
OO oo

B - 2  “n1«81" ^  ■ X  °n (9)
n«i n=l

Budeanu dodał po prostu uogólnione amplitudy Qp składowych przemien
nych poszczególnych harmonicznych. Lscz każda z tych składowych ma inną 
częstotliwość i może się różnić kątem fazowym otp . Dlatego suma ta nie 
określa składowej przemiennej mocy chwilowej p = u.i. Chociaż każdy wy
raz Qn sumy ma jednoznaczny sena fizyczny, ich suma Qg traci ten 
sens całkowicie. W szczególności suma ta może być równa zeru przy nie- 
zsrowych wartościach Qp , tj. pomimo istnienia zwrotnego przepływu ener

gii między źródłem a odbiornikiem. Moc bierna 3udeanu nie może więc być 
interpretowana Jako ilościowa miara wpływu zwrotnego przepływu energii



44 Laszek S. Czarnecki

w obwodzie na moc pozorne źródła. Zwrotny przepływ energii, ujawniający 
się w niezerowych wartościach Qn> w inny też sposób oddziałuje na war
tość skuteczne prądu j|i|| źródła niż to sugeruje model Budaanu. Mianowi
cie, każda harmoniczna in prądu i może być rozłożona na ortogonalne
składowe

^ d n *  IncosY>ncos(neł1t + otn ), (10)

Arn In8ln<Pnsin(n<uit + “ n'* (łl)

których wartości skuteczne j | | . ||l-rn¡| spełniają relację:

K I 2 ■ I1*.!2 * l‘m l z ■ (S®f ‘ ( S j f .  < « >

Ponieważ harmoniczne ln są wzajemnie ortogonalne, zatem

N 2- E w i 2- Z ( i f * S ( ^ f -
n«l n«l n«l

Wynika stąd, że w obecności zwrotnego przepływu energii wartość 
^  (Qn/Un )2 . nie zaś ^ 0 , ,  “ Q0 Jesi miarą bezużytecznego wzrostu war
tości skutecznej prądu źródła z powodu niezerowych wartości 0 ^

Dla określonych wartości Pn i UM skuteczna wartość prądu ma minimum 
wtedy, gdy dla każdego ri, Qn • 0, nie zaś wtedy, gdy ich suma ^  • O, 
Zerowanie się mocy biernej Budeanu Jest tylko warunkiem koniecznym, lecz 
nie wystarczającym na to, aby wartość skutsczna prądu była minimalna. 
Ponieważ zwrotny przepływ energii w obwodzie może mleć miejsce, pomimo 
że Qq • 0, zatem z równania mocy Budeanu

S2 - P2 ♦ q| ♦ O2 (14)

wynika, że nie tylko moc bierna Qq , lecz także moc deformacji DQ zale
ży od zwrotnego przepływu energii. Oznacza to, niestety, że to podstawo

we zjawisko fizyczne determinujące właściwości energetyczne obwodu nie 
Jest przyporządkowane w sposób wyłączny jednej z tych mocy. To Jest właś
nie przyczyną bezużyteczności mocy Qg i DQ w zagadnieniach dotyczą

cych poprawy współczynnika mocy źródeł z pomocą kompensatorów reaktancyj- 
nych. Kompensator taki redukując, poprzez zmianę wartości Qn , moc bierną

Qq oddziałuje na moc deformacji DQ .
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Przykład i. Napięcia źródła w obwodzie przedstawionym na rys. 1 ma pul- 
aację ^  * 1 rad/s i trzy harmoniczne o numerach n » 1, 5, 7, przy czym 
U1 • 100 V zaś Un » Uj/n.

Rys. 1. Przykład obwodu, w którym 
kompensacja mocy biernej Budeanu 
Qg nie poprawia współczynnika mocy

Fig. 1. Example of a circuit where 
Budeanu's power Qg compensation
does not improve its power factor

Moc czynna P = 5019 W. Wartości mocy S, Q0 , D0 oraz współczynnik 
mocy ^  & P/S źródła w obwodzie bez kondesnatora zestawione sę w kolumnie
(1) tabeli t.

Tabela 1

Wielkość Oedn. (1) (2)

C F - 0,3802

S VA 7296 7259

VA 5100 0

°B VA 1407 5244

K - 0,668 0,691

Moc bierna Qg może być całkowicie skompensowana kondensatorem o po
jemności C = 0,3602 F, (kolumna (2)), lecz nie zmienia to praktycznie 
współczynnika mocy.

Redukcji mocy biernej w powyższym przykładzie towarzyszy wzrost mocy 
deformacji. Niestety, teoria Budeanu nie dostarcza kryterium wyboru para
metrów kompensatora minimalizuJęcego jednocześnie obie moce. Poszukiwanie 
takiego kryterium, wyrażonego za pomocę pojęć tej teorii, wydaje się zu

pełnie nieuzacadnione, gdyż Już z równania (13) wynika bezpośrednio kry
terium minimalizacji wartości skutecznej prędu źródła.

Nazwa drugiej wielkości wprowadzonej przez Budeanu, mocy deformacji 
D_, sugeruje jej zwięzek z deformację przebiegów. Rzeczywiście, Jest onaO
równa zeru w obwodach z przebiegami sinusoidalnymi, lecz jest także równa 
zeru wtedy, gdy źródło odkształconego napięcia zasila odbiornik rezystan- 
cyjny, tj., gdy przebieg prędu nie jest zdeformowany względem napięcia. 
Oznacza to, że być może moc deformacji nie jest jakęś miarę samego stop

nia odkształcenia przebiegów względem przebiegu sinusoidalnego, lecz ra



czej odkształcenia prądu względem napięcia. Sprawdzimy tę hipotezę. Moc 

deformacji może być przedstawiona w postaci:

oo OO 7
1 2 2  Ars' (15)

r«i s=l

gdzie :

A rs = UrJs ł Vl l2r “ ^ s M e 008^  - -

- < W  ■ V r )2 + i1 - coa(<*V - V.ł] «

= U^Ug(Yr - Yg >fYp - >£) 3* °. (16)
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db = Vs2 - p2 - ^  - y

Fonieważ wszystkie wyrazy A są nleujemne, moc deformacji Og Jest 
równa zeru wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego r, a e  J f  , Ars * O, tj. 
wtedy, gdy dla każdej harmonicznej napięcia

Y - Y . (17)— r —s

Spełnienie tego warunku nie musi pociągać za sobą braku odkształceń 
prądu odbiornika względem napięcia. Wtedy, gdy warunek (17) Jest spełnio
ny przy <pr » <pg # 0, moc deformacji jest równa zeru pomimo odkształcenia 
prądu względem napięcia. Ilustruje to przykład 2.

Przykład 2 . Źródło o napięciu (rys. 2b)

u * yiT U^slnce^t + ~'fz UjSinSw^t

zasila odbiornik przedstawiony na rys. 2a, o admitancji dla pu ls aj d 

** l rad/s oraz 5wł « równej

Y = Yj - Y - J 1 S.

Warunek (17) Jest spełniony, lecz prąd źródła

i = ViF Y U j S i n ^ t  + j) + V ?  Y UjSinfSWjt ♦ j) - 

- Yf/21 UjCOs^t + Y 2  U3cos3«1t ) 

ma względem napięcia przebieg odkształcony (rys. 2c).



Moc bierna i moc deformacji.. 47

Rys. 2. Przykład obwodu (a), w którym przebieg prądu (c) jest zdeformowa
ny względem napięcia (b). mimo Ze moc deformacji D0 jest równa zeru

Fig. 2. Example of a circuit (a) with the current (c) deformed in rela
tion to the eource voltage (b), despite its distortion power D„ is equal

to zero

Przeciwnie, przebieg prądu może być jedynie przesunięty względem napię

cia, z zachowaniem kształtu, przy różnej od zera mocy deformacji. Ilustru
je to przykład 3.

Przykład 3. Źródło o napięciu takim jak w przykładzie 2 zasila odbior

nik przedstawiony na rys. 3a o admitancji:

■ J 1 Si v3 . . j i s .

Ponieważ warunek (17) nie jest spełniony, źródło jest obciążone mocą 
deformacji DQ • 2YU1Uj, gdzie Y « 1 S.
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i

Rys. 3. Przykład obwodu (a), w którym przy niezerowej mocy deformacji □_ 
pręd źródła (b) nie jest zdeformowany względem napięcia

Fig. 3. Example of a circuit with the source current (b) not distorted in 
relation to its voltage, despite non - zero distortion power DB

Przebieg prędu źródła

i - V 2  YłU1sin(co1t + ^) ł Y ?  YjUj8in(3<u^t - f) -

« Y [V21 UjSlnWjft + J) + Y ?  UjSinSw^t + ■

- Yu(t + J)

jest więc tylko przesunięty względem napięcia, nie zaś zdeformowany 

(rys. 3b).
Tak więc moc deformacji nie dostarcza żadnych informacji ani o stopniu 

deformacji przebiegu napięcia względem przebiegu sinusoidalnego ani o 
wzajemnej deformacji prędu i napięcia. W rzeczywistości wielkość ta poja
wiła się w elektrotechnice w ten sposób, że po niewłaściwym zdeflniowa-

2
niu przez Budeanu mocy biernej między kwadratem mocy pozornej S a sumę 
kwadratów mocy czynnej i biernej P2 + Q2 pojawiła się luka, którę trze
ba było czymś wypełnić. Wypełniono ję właśnie O2 , nadajęc tej różnicy 

nazwę "mocy deformacji".
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3. Wnioski

Moc bierna i noc deformacji Budeanu nie posiadaj« cech więźęcych te 
moce w sposób rozłączny ze zjawiskami fizycznymi determinującymi właści

wości energetyczne obwodu z przebiegami odkształconymi. Nie dostarczaj« 
tai informacji niezbędnych do projektowania układów minimalizujących moc 
pozorn« źródeł.

Wielkoóci te i oparta na nich teoria były krytykowane 1 przyjmowane 
sceptycznie, co przyniosło szereg prób konstrukcji innych teorii mocy. 
Dogłębna analiza teorii Budeanu nie została jednak nigdy przeprowadzona. 
Ponieważ inne teorie mocy nie spełniły oczekiwań, brak tej analizy pozwo

lił na rozprzestrzenienie się teorii Budeanu w elektrotechnice, prowadzęc 
na manowce badania nad właóciwoóciami 1 poprawę współczynnika mocy obwo
dów o przebiegach odkształconych.
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REACTIVE AND DISTORTION POWERS ACCORDING TO 
BUDEANU'S DEFINITION ANO THEIR USELESSNESS IN 
ELECTRICAL ENGINEERING

S u m m a r y

Power theory of circuito with non-sinusoidal wave forme formulated by 
Budeanu has widened in electrical engineering for almsot 60 years, despite 
some objections and attempts of finding other theories.

The objectione have mainly concerned the fact that in this theory the
reactive power is not defined by actual values of current and voltage but
indirectly, by means of trigonometric series of these quantities.

The problem of measurement of such defined reactive power has been
solved after almost 50 years, while the problem of the source power factor
improvement on the basis of the Budeanu's power theory has not reached 
the solution.

The main disadvantages of the Budeanu's theory have not been revealed 
however. Namely, the reactive power and distortion power have no features 
linking these powers with physical phenomena responsible for useless 
Increase of the rms value of the source current. Because of this they do 
not provide us with any information indispensable to design compensators. 
The distortion power do not provide any information on the wave forms 
distortion either.

Failing to notice these disadvantages early enough, has led the 
research on energetlstic properties of the circuits with non-sinueoidal 
weve forms astray.
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METODA K0NTYNUAC3I W ANALIZIE HYBRYDOWEO 
SIECI REZYSTANCY3NYCH NIELINIOWYCH

Streszczenie, W pracy przedstawiono dwa algorytmy analizy hybry
dowej sieci rezystancyJnych nieliniowych oparte na metodzie kon
tynuacji. W pierwszym algorytmie rozwięzuje się cięg zmodyfikowanych 
równań hybrydowych układu metodę Newtona-Raphsona. Drugi algorytm 
zwięzany jest z rozwlęzaniem zagadnienia poczętkowego dla równania 
różniczkowego zwyczajnego pierwszego rzędu, stowarzyszonego z rów
naniem hybrydowym sieci. Użyteczność, obydwu algorytmów zademonstro
wano na przykładzie obliczeń numerycznych wybranego obwodu nieli
niowego.

1. Wstęp

W pracy rozważa się analizę nieliniowej sieci rezystancyjnej zawierają
cej liniowe i nieliniowe (uzależnione napięciowo jak i prędowo) rezystory, 
stałe źródła niezależne napięciowe i prędowe i wszystkie cztery typy li
niowych źródeł sterowanych. Wiedomo [l], że z wyjętkiem pewnych sytuacji 
patologicznych, wynikajęcych z doboru wartości elementów lub pewnych spe
cjalnych ograniczeń topologicznych układ taki oplaany Jest równaniami 
hybrydowymi postaci:

'9 (08 )‘
A
Haa

1---O0
<x A

Ua
” A
Sa

r(Íb >. 0JO
<x

1

A
v . V

A
-Sb.

lub krótko:

F(S) - f(3) - AJ - a - O, (lb)

gdzie:

x - wektor napięć i prędów rezystorów nieliniowych,

& - stały wektor źródeł,
H - macierz hybrydowa n-wrotnika N (rys. 1),
f(x) - wektor charakterystyk rezystorów nieliniowych.
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Indeks a odnosi się do gałęzi należących do drzewa, indeks b do 
gałęzi zawartych w przeciwdrzewie grafu sieci. Macierz hybrydowa A i 
wektor źródeł S sę zdefiniowane przez jawne formuły topologiczne. Rów
nanie (1) jest rozwiązywane na ogół z wykorzystaniem algorytmu Newtona- 
Raphsona. Efektywne wykorzystanie tego algorytmu może napotkać na zasadni
czą przeszkodę związaną z brakiem systematycznej procedury wyboru odpo

wiedniego punktu startowego. W dalszym ciągu przedstawione zostaną dwa 
rozwiązania tego problemu, oparte na metodzie kontynuacji.

2. Zmodyfikowane równania hybrydowe

Rozważmy układ przedstawiony na rys. 1. Dla układu tego zachodzi:

n

: i

u,

ICH

N

n - N r o t n ik  N  

■Rezystory L t n io n e  

Z ró d t a  n ie z a le ż n e  

Z r ó d t a  s t e r o w a n e

a i

lAnUnl u,ni* n2

L f
r

*CT“

Rys. 1. Struktura zmodyfikowanego n-wrotnika N - n-wrotnik N 
Fig. 1. Structure of modified n-port N - n-port N

ia - ia - (1 - K )  Y  u8

u b “ %  - (1 " z  h

(2 )

oraz:

(3)

gdzie :

i , ug , ig , ug - wektory prądów i napięć n-wrotników 

N i N dla wrót należących do drzewa grafu sieci,
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1b' ub ' ib ' “b " wektorV prądów i napięć w N i Ń dla wrót należących 
do przeciwdrzewa,

Y « diag [yj.Ys yni] *

Z - diag [znl+1.znl+2 Znl+ną] •

K 6 <0 , 1>.
Reprezentacja hybrydowa tego układu będzie miała zatem postać:

Haa- ( 1 - W Y ab

Hba Hbb- ( 1 - W z L‘bJ Ls b J

( 4 )

Oznaczając charakterystyki rezystorów uzależnionych napięciowo i prądowo 
odpowiednio przez:

V
ł 2

V u2>- '
9 2 ( u 2 )

‘a “
•

•

•

-inl-

a X •

•

•

j W unl>.

-  A/9 ( ua ) ( 5 )

ub *

”unl+l ’

unl+2
•
•

* K

rbl+l^inl+l^

rnl+2^inl+2 ̂ 
•
•

• •

_unl+n2. _rnl+n2^inl+n2\

(6 )

otrzymuje się równania hybrydowe:

g(ua )

,r(ib>_

Haa-(1-A)Y ab
U sa a

i b .

A

. S b .

( 7 a )

K 6<0,1>
lub krótko:)

F (x,A.) » A.f (x) - Hx - 8 = 0. ( 7b )
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3. Rozwiązanie równań hybrydowych

Zauważmy, że równania (7) ma następujące własności:

) rozwiązanie układ 
kania, gdyż równanie

(a) rozwiązanie układu dla wartości parametru A 0 = O Jest łatwe do uzys-

H H .aa ab

ba bb"

“1 0 "a
sa a

ii
#•“«»Ow«

D 
* 

j

A

_Sb.

(8a )

stanowi układ równań liniowych,

(b) dla wartości parametru A N ■ 1 redukuje się do równania (1) analizowa
nej sieci.

F(x,l) - F(x). (8b)

Wynika stąd, że Jeśli przyjąć, iż charakterystyki rezystorów nielinio
wych są dane funkcjami ciągłymi 1 Jednoznacznymi, to równanie (7) Jest 
homotopią [2], to znaczy istnieje odwzorowanie ciągłe x(A.) takie, że

F(x,A>) - Af(x(A)) - Hx(A) - ¡5 - 0 \/Ke<0,l>. (9)

Oznacza to, że rozwiązania x(A) ■ (A), ib (A)]t wyznaczane dla pewnego

podziału odcinka < 0 , 1 >

O - A Q< ^ < ^ 2  <  ... < A N 1 (10) 

opisują pewną krzywą w przestrzeni Rn łączącą początkowy punkt x(0) «

■ x ■ fua°^» Łb° U 2 rozwi9zanŁeia *(l) “ x* ■ [ua* ij] ró,*naniB (!)•
Oeżeli ponadto macierz Oacobisgo równania (7) Jest nleosobliwa dla 

wszystkich A «  <0,1>, to istnieje podział (10) i stałe ,m2 ,... . m ^  dla 
ciągu iteracji Newtona-Rpahsona

x[kłl) - x[k) - 8f ̂  - H'J ( A ^ U ^ )  - Hx^k) - §) (lla)

x ‘°) ■ x(0) ■ x - x (>i) 1+1 xi (llb)

k - 0,

i - 1  N

takie, że [_2]

■i-i

lim x.(k)N x(l) - x*. ( 1 2 )
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Ponieważ odwrócenie macierzy wymaga większego nakładu obliczeniowego 
niż rozwiązanie odpowiedniego układu równań liniowych, dlatego ciąg (11) 
przekształca się w ciąg równań:

*1 [ - - I " ' - H']x(k+1> - A,± [f(x<k >) - - - ¡i---]  ♦ §. (13)

Zależności (8), (10)-(13) określają zatem algorytm poszukiwania rozwiąza
nia równania (1) związany z dyskretnymi zmianami parametru A/.

Alternatywne rozwiązanie tego zadania wiąże się założeniem ciągłej 
zmiany A,, Własność (a) i (b) równania (7) oraz założenia towarzyszące (9) 
implikują istnienie i ciągłość pochodnych cząstkowych F(x,A0 względem 
x 1 A,. Wynika z tego [2], że poszukiwanie rozwiązania (l) może być w przy
padku rozważanej sieci sprowadzone do rozwiązania zagadnienia początko
wego postaci:

- H){j£ - Kx - f(x) (14)

x(0) - x (o).

gdzie

Y 0
K -

0 Z
( 1 5 )

które może być rozwiązane wybraną metodą całkowania równań różniczkowych 
pod warunkiem, że macierz ¿Jacobiego Jest nieosobliwa. W obydwu przypadkach 
można uzyskać pewną oszczędność nakładu obliczeniowego. Jeśli założyć, że

Y - 0, Z ■ 0. (16)

Wyznaczenie przybliżenia startowego Jest wtedy szczególnie proste, bowiem

u i 0 )  “  0a

*b0) “ fib b V

Oak widać Jest ono zdeterminowane wyłącznie właściwościami sieci.

4. Przykład

Celem zilustrowania obydwu proponowanych metod rozwiązywania równań 
hybrydowych rozpatrywano obwód przedstawiony na rye. 2.
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Rys. 2. Nieliniowy obwód 
Fig. 2. Non-linear circuit

Rezystory nieliniowe opisuję zależności:

{ 0.5 Uj. Uj >  0 

-0.5 u\. u± <  O

u2 “ r(i2^

0,25ip , i2 >  O 

2-0,25i|, i2 <  O. 

Reprezentacja hybrydowa 2-wrotnika ma postać:

-0,5 -0,5

0.5 -1.5 Lł 2 j

Przybliżenie startowe uzyskujemy z równania (8)

-0,5-Y -0,5" V

0,5 -1,5-Z . 4 ° ’. 3

Na przykład, dla konduktancji Y « 2,0 i rezystancji Z = 1,0

0,153846, i^o) « 1,230769.

Wykorzystując wzór (17) uzyskuje się bezpośrednio:
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Metoda dyskretna prowadzi do rozwiązania cięgu równań liniowych;

d9(ulki )X Ł  3^ -  ♦ 0.5 + (l-A-^Y

-  0 , 5  K
dr (i (•«))

u ( k + l ) 
1 . 1

± ( k + l )  
. 2 . 1  .

■ (-£>) l-dgfu^r ”1 “dui
- ♦

dr(lgł) 3\ L J

(a)

k * 0,1,2,... , nK ■ 1 

i - 1,2 N.

W metodzie ciągłej rozwiązuje się układ równań różniczkowych zwyczaj
nych

dg(u.)
A du + 0 , 5  + ( ł - A ) Y

0 . 5

0 . 5

d r (i 2 )

d u i'
d K

di2

a x

Y 0 

0 Z

u i " 9 ( 1 ^ )

- ( b )

iCNI
•H

i * ( i 2 )_

Zastosowano metodę Runge-Kuty 4-rzędu. Wykorzystując programy biblio

teki Fortranu: FPINOE, F4RUNG systemu Odra 1305 uzyskano następujące wy
niki :

x ( 0 ) A,
u1 12

(a) ( b ) (a) ( b )

Y = 2 , 0 0 . 1 0 , 2 7 9 0 5 6 0 , 2 7 9 4 9 7 1 . 6 4 3 0 7 1 1 , 6 4 3 3 8 1
Z - 1 , 0 0 , 0 5 0 , 2 7 9 0 5 6 0 , 2 7 9 4 9 8 1 , 6 4 3 0 7 1 1 , 6 4 3 3 8 2

-< B O 0 . 1 0 , 2 7 9 0 5 6 0 , 2 7 9 0 5 6 1 , 6 4 3 0 7 1 1 , 6 4 3 0 7 1

N n O 0 , 0 5 0 , 2 7 9 0 5 6 0 , 2 7 9 0 5 6 1 , 6 4 3 0 7 1 1 , 6 4 3 0 7 1

gdzie X  ■ ^i+i ” A-i*

Wyniki te prawie dokładnie przybliżają rozwiązania obwodu.
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5. Uwagi końcowe

Przeprowadzony eksperyment numeryczny potwierdził przydatność obu me
tod do analizy sieci rezystancyjnych z rezystorami c charakterystykach 
ściśle monofonicznych, co odpowiada założeniu o nieosobowości macierzy 
Oacobiego

CU*.*,) h\

Określenie sposobu postępowania w przypadkach, gdy macierz 0(x,A,) 
jest osobliwa, jest przedmiotem dalszych badań. Konieczne jest również 
poszukiwanie procedury doboru K £3].
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CONTINUATION METHOD IN THE HYBRID ANALYSIS 
OF NON-LINEAR RESISTANCE NETWORKS

S u m m a r y

In tha paper, two algorithms of the hybrid analysis of non-linear 
resistance networks based on continuation method have been presented, 
in the first algorithm a sequence of modified hybrid equations in solved 
by Nowton-Raphson method.

The second one is related to the solution of initial problem for 
ordinary differential equation of the first order, associated with the 
network hybrid equation. Usefullness of both algorithms has been demon
strated by an example of numerical calculations of a chosen non-linear 
circuit.
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ZASTOSOWANIE WRAŻLIWOŚCI WYŻSZYCH r z ę d ó w  
WZGLĘDEM CZĘSTOTLIWOŚCI

Streszczenie. W pracy podano wzory na wrażliwości funkcji ukła- 
dowych względom częstotliwości do trzeciego rzędu włącznie. Wrażli
wości te zgodnie z podanymi zależnościami oblicza się na podstawie 
wrażliwości funkcji układowych względem pojemności i indukcyJności. 
Wyprowadzenia są oparte na jednorodności funkcji układowych wzglę
dem indukcyjności, pojemności i częstotliwości i korzysta się z nie
zmienników wrażliwości. Przedstawiono szczegółowe wyprowadzenie dla 
wrażliwości rzędu drugiego. Obliczono wrażliwości do rzędu trzecie
go włącznie dla modułu wzmocnienia filtru pasmowoprzepustowego. 
Pokazano, Jak powiększa się kres górny tolerancji mełoprzyrostowych 
częstotliwości przy uwzględnianiu wrażliwości coraz wyższego rzędu.

1. Wprowadzenie

Analiza odchyłek funkcji układowych od wartości nominalnych często jest 
przeprowadzana w oparciu o rozwinięcie funkcji w szereg Taylora. Występu
jące w tym rozwinięciu pochodne cząstkowe funkcji układowej względem para
metrów nazywa się wrażliwościami.

□o oszacowania odchyłek funkcji układowej spowodowanych niewielkimi 
zmianami parametrów zwykle wykorzystuje się człony zawierające pochodne 
(wrażliwości) pierwszego rzędu. Natomiast przy dużych zmianach parametrów 
należy uwzględnić dalsze człony w rozwinięciu funkcji w szereg Taylora. 
Wymaga to uprzedniego obliczenia pochodnych cząstkowych wyższego rzędu, 
potrzeba wyznaczania wrażliwości wyższego rzędu może też wynikać z faktu 
zerowania się wrażliwości pierwszego rzędu. Przykładem może być filtr 
pasmowoprzepustowy. Ola częstotliwości środkowej pasma przepuszczania 
wrażliwość pierwszego rzędu modułu wzmocnienia napięciowego wynosi zero. 
Aby zbadać wahania modułu wzmocnienia w otoczeniu tej częstotliwości na
leży wykorzystać wrażliwości wyższych rzędów. Zagadnieniom ogólnym wrażli
wości wyższych rzędów w układach elektronicznych poświęcono wiele miejsca 
w literaturze, np. [2], [4], [6], je], [9], [loj. Wydaje się, że dotych
czas nie były szeroko rozpatrywane zagadnienia wrażliwości wyższych rzędów 
względem częstotliwości. Niniejsza praca jest próbą wypełnienia tej luki.



04 3. Chojcan. I.. Karwan

2. Funkc.ie jednorodne i niezmienniki wrażliwości

Wprowadzenie do analizy tolerancji pojęcia funkcji jednorodnych pozwo
liło na znalezienie wielu niezmienników wrażliwości.

Dednę z pierwszych prac w tej dziedzinie ogłosił Belove [i]. Prace in
nych autorów, m.in. [V], [V], [4j rozwinęły i rozszerzyły tę teorię na 
szeroką klasę obwodów. Niezmienniki wrażliwości są wygodnym narzędziem 
przy analizie porównawczej obwodów równoważnych, a także służą do określe
nia dokładności obliczeń odchyłek funkcji układowych, w tej pracy zostaną 
wykorzystane do znalezienia zależności na wrażliwości wyższych rzędów 
względem częstotliwości. Przypomnijmy najpierw podstawowe własności funk
cji jednorodnych.

Definicja: Funkcja układowa Tfżj,x2 ,...,xn ) określona w obszarze D 
nazywa się funkcją jednorodną stopnia m, jeżeli pomnożenie wszystkich 
jej argumentów przez czynnik t jest równoważne tm-krotnemu powiększeniu 
początkowej jej wartości, tzn., jeżeli zachodzi tożsamość

T(tx1 ,tx2 ,...,txn ) = tm . T(x 1(x2  xn ). (1)

Deżeli funkcja T(x1 ,x2 ,...,xn ) jednorodna stopnia m ma w obszarze 
otwartym D ciągłe pochodne czątkowe względem wszystkich argumentów, to 
dla dowolnego punktu (x^,x2 ,...,xn ) w obszarze O zachodzi równość:

3T 3T___ 3T
—X1 + '577 X2 + + W  Xn " ™ * T (xi • x2 .... xn ^  (2)1 * 2 n

Równość ta nosi nazwę wzoru Eulera. Dzieląc obie strony równania (2) 
przez T (przy założeniu niezerowania się funkcji układowej dla nominal
nych wartości parametrów) otrzymujemy wzór:

Sx + SI2 * ••• * S- “ >• < „ - zn i-i 1

znany w literaturze Jako niezmiennik wrażliwości pierwszego rzędu (S^ m
ar x±

• ^1—  . —  jest wrażliwością pierwszego rzędu funkcji układowej T wzgl-

dem parametru xi ).
W układach 3LS z pojedynczymi pobudzeniami stopień Jednorodności 

transmitancji wynosi zero i zgodnie ze wzorei# (3) tyloż samo wyno3i suma 
wrażliwości względem wszystkich parametrów x^, którymi są G^, 

oraz współczynniki wzmocnienia źródeł sterowanych kvc (źródła VC T)

oraz k-1 (źródła CVT). Deśli Jako funkcję układową rozważamy admitan- 
cvi

cję, to wartość niezmiennika wrażliwości wynosi 1, natomiast dla impedan-
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cjl -1. Pełniejszy zestaw niezmienników można znaleźć w pracy ¡5]. W przy
padku układów z wieloma pobudzeniami stałoprędowymi można wykazać, że 
stopnie podstawowych funkcji układowych zawieraję się w przedziale 
(-1, +1). Odpowiednie wzory podano w pracy [4 ].

Jeżeli przymlemy, te argumentami funkcji jednorodnej będę L., C, oraz
— 1f , to łatwo uzyskać następujęcy niezmiennik wrażliwości:

który pozwala na wyznaczenie wrażliwości funkcji układowej względem czę
stotliwości w sposób pośredni za pomocę wrażliwości względem indukcyjno- 
ścl 1 pojemności:

sf * 2  s4  ♦ X  sv  (5)
ieNL icNC

W podobny sposób można wykorzystać niezmienniki wrażliwości przy wy
prowadzaniu wzorów na wrażliwości drugiego i trzeciego rzędu funkcji 
układowej względem częstotliwości.

3. Wrażliwości wyższych rzędów

Twierdzenie 1 : Jeżeli funkcja układowa T(x*.... ̂ ^ y ^  yk ) obwodu
SLS, której argumentami xŁ sę L^. Ci# f- 1 , jednorodna 3topnia zerowego 
względem x1 ,x2 .....xn ma w obszarze otwartym 0 clęgłe pochodne częst- 
kowe pierwszego i drugiego rzędu, to dlo dowolnego punktu (x,,...,xn , 
y1 .....yk ) zachodzi równość:

NL NU NL NC NC NC

S^2 ‘ X!  Z  SL C +S  SC±C ' (6)
T i-1 J-i 1 3 i-1 J-l Ł 3 i-1 J-i 1 3

WystępuJęce we wzorze (6) wrażliwości rzędu drugiego sę zdefiniowane 
następujęco:
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□la wykazania słuszności twierdzenia 1 skorzystamy z niezmiennika wraż
liwości pierwszego rzędu. Punkcja T jednorodna stopnia zerowego wzglę
dem La , oraz f-1 może być zapisana naatępujęco:

T(tLj, • • • , t L ^ , t C j , • • • . tC^ę. j" > 1 yk ) ”

■ t . T ( , . . . . l ^ iC|i■ m  ■ c^Q, y1 ,....yk ). (9)

Różniczkując podług t mamy (m » 0):

NL NC

h t  ■ X !  3rlu;7 4 - Z  3TTC77 cj ■ Ir • f * °* (10)
i-1 1 J-l 3

Różniczkując ponownie podług t otrzymamy:

_ NL NL , NL NC ~

dt tri jri 1 3 i-1 J-l 1 3

NC NC o NL - NC p

* Z Z  * $ k  V j  - 2 Z  V *
tri jri 1 J i-i 1 j-i 3

♦ $ f 2 * * i r  f ' 0 ' (11)

przy czym przyjęto t - 1.
Natomiast różniczkując wyrażenie (10) podług częstotliwości i mnożąc 

przez częstotliwość mamy (przy t - 1):

NL NC NL 2

f y r C C  ^  Li + 2  lir Cj " §t  f) “ Z  t l t̂ t  Lif +
i-1 1 j-l 3 1-1

NC , -
t „ , a2! ,2 _ ajr f . 0 (12)Z a T _ * 9łT *2 3T

rć-sr cjf - f - w
j-l 3

Stąd wyznaczamy:

- Z  ń ^ - i ś r v . 1»)
i-1 1 J-l 3
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Po podstawianiu wzoru (13) do (11) i podziałaniu przez T otrzymamy:

2 2 NL NL 2 NL NC , . „
3^T fŁ ' V  X -1 ® T i 1 _ V 1 X -1 3 T 1 i
7 T - Z Z  C T T  • T 1 a q s ć -  • t  ♦

1-1 3-1 1 3 i-1 j-1 1 i

NC NC

Z Z
i-l J-l

32T
r o p c j

CtC.
(14)

Ale

_NI^ _NL^ , , _NL^ 0 ,2 NL
W 'sr> a2T LiLi XT' 3 ^  Li V  ^  LiL i

2 ^  2 j  s r p r -  • - T *  “ 2 ^  ^ 2  • ̂  + 2 ,  3L-3L- • “ T •
i-l j-l 1 J i-l 1 3-1 1 3

J*1 (15)

Korzysta3ęc z definic3i wrażliwości (7) i (8)

NL NL NL NL

" - z  (2 <Ł4 * z  i. i. j)  - z  (2 *2 2  ) ■
i-i 1 1 3-1 1 3 i-i 1 1  3-i+i 1 3

NI. NL

■ 2 • £ £  SW

ponieważ

SL L “ SL L * i 3 3 i

zatem

NL NL NL NL

2  2  S4 L j  ̂  2 2  2  '
i-i 3=1 1 3 i-i 3-i 1 3

(16)

Podstawia3ęc wyrażenia (16) do (14) wykażemy słuszność tezy twierdzenia 1.
Przy podobnych założeniach 3ak w twierdzeniu 1 i dodatkowo istnieniu 

cięgłych pochodnych częstkowych trzeciego rzędu funkc3i układowej można 
wyprowadzić wzór na wrażliwość trzeciego rzędu względem częstotliwości, 
który poda3e następne twierdzenie.
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Twierdzenie 2:

NL NL NL NL NL NC

s*3 ' S  %  §  s"iLJLk + S  H  S  SLiLiCk +

NL NC NC NC NC NC

+ 2  2  Ż  S4 C1Ck Ŝ lC1Ck
1-1 j-1 k-J 1 3 1-1 J-l k-J 1 3

(17)

gdzie wrażliwości trzeciego rzędu sę zdefiniowane następujęco: 

x3 3
_T df 1 1 8 T (1 8 )

X1 xi

2
,T ¡1 1 . fłil . J | L _ .  ( „ ,
xi*J 3x13xj

_T df XlX 1Xk 33T
ixJxk " ' Sxi3V aV

W podobny epoeób można wyprowadzić wzory na wrażliwości czwartego i

wyższych rzędów.

4. Przykład

□la filtru paamowoprzepustowego podanego na rys. 1 określimy wrażliwo
ści modułu wzmocnienia przy częstotliwości środkowej, a następnie wyzna
czymy zmiany wzmocnienia przy rozstrojeniu częstotliwości środkowej 
uwzględnlajęc coraz wyższe wrażliwości.

Rys. 1
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Wartości nominalne parametrów wynoszę: R. ■ R, ■ 1® , c, ■ C, ■ 1F,
i I rad 1 2
Vi ! ” 1V’ ^  * “a- ' wzmacniacz idealny.

Wzmocnienie napięciowe Ku • ^  - |Ku |e^. Rozważanę funkcję układowę 

Jsst |k J  » Ky(f) . Ola wrażliwości pierwszego rzędu mamy:

K K
sc“ - 0.5 - J 0.5 Sc“ - -0.5 - J 0,5.

Na podstawie wzoru (5)

Sf ‘ Sc1 * sc2

więc

K.
Sf' u| - Real

Czyli moduł wzmocnienia dla częstotliwości środkowej Jest niewrażliwy na 
zmianę częstotliwości, jeżeli ograniczymy się do wrażliwości piarwazego 
rzędu. Celowe jest wyznaczenie wrażliwości wyższych rzędów. Na podstawia 
zależności (6) 1 (17) można obliczyć:

slKu! . 8IM + sKI + J M  . . 05
f C1C1 1 2  2 2

SK I . sKI . , K I  . , i m  . , M  .„.5.
f3 C1C1C1 ClCiC2 C1C2C2 C2C2C2

Zatem zalany modułu wzmocnienia można wyznaczyć w sposób przybliżony 
na podstawie rozwinięcia funkcji w szereg Taylora w postaci wielomianu 
stopnia trzeciego

l IM * ' 0,5 * 0,5**•
gdzie t jK |. tf sę zmianami procentowymi.

Tak określona zalana modułu wzmocnienia nie różni się wlęcj niż 2% od 
zmiany obliczonej dokładnie przy zmianach częstotliwości o 55%.

Uwzględniajęc coraz wyższe wrażliwości i, co za tym idzie, uwzględnla- 
jęc większę liczbę członów we wzorze Taylora możemy uzyakać większy 
kraa górny tolerancji aałoprzyrostowych.
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Ola rozważanego przykładu (zakładając 2% błęd wynikający z zaniedbania 
dalszych wyrazów szeregu Taylora) mamy następujące wartości kresu górnego 
tolerancji małoprzyroetowej tf.

Przy uwzględnieniu wrażliwości 1 rzędu tf = 18%?uwzględnienle wrażli
wości 1 1 2  rzędu caje tf » 32% i, Jak Już wcześniej wspomniano, uwzględ
nienie wrażliwości do 3 rzędu włącznie daje tf » 55%.

5. Wnioski

Przy dużych zmianach parametrów (duże wartości kresu górnego toleran
cji małoprzyrostowej ) konieczne Jest uwzględnienie wrażliwości wyższych 
rzędów. 3ak pokazano na przykładzie, mogę być one przydatne przy badaniu 
zmian charakterystyk częstotliwościowych. Podobnie jak w znanej z litera
tury zależności na wrażliwość pierwszego rzędu pokazano w pracy, że wra
żliwości wyższych rzędów względem częstotliwości mogę być obliczone na 
podstawie wrażliwości funkcji układowych względem pojemności i indukcyj- 
ności.
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nW EHEHHE 'CTBCTBHTEJIBHOCTH BHCIHHX nOBW CQB OT 'iACTOTU 

P e s » m e

B paOoTe BHBe^eHH (JiopiiyjiH onpeAejiaMmae ayBCTBHiejibHocTb BToporo h i p e i b e r o -  
nopanKOB cxeuHOit $yHici;HH o t  H acioT H . 3 th  iyBCTBHTejibH0CTH onpe^ejiaioTOH H3 
HyBCTBHT6JIbH0CTH CXeMHOS $yHKllHH OT H3MeHeHHg BCSX eMKOCTefl H HHAyKTHBHOCTeft 
u e n a . 4opMyjIhl BUBefleHH H3 OflHOpOflHOCTH OXSMBHX (fyHKHHa OT HUSyKTHBHOCTeft, 
eMKOCTea H qaOTOTU 0 HCIIOJIb3OB31HH6M HHBapaaHTOB HyBOTBHTejIbHOCTH. nonpoSHO 
BUBe^eHa $opny jia  o n p e« ejiaa i(aa  ayBCTBHiejibHocTb BToporo nopaAKa. T e o p e ia -  
qecKHe b h b o a h  AonojraeHH p a c q e io i i  n p a a e p a  aaiH B B oro  no jiocoB oro  ifaab T p a. 
OnpefleaeHu ayBOTBHTeaHooia 1 ,  2 a  3 nopaA aa MOflyjia y o aaeH aa  a i o r o  $ aabT pa a 
npeaciaB aeH O  a a a  yBeaaaaBaioToa a o n y o a a  pacO pooa a a c T o iu  nooae n p aaeaeH aa 
ayBCTaTeabHocTa b h c h i h x  n o paaxoB .

APPLICATION OF THE HIGHER ORDER SENSITIVITIES 
IN RELATION TO FREQUENCY

S u m m a r y

Formulas for the second and third order sensitivities of the system 
functions in relation to the frequency have been given in the paper.

In accordance with the given dependancea, these sensitivities are 
calculated on the basis of the system functions sensitivities in rela
tion to capacity and induStance.

Derivations are based on homogeneity of the system functions in rela
tion to the inductance, capacity and frequency! the sensitivity invariants 
are used.

A detailed derivation has been presented for the sensitivity of the 
second order. The sensitivities to the thrid order inclusive, have been 
calculated for an amplification factor of the band - pass filter.

It has been shown how the upper bound of the frequency small - incre

mental tolerances increases when taking into account the sensitivities of 
higher and higher order.
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Andrzej DRYGA3Ł0

0 RÓWNOWAŻNOŚCI TRZECH LINIOWYCH UKŁADÓW FILTRUOĄCYCH* ̂

Streszczenie. W pracy opisano metodę budowy, przy użyciu dyskret
ne j"TrańsToriaćli Hartley'a (DHT) 1 dyskretnej transformacji Walsha 
(DW T), liniowych układów filtracji widmowej równoważnych układom 
opartym na dyskretnej transformacji Fouriera (uFT). W oparciu o 
właściwości rzeczywistych transformacji DHT i DWT orzedstawiono 
sposób wyznaczania charakterystyk filtrów cyfrowych Hartley'a i 
Walsha na podstawie charakterystyk częstotliwościowych filtrów
cyfrowych Fouriera. Otrzymane macierze filtrujęce Hartley “a ¡¡P i Walsha
GW sę rzeczywiste, podczas gdy odpowiadajęca im macierz Fouriera
GF Jest zespolona. Wyznaczone w ten sposób macierze filtrujęce 
pozwoliły na zdefiniowanie uogólnionego algorymtu cyfrowej filtra
cji widmowej przy użyciu algorytmów szybkich transformacji Hartley'a 
(FHT) i Walsha (FWT), zamiast algorytmu szybkiej transformacji 
Fouriera (FET).

i. Wprowadzenie

Dyskretna filtracja widmowa polega na przetwarzaniu wejściowego sygna
łu dyskretnego w pożędeny wyjściowy sygnał dyskretny, wynikajęcy z wyma

ganej postaci widma tego sygnału. Najczęściej wykorzystywanym w tym celu 
widmem Jest zespolona dyskretna transformata Fouriera. Otrzymuje się ję 
za pomocę dyskretnej transformacji Fouriera (DFT), zbudowanej w oparciu 
o zupełny ortogonalny układ dyskretnych zespolonych funkcji wykładniczych.

W ostatnich latach znacznie wzrosło zainteresowanie dyskretnymi trans
formacjami opartymi na rzeczywistych funkcjach ortogonalnych. Obecnie naj
większe zainteresowanie skupia się na dyskretnej transformacji Hartley'a 
(DHT), opartej na układzie rzeczywistych ortogonalnych funkcji trygono
metrycznych [i] oraz na dyskretnej transformacji Walsha (DWT), wykorzy
stującej rzeczywiste funkcje dwuwartościowe [2].

W niniejszej pracy, wykorzystujęc ideę dyskretnej filtracji widmowej, 
wyprowadzono zależności pozwalajęce na zastępienie zespolonego procesu 
liniowej filtracji przez równoważne mu procesy rzeczywiste.

xW a c a  wykonana w ramach CPBP nr 02.14.
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2. Oyskretne transformacja Fouriera (OFT), Hartlev‘a (DH T)

1 Walsha (DWT)

□la rzeczywistego dyskretnego sygnału {x(n)} danego w postaci ciągu 
wartości x ( 0 ) ,x(l),... ,x(N-l), N « 2P , p ■= 0,1,2,..., prosta i odwrotna 
□FT określone są następującymi zależnościami macierzowymi:

gdzie x, JC. - wektory sygnału i widma Fouriera, F - macierz Fouriera o 
elementach zespolonych exp(-J (2T^N )kn) i wymiarach Nx n , £  « IF - ma

cierz sprzężona transponowana względem macierzy £, będąca jednocześnie 
macierzą odwrotną do macierzy F.

Wśród transformacji rzeczywistych, któro mogłyby zastąpić zależności 
(1), uzyskując jednocześnie większą symetrię przekształceń, można wyróż
nić transformację Hartley’a wśród rzeczywistych transformacji trygono
metrycznych oraz transformację Walsha - wśród transformacji dwuwartośclo-

wych [l].[2].
Prostą i odwrotną transformację Hartley'a (DHT) określają wzory:

gdzie x, XH - wektory sygnału i widma Hartley‘a, H - macierz Hartley'a 
o wymiarach N*N i elementach rzeczywistych

Z kolei prosta i odwrotna dysktetna transformacja Walsha opisana jest 
zależnościami:

gdzie x, X̂ y - wektory sygnału i widma Walsha w uporządkowaniu naturalnym, 
W - macierz Walsha o wymiarach N*N i elementach rzeczywistych

są współczynnikami binarnego rozwinięcia liczb k, n.
We wszystkich trzech przypadkach etapy prostej i odwrotnej transforma

cji mogą być realizowane za pomocą algorytmów szybkich transformacji

( 1 )

(2)

cas((2TVN )kn) » cos( (Ztt/N)kn ) + sin( ( 2 H / N )kn ) (3)

* * 2£ 2w (4)

(5)
i=»0

[3], [4].
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3. Liniowe układy filtrujące Fouriera. Hartley's i Walsha

Liniowy układ filtrujący w przestrzeni dyekretnych zespolonych funk
cji wykładniczych określony Jest wzorem:

X  - jj £*T GF F x. (6)

gdzie: x, ^  - wektory sygnałów wejściowego i wyjściowego, GF - zespolona 
macierz filtrująca Fouriera.

Z kolei liniowy układ filtracji widmowej w przestrzeni funkcji dys
kretnych cas(.) opisuje zależność:

r  R H £ H H £ .  (7)

u
gdzie G - rzeczywista macierz filtrująca Hartley's.

Natomiast liniowy układ filtrujący w przestrzeni funkcji-Waleha przed
stawię wzór:

1  ■ I  2  0W w X, ( 8 )

w
gdzie G - rzeczywista macierz filtrująca Waleha.

4. Równoważność liniowej flltrac.11 widmowej w przeetrzenlach 
Fouriera. Hartley*a i Walsha

Rozważając równoważność liniowych układów filtrujących Fouriera, 
Hartley'a 1 Walsha, opisanych równaniami (6-8), dochodzi się do równości:

GH . H F*T GF F H, (9)
N “  •

GW - W F*T GF F W. (10)

pozwalających wyznaczyć macierze filtrujące Hartley'a GH i Walsha GW 
na podstawie znajomości macierzy filtrującej Fouriera GF [V], [6], [7].

Określmy obecnie warunki, dla których macierze GH i GW są rzeczy
wiste, a tym samym cały proces liniowej filtracji widmowej Hertley'a i 
Walsha Jest rzeczywisty. Oeżeli macierz A zdefiniujemy następująco:

ą - [ • „ „ ] - *  f*t  eF f . (i d



76 A. Drygajło

a macierz filtrująca Fouriera będzie zespoloną macierzą diagonalną

GF = diag[g0 .g1  gN_ J  . (12)

to wówczas

N-l

I  9 i  8 X P ( 3 ( 2 T £ i / N ^ n - m ) ) *  ( 1 3 )

i-0

Zdefiniujmy również k-tą częściową macierz

*(■«)

gdzie

anm^ = T T  exP( j (2^ k/ N Hn - m  )). (15)

Wynika stąd, że 

N-l
A = ' A^k (16 )

k-0

H W (k )Wyznaczmy obecnie macierze filtrujące G i G w zależności od A

- H “ b  A (k^)H - ^  H Ą (k^H - ^ 2  GH (k). (17)
k-0 k-0 k-0

Stąd

Gh (k) = £  H Ą (k)H. (18)

Elementy macierzy GH (k) mogę być Interpretowane jako elementy dwuwy

miarowej dyskretnej transformaty Hartley's macierzy A^k \
Podobną zależność można wyprowadzić dla macierzy filtrującej Walsha GW :

GW (k) - j-j W A^k 'W. (19)

Można udowodnić [7J, że macierz A^k  ̂ jest rzeczywistą kołową macierzą, 

jeżeli

90' 9N/ 26 R ' 9k “ gN-k' 9k 6 C’
(2 0 )
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Macierze H i W 8« rzeczywiste. Oeżeli macierze 35 również
rzeczywiste, to macierze filtrujące GH i Gw sę rzeczywiste.

Struktury macierzy GH i GW wynikaj« z zależności między elementami 
transformat Fouriera, Hartley'a i Waleha. Zależności:

DHT{x(n)} ■ Re(DFT{x(n)}) - Im(OFT{x(n)} ), (21)

Re(DFT{x(n)} ) - 1/2 (DHT {x(N-n)} + DHr{x(n)}), (22)

lm(DFT|x(n)} ) - 1/2 (OHT{x(N-n)} - ONT{x(n)}) (23)

umożliwiaj« przekaztałcenle macierzy zespolonej GF o elementach:

flOO “ a0 ’ 9kk " °k + Jbk' 9N/2 N/2 ” BN/2* 9 (N-k)(N-k) ” Bk “ ^bk 

dla k » l,2,...,N|/2-l (24)

U
w macierz G przy zachowaniu informacji o częściach urojonych i rzeczy-
wiatych elementów diagonalnych macierzy GF. Wówczas niezerowe elementy
macierzy GH a« naetępujece [8]:

hOO ” a0* hkk “ 8k' hk(N-k) "-bk' hN/2 N/2 " aN/2’ 

h (N-k)(N-k) “ ak* h (N-k)k “ bk dla k “ 1,2..... N/2-1.bk dla k - 1,2,

Z kolei przy spełnionym założeniu (20) macierz filtrujęca Waleha G 
jeat macierz« blokow« dlagonalnę o następującej postaci [7]:

(25)

W

BN /2

N/4x N/4

N/2*N/2

(26)

przykład

Niech macierz filtrujęca Fouriera GF będzie macierz« o wymiarach
4 * 4 ,  charakteryzując« prosty filtr dolnoprzepustowy. Na podstawie wzo-

H Wrów (9) i (10) można wyznaczyć równoważne jej macierze G I G  następu

jąco :
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00Cas 0 ’a0 0 0 0" ao 0 0 0

g f - 0
(

B 1 U c
r O 0

,  GH - 0 a 0 b . GW ■ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a b

0 0 0 a+jb 0 -b 0 a 0 0 -b a_

5. Podsumowanie

W pracy podano warunki równoważnego przekształcenia liniowych układów 
filtrujących! zespolonego Fouriera w rzeczywiste Hartley's i Walsha.
Na podstawie przedstawionych struktur algorytmów filtracji rzeczywistej 
nożna budować użyteczne procedury nierekursywnej filtracji cyfrowej, wy
korzystujące efektywne algorytmy szybkich transformacji Hartley's i Walsha 
(FHT i FW T). Cyfrowe filtry Hartley's i Walsha ze względu na duże podo
bieństwo algorytnów FFT, FHT 1 FWT mogę być łatwo realizowane za pomocę 
komercyjnie dostępnych procesorów sygnałowych VLSI.
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0  3KBÜ&AJ1EHTH0CTH TPEX JIHHEfłHHX GHCTEM <5HJIbTPAUHH 

P  e  3 x> M e

B paC oie npeAOTaBJieH Me toa noc ip o ean n  npa noMomn AHdcpeiHoro npeoópaso- 
BaHHH Xapi.ne« ( d h t) h AHCKpeiHoro npeofipaaoBaHHK Yanina (DWT) jiHHeflHboc 
CnSKIpanbHUX CHCTeU BKBHBaneBIEHX CHCTeiiOM OCHOBaHHHX Ha AHCKpeTHOM npaoC- 
pa3OBaHHH <$ypbe (OFT).

Hcnojibaya 0C0Ô8HH0CIH ABftoTBHiejibHbix npeo6pa3OBaHna DHT h DWT npeA oia- 
BJI9H n e ro #  onpeAeHeHHH x ap ax iepacT ax  hh$ pobhx ijutJibTpoB XapTJie« a Yojuna Ha 
Sa3Hce nacTOTHHx xapaKiepaoiHK uaÿpoBux iJaniipoB  ły p b e .

nojtyaeHHHe uaipaqn (JauibTpaqHH Xapiaea GH h Yojima GW hbjijuotch AeficTBH- 
TBJIbHblUH KOTAa COOTBeTOTBSHH&H MaTpHl^a łypbe F KOUIUieKCHEW. HoJiyHSHHHe 
TaKHM oCpaaoM uaipaqn iiajitpaaaa hosbojihjih onpexejiHTb oSodmeHHuB ajiropaTM 
UH$poBofl oneKipajibHOfl ÿHJibipaqHH, acnonbsyioniHB ajiropaiuti OnoTpnx npeoSpaao- 
BaHHfl Xapiaea (f h t ) h Y anna ( FWT ) b m b o i o  anropama duciporo npeodpaao- 
BaHHH íypbe (FFT).

ON EQUIVALENCE OF THREE LINEAR FILTERING SYSTEMS 

S u m m a r y

This paper describes a method of construction of linear spectral fil

tering systems using the discreet Hartley transform (DHT) and the discre
te Walsh transform (DWT). These systems are equivalent to the ones based 
on the discreta Fourier transform (OFT).

Basing oneself on the properties of the actual DHT and DWT transforms, 
s method of characteristic determination of the Hartley and Walsh'es 
digital filters on 'the basis of frequency characteristics of the 
Fourier's digital filters.

H WObtained new Hartley and Walsh filtering matrices G and G are 
real, while the corresponding Fourier matrix GF is complex. The filte
ring matrices determined in this way have allowed to define a generalized 
digital spectral filtering algorithm using the algorithms of the fast 
Hartley transform (FHT) and fast Walsh transform (FWT) instead of the 
fast Fourier transform (FFT) algorithm.



ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 1989

Seria: ELEKTRYKA z. 107 Nr kol. 946

janusz WALCZAK

ZASTOSOWANIE TEORII RÓWNAŃ CAŁKOWYCH
00 ANALIZY ISTNIENIA ROZWIĄZAŃ PROBLEMU DIRICHLETA
DLA PEWNYCH RÓWNAŃ ELIPTYCZNYCH W ELEKTROSTATYCE

I. KONSTRUKCJA ROZWIĄZANIA POOSTAWOWEGO

Streszczenia. W artykule przeprowadzono analizę rozwiązania pod- 
stawowego (w sensie Leviego) dla równania eliptycznego opisującego 
pole elektrostatyczne w ośrodkach liniowych, izotropowych 1 nie
jednorodnych.

Podano warunki wystarczające istnienia rozwiązania podstawowego 
w obszarach nieograniczonych przestrzeni R3 oraz sposób konstrukcji 
tego rozwiązania.

1. Wst ęp

Rozwiązywanie zagadnień brzegowych w teorii pola elektromagnetycznego 
przeprowadza się często przez sprowadzenie układu równań Maxwells, uzu
pełnionych związkami materiałowymi, do układu równań różniczkowych cząst
kowych rzędu drugiego z niewiadomymi funkcjami skalarnymi lub wektorowymi, 
zwanymi potencjałami.

Konstrukcja potencjałów opiera się na pojęciu odpowiedniego, dla dane
go równania różniczkowego cząstkowego, rozwiązania podstawowego. Problem 
istnienia rozwiązań podstawowych najprostszych równań fizyki matematycz
nej (np. równania Laplace's) jest rozstrzygnięty pozytywnie, natomiast 
problem ten dla równań bardziej złożonych w sposób globalny nie został 
rozstrzygnięty do chwili obecnej.

W artykule przeprowadzono analizę istnienia rozwiązania podstawowego 
dla równanie eliptycznego z częócią główną w postaci operatora Laplace's, 
opisującego pole elektrostatyczne w obszarach nieograniczonych wypełnio
nych dielektrykiem liniowym, izotropowym i niejednorodnym.

2. Formalizacja problemu

Przyjmijmy następujący model (rye. 1) układu polowego:
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Nisch w przestrzeni euklidesowej R3 (stanowiącej f[>]. 9tr. 12) rozmai
tość współrzędnościowe opartą na grupie ortogonalnej), wyposażonej w pole 
skalarne przenikalności dielektrycznej £ , znajduję się dyfeomorficzne 
obrazy klasy Cm (ra >  2 ) skończonej liczby n e N  kul domkniętych, wszyst
kie rozłęczne między sobę.

D *
e

Rys. 1. Rzut w płaszczyźnie R modelu układu polowego
o

Fig. 1. Projection of the field system model in the plans R

Zgodnie z powyższę definicję obszary wypełnione dielektrykiem określa- 
ję wzory:

° e -  r3\ Z  v (i)

oi - Z  °j
3-1

( 2 )

gdzie:

De - obszar nieograniczony wypełniony dielektrykiem,

0* - obszar ograniczony i niespójny wypełniony dielektrykiem.

n
Przyjmuje się, że normalna do brzegu 3D ■ ( I  3 d , obszaru De jest

jil J
skierowana do wnętrza tego obszaru (rys. 1).

Pole elektrostatyczne w obszarze 0a i w  obszarach 0^ opisuję rów
nania elektrostatyki:
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(3)

3
k.l.me {1,2.3}

k-1
(4)

Funkcje , Ek sę składowymi funkcji wektorowych indukcji i natęże
nia pola elektrycznego w ośrodku, a 6^ln, oznacza symbol permutacyjny 
Ricciego. Funkcja ę  określa objętościowy rozkład ładunku w obszarach 
0®, D1. Zakładamy, że ośrodek (dielektryk wypełniajęcy obszary De , O1 ) 
jest liniowy, izotropowy, niejednorodny i pozbawiony ładunków swobodnych.

Z powyższego założenia wynika, że pomiędzy wektorem indukcji a wekto
rem natężenia pola elektrycznego zachodzi zależność:

zania układu równań (3), (4) można poszukiwać w postaci funkcji skalar
nej u, zwanej potencjałem pola i określonej wzorem:

Wykorzystując wzór (6) sprowadza się układ równań (3), (4), (5), po 
prostych przekształceniach,do równania eliptycznego z częścię głównę 

w postaci operatora Laplase'a:

k 6 {1.2,3} 

£ e k l c 2 (D®) A kl CgiD1 )

(5)

gdzie S - funkcja przenikalności dielektrycznaj ośrodka.

Pole elektryczne w obszarach D®, 0* jest bezwirowe, a więc rozwię-

k 6 {1,2.3}. (6 )

3

gdzie A  - operator Laplace's,

® i (x) " ETJTy * (X)ł i £  i1 '2 '3 )*
( 8 )

Rozwięzaniem podstawowym w sensie Leviego równania (7) nazywamy ([5], 
str. 104) funkcję P" określonę wzorem:
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gdzie:

L - funkcja Leviego dla rówania (7) określona wzorem

L(X,Y) = |x y |- 1 . (1 0 )

- pewna funkcja pomocnicza.

Rozwiązanie podstawowej^ równania (7) posiada przejrzystą interpreta
cję fizykalną; rozwiązanie to można traktować Jako "odstrojenie" rozwią-

nej przez niejednorodność ośrodka). Wykorzystanie rozwiązania podstawowe
go do konstrukcji potencjałów będących rozwiązaniami równania (7) umożli
wi ponadto przedstawienie tych potencjałów w postaci sumy dwóch składni
ków:

- składnika będącego klasycznym potencjałem dla równania Laplace'a,
- składnika dodatkowego odpowiedzialnego za niejednorodność ośrodka.

Problem istnienia rozwiązania podstawowego J"1 , związany ściśle z pro
blemem istnienia i własnościami funkcji <]) , jest analizowany w dalszej 
części artykułu.

3. Sprowadzenie problemu istnienia rozwiązania podstawowego
do problemu istnienia rozwiązania pewnego równania całkowego

Wyznaczenie funkcji (j> , a zatem wyznaczanie rozwiązania podstawowego 
określonego wzorem (9), umożliwia następujący lemat:

LEMAT 1

Jeżeli funkcja $  spełnia warunki:

zania podstawowego dla równania Laplace'a (za pomocą funkcji $  generowa-

1'o

( 11 )

2',o (12)

X

cte(o,i]
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X e D 8\tC^(Y,p)

£'>0

C3 £ R +

gdzie i

| x | .  |Y| - odległość punktów X, Y od początku układu współrzędnych, 

to jest one rozwlęzaniem następującego równania całkowego:

47t$(X,Y) -

3 r 3 -i

’ 2  ai(X> W 7 L(X'Y>ł J 2] ai°° E T  L(X'H i-1 1 0e Ll-1 1 J
X,Y,M € D8. (14)

Dowód

Utwórzmy quasi-potencjał ([s], es. 91-107) określony wzorem:

V(X.Y) - J  L(X.M)$(M.Y)dtM . (15)

w którym współrzędnę Y traktujemy Jako parametr.
Quasi-potencjał V zapiszmy w postaci:

V(X.Y) - J  L(X,M)$(M,Y)dtM ♦ J  L(X,M)$(M.Y)dtM (16)

De\K3 (Y,p) K^( Y,^>)

Y 6 A

W obszarze D8\ k 3 (Y,^>) funkcja <f> spełnia założenia 2, 3 lematu, a za
tem przyczynek do quasi-potencjału pochodzęcy od pierwszej całki wzoru 
(16) spełnia ([6], ss. 171-176) równanie Poiseona w sensie klasycznym.

W obszarze Ki Y . p )  ( Y e A )  funkcja 4* spełnia warunek 1 lematu i jest 
klasy l_2 względem współrzędnej X:

2

I f l  L2 ( K ( Y , f ) )  ‘
k  (y .^) k^ y .?)

dtx ^  C4

C4 6 R +. (17)

Wzór powyższy jest wnioskiem z pewnego twierdzenia zamieszczonego w pracy 
[4], str. 82.
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Przyczynek do quasi-potencjału pochodzący od drugiej całki wzoru (17) 
społnia równanie Poissona w sensie uogólnionym ([l] , str. 119).

Ostatecznie quasi-potencjał V spełnia w obszarze D8 równanie Pois
sona w sensie uogólnionym (pochodne funkcji V względem zmiennej X na
leży rozumieć jako pochodne uogólnione w sensie Sobolewa).

Wykorzystując powyższe stwierdzenie oraz fakt, że funkcja I*1 (wzór (9)) 
winna z założenia spełniać równanie (7), podstawiamy funkcję I"1 do wzoru 
(7) i po prostych przekształceniach uzyskujemy równanie całkowe (14).
Tym samym dowód lematu został zakończony.

□
Przedłużmy funkcje występujące we wzorze (14) na całą przestrzeń R 

z zachowaniem założeń lematu 1.
Funkcje przedłużone na przestrzeń R3 oznaczać będziemy wężykiem nad 

znakiem funkcji. Równanie (14) zapiszemy w postaci:

<j»(X.Y) - N(X,Y) + I N(X,M)$(M,Y)dT'M (18)

R'3 3X,Y,M £R 

gdzie:

3

n(x.y) - ^  2  ai (x) W~ L (X «Y >. (19)
i-i 1

Zakładając, że funkcje at (ie{l,2,3}) klasy (O8 ) spełniają warunki:

/ \  K M  ■ • ¿ ę  (X)H  ( ix i A ) 5* * ’ (2 0 )

x e b 8
i e {1 ,2 ,3 } c e R+

5
6'=» o

można wykazać ([8], ss. 74-76), że jądro N operatora całkowego określo
nego wzorem (18) posiada oszacowania:

A  | n(X,Y)|«£  - S g y .  C6 6 R+ (21)
x e  K (Y , P )
Y e R3

A  | n{X.y )| ^  - — ; j?-gr- (22 )
/ \ , 1 ( x| ♦ d 3+6 (| y 1 ♦ i r

X 6 R  \łT(Y,p)

? » i i Y U l  c7 6 R+
Y&r3 e'>0
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Ze wzorów (21), (22) oraz z faktu, że nośniki funkcji N, $  nie są 
zwarte, wynika, że równanie całkowe określone wzorem (18) nie Jest rów
naniem typu Fredholma. Sposób rozwiązania tego równania różnić się zatem 
będzie od znanych w literaturze metod rozwięzywania równań całkowych ty
pu Fredholma.

4. Analiza istnienia rozwiązania równania całkowlego (18)

Zdefiniujmy operator T  wzorem:

Równanie (24) (podobnie Jak w pracy [a], ss. 76-80) sprowadzimy do na- 
stępujęcej postaci:

w celu wyeliminowania osobliwości funkcji $  przez dobór liczby iteracji 
operatora T. Rozwiązanie równania (18) (podobnie jak w pracy [b J, str.77) 
przedstawić można w postaci wzoru:

(23)

i zapiszmy równanie całkowe (18) w postaci: *

$ -  T $ -  N. (24)

$'♦ T f -  Ni' (25)

( - D ^ V 1!  

ii'- (-1)"+V +1 ii
m e N

(27)

(26)

m
(28)

J-l

Wykażemy następujący lemat :

LEMAT 2

Jeżeli funkcja f posiada oszacowania:

Y t R

C8 £R+ (29)
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A j f(X ,Y)

X e R3\K3 (Y,p) 
Y e R3

(| X | + l ) 3+e( | x | + 1 )2 - Cg e R+ , (30)

£'>0

to funkcja | T- fj posiada oszacowania:

li0 f (X.Y)j ,

'10
I W  J  "  1

C1Ł log j XY j + C12 J . 2

'13

________  14
(| x |+ i ) (| y  f+ i )2

x e K (Y.p)
y e r

j - 3

j = 1,2,3 x £ k 3 (Y, )

(31)

C10' Cll* C12' C1 3 ' C1 4 £R+

Dowód

Zgodnie z określeniem operatora T  (wzór (23)) mamy:

Tf (X,y ) » j N(X,S)f(S,Y)dr8 - J  N(X ,S )f (S, Y )dtg ♦ J  N(X, S )f (S, Y)dtg
R3\K3 (Y,p) K^ Y . p )

Stęd :

¡Tf(X.Y)|sS jj N(X,S)f(S,Y)dtg | + j j  N(X,S)f(S.Y)dtg |.

(32)

(33)

R ^ K 3 ^ ) K3 (Y.p)

Wykorzystując oszacowania funkcji N, f (wzory (21), (22), (29), (30)) 
rozpatrzmy pierwszę z całek wzoru (33):

| J , S ( x . . ) f ( S . Y ) d * . | s  J  ( | xj t  1 A d s( | 8 |.
R3VK3 (Y,p) RS\K3 (Y.jp)

1)
* d t . <

_________ 7 9 f 1 <    14
( | x | + i ) 3+6‘(! y|+ i )2 J  (| s I* i ) ś+£' ( | x | *  i ) 3+s(|y|+

R3\K3 (Y.p)
i r

r. (34)
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Ze wzorów (30), (34) wynika, że funkcja | f | dla X 6 K 3 (Y,f) i dla 
j * 1,2,3 •■• posiada to samo oszacowanie określone wzorem (31),

Rozpatrzmy drugę całkę wzoru (33).
Na podstawie wzorów (21), (29) dla J - 1 mamy:

| J  N(X,S)f(S,Y)dtr8 j ^  J  z d t .  (35)
|x s |2 |s y |

IC(Y.p) K3 (Y,p)

Z pewnego lematu ([3], str. 330) wynika. Ze

Ct Cp C

|xi
.3

r 6 8 ^  ^  u10
T— \T,— r? d s ^  1— r* (36)J IXS| )SY| 8 IXYI

K3 (Y,p)

Postępujęc podobnie dla J - 2,3 (por. [s], ss. 79, 80) uzyskujemy dalsze 
oszacowania funkcji | f |  określone wzorem (31) (dla X £ K 3 (Y,p))

Przedstawione rozumowania umożliwiaję wykazanie lematu:

LEMĄT 3

Równanie całkowe iterowane (25) dla m - 2 Jest równaniem Fredholma dru
giego rodzaju.

Dowód

Wyprowadźmy podobnie jak w pracy [2] (str. 310) przestrzeń X  funkcji f 
całkowalnych w sensie Lebesgue’a na R z normę:

■ X( r3 } .rjif(x)|P(ix|+ D ^ 6')9 dtx
L q3

1 
-,P

(37)

gdzie:

p * g " 1 * P ■ 2. g - 2.

Wykorzystujęc os-zacowania (ll), (13), (21), (22) oraz lemat 2 łatwo 
sprawdzić, przaz bezpośrednie obliczenie. Ze funkcje t/1*1 N f dla
m = 2 należę do przestrzeni X .

Zgodnie z pewnym twierdzeniem ([2 ], str. 311), mówięcym. Ze Jeśli jędro 
operatora T  posiada oszacowania określone wzorami (21), (22), a funk-
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I r*-r ^ l
cje $  . N' należę do przemtrzeni £  , to operator T  <j) jest pełnocięgły 
w przestrzeni £ ,  uzyskujemy tezę lematu.

□
Określmy obecnie, Jakia warunki winny spełniać współczynniki a^ równa
nia eliptycznego (7), by funkcja $  spełniała założenia lematu i (tym sa
mym warunki ta stanowić będę warunek wystarczajęcy wyznaczenia funkcji $  
jako rozwięzania równania całkowego (14)).

Zapiszmy równanie (18) w postaci:

$  - T  $ +  N. (38)

Stad mamy:

| $ ] s£|t 4>|+ | n |.  (3 9 )

Zauważmy, ż e :
- funkcja <f> , N maję te same oszacowania określone wzorami (11), (13), 

(2 1 ) ,  (22 ).
- działanie operatora T  na funkcję zmniejsza jej rzęd osobliwości, 

nie zmieniajęc własności tej funkcji przy dężeniu jej argumentu do 
nieskończoności (lemat 2) zgodnie z teorię iteracji słaboosobliwych 
równań całkowych.

Z powyższych uwag wynika nierówność:

|$(X,Y)| «  C1 5 |m (X,Y)|. C1 5 6R*. (40)

Stęd na podstawie wzoru (19) mamy:

ctsci6 ’ST"« , i ci (x> , .15 w  \  I« / v ̂ I _ 1___  (41)
|*(X.Y)|^ - i O |  V  K < X >! “ 7 | 5 *

lXYl iii lXYl

gdzie :

3

C1 (X) “ C15Cl6 2 ] ! al (X)l' C15* C1 6 6 R + * X 6 K 3 (Y.f).
i-1

Ze wzorów (40), (41) wynika, że funkcja w kuli K3 (Y,p) (/ei^fY.p)) 
będzie posiadała oszacowania określone wzorami (11), jeśli założymy, ż e :
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A
3

X !  j i8i(x)i2^ x « cip5- (42)
1-1 K3 (Y.p)

KJ (Y.p) 
K^Y.f») 6 R 3 
X 6 K 3 (Y,p)
Y f i A *  {y e R3 s X - y }

Zakładając, że funkcje aŁ (i e (i,2 , 3}) spełniają w przestrzeni R3 
warunek Holdera z wykładnikiem X  oraz warunek:

f \ ^  !ai (x ) l $  (|x"i+~i")3 "+1,‘’ ci e R + * £ > 0 ,  (43)
X £  R
ie {1 .2 ,3 }

uzyskujemy dla funkcji $  oszacowanie określone wzorem (13):

A |40<.Y)| «  c15|K(x,y)| *  (|>|» ; i ł f >Y|
C* cC4^C4 .

7  ^
X e R3\K3 ( Y , p )
Y 6 R3 c

<; 1 v.v3-—  ■ (44)
(|x|* i) (| y |+ i )

6 >  0. , Cjy, Cj 6 R •

Z rozważań przeprowadzonych w punkcie 4 artykułu wynika następujący lemat:

LEMAT 4

Jeżeli współczynniki równania eliptycznego a^ spełniają warunki 
określone wzorami (42), (43) oraz spełniaj« warunek Holdera w przestrze
ni R3 . to rozwiązania podstawowegoI"1 równania eliptycznego można poszu
kiwać w postaci określonej wzorem (9).

Funkcja $  występująca we wzorze (9) jeet związana z funkcją ^'zależno
ścią (28), Funkcja ({»'jest rozwiązaniem równania całkowego Fedholma dru
giego rodzaju określonego wzorem (25).

□
Wykażmy jeszcze, że liczba A, » 1 nie jest wartością własną równań:

?  - A.T$- n 

$'♦ A,T$'« n '

(42')

(43')
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W tyra celu zapiszym równanie (42) w postaci wzoru (18):

$(X,Y) ■ N(X,Y) + J  N(X.M)$(M,Y)dtM
R3 X . Y . M G R 3 A »  1.

Zauważmy, że z warunku N(X,Y) » 0 wynika wprost, że $(X,Y) ■ 0.
Jeśli N(X,Y) » 0 1  (|>(X,Y) " 0 to ze wzoru (28) wynika, że <j>'(X,Y) ■ 0, 
zatem A «  1 nie Jest wartością własne równań (42*), (43').

Równanie (43) posiada więc jednoznaczne rozwiązanie w klasie funkcji 
feJt. Ze wzoru (28) wynika, że równanie (42) posiada jednoznaczne roz- 
więzanie w klasie funkcji (R3 ).

Powyższe rozunowanie posiada prostę interpretację fizykalnę:
Zauważmy, Ze przyjęcie warunku N(X,Y) • 0 implikuje warunek a^(X) ■ 0. 
Zatem wtedy P  (X,Y) • L(X,Y), tzn. rozwięzanie podstawowe równania elip
tycznego (7) staje się rozwlęzaniea podstawowym dla równania Laplace'a, 
co zachodzi tylko wtedy, gdy $  =  0 (wzór (9)).

5. Podsumowanie

W artykule przeprowadzono analizę istnienia rozwiązania podstawowego 
w sensie Levlego (wzór (9)) dla równania eliptycznego z częścią głównę 
w postaci operatora Laplace'a. Równanie to opisuje pole elektrostatyczne 
w ośrodkach liniowych, izotropowych i niejednorodnych.

Stwierdzono, że warunkiem wystarczającym istnienia rozwiązania pod
stawowego jest:

- spełnienie warunku Hifldera przez współczynniki równania eliptycznego,
- spełnienie pewnych dodatkowych warunków określonych wzorami (42), (43).

W artykule wykazano również, że rozwiązania podstawowego P  należy po
szukiwać poprzez:

- rozwiązanie równania całkowego (25),
- wyznaczenie funkcji $  na podstawie wzoru (28),
- wyznaczenie funkcji T  poprzez wykorzystanie wzoru (9).
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nPHMEHEHKE TEOPHH HHTErPAJIbHHX YPABHEHHi}
K AHAJfflSy CyiHECÏBOBAHHH PEfflEHHÜ UPOEJIEMH .HHPHXJIE M M  
HEKOTOPHX yPABHEHHÎÎ SJUBfflTHHECKOrO THIIA B 3JEEKTP0CTATHKE
I. KOHCTPyKUHH rJIABHOPO PE1BEHHH 

F e 3 o 11 e

B cTaiis npsACTaBjiGH aHanaa cyneciBcBaHHh rJtaBHoro pememia |[b cmhcjis 
JIsbh) azh sazBiisiriecKoro ypaBaeBŁH o m c m a m e r o  sasKipocTaiHuecKoe noże 
B ZHHSttHUX, H3OTpOUHHX H HeOAHOpOflHUX CpSflaX. Ĵ aHti HeoCxO^HMHe yCZOBHH 
cymecTBOBOHHH rjiaBHoro peraeBHx b BeorpasHaesBux oOjiacTax npocipaaciBa r3 
b uexoA KOHcipyKUHH sioro pemeBBH.

APPLICATION OF INTEGRAL EQUATION THEORY TO ANALYSIS OF 
EXISTENCE OF DIRICHLET PROBLEM SOLUTIONS FOR CERTAIN ELLIPTIC 
EQUATIONS IN ELECTROSTATICS

I. THE STRUCTURE OF FUNDAMENTAL SOLUTION 

S u m m a r y

In the article the analysis of existance of fundamental solution 
(according to Levie) for elliptic equation describing electrostatic field 
In the linear, isotropic and heterogeneous media has bean carried out.

Sufficient conditions for the existance of fundamental solution in the 
unlimited ranges of space R3 and the method of constructing this solu
tion have been given.
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ZASTOSOWANIE TEORII RÓWNAŃ CAŁKOWYCH
DO ANALIZY ISTNIENIA ROZWIĄZNAŃ PROBLEMU OIRICHLETA
DLA PEWNYCH RÓWNAŃ ELIPTYCZNYCH W ELEKTROSTATYCE

II. ANALIZA ISTNIENIA ROZWIĄZAŃ W POSTACI POT EN CDAŁÓW

Streszczenie. Artykuł ten Jest kontynuację zagadnienia podjętego 
w pracy [6j . W artykule przeprowadzono analizę istnienia rozwięzart 
zewnętrznego problemu Dlrichleta (w postaci potencjałów) dla pola 
elektrostatycznego w oórodkach liniowych, izotropowych i niejedno
rodnych. Wykazano, że nie istnieje rozwięzanle w postaci uogólnio
nego potencjału warstwy podwójnej, natomiast istnieje w postaci 
sumy potencjału uogólnionego warstwy podwójnej i potencjału pocho- 
dzęcego od układu ładunków punktowych lub też w postaci sumy uogól
nionych potencjałów warstwy pojedynczej i podwójnej.

1. Formalizacja problemu brzegowego

Ola modelu układu polowego zdefiniowanego w pracy {6] (rozdz. 2) sfor
mułujmy zewnętrzny problem Dlrichleta:

Wyznaczyć rozwięzanle równania:

6 - funkcja przenlkalnoścl dielektrycznej ośrodka w obszarze Ds (por.
[6], wzór (1)), będęca"funkcję klasy C2 (D8 ) oraz funkcję klaay C0 (D*), 
regularno w nieskończoności i spełniaJęca" ne brzegach (16 {i...nj)
obszaru D® warunki:

3
(1 )

gdzie:
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'  A V j  3D ,  -  V l

i-J

u 3D. *1 (2 )

A
i+J

i.J 6 {l...n}

D(VŁ ) - 30

VA e conat C3 ).

Rozwiązania u równania (1) poszukiwać będziemy w postaci potencjałów 
zdefiniowanych w oparciu o pojęcie rozwiązania podstawowego P  (w sensie 
Levie‘go) równania (1). Istnienie rozwiązania podstawowego P wykazano 
w pracy [6],

2. Sprowadzenie problemu Dirichleta do układu równań całkowych

Poszukujemy rozwiązania zewnętrznego problemu Oirichleta dla równania
(1) w postaci uogólnionego potencjału warstwy podwójnej określonego wzo
rem :

W(M) - 2 ]  J f c r (  M.Qi)l«Pi(Qi)dsQ .
i-i 3D1L 1 J i

(3)

gdzie i

^  - funkcje zwane gęstościami warstwy podwójnej określone na
brzegu 30 1 spełniające warunki:

p j a o j  m 0 dla każdego i,Je {l...h}, i+J (4)

rćM.O^) - rozwiązanie podstawowe ([6]) równania (1) określone wzorem:

. . .  P $(X.Q± ) _
r(M.Q± ) « ImcJ - 1 ♦ J dtx. (5)

r3 , * |

P ( M . Q ^ ) - pochodna transwersalna rozwiązania podstawowego równa
li nia (1) w punkcie ( M ^ ) .

Ponieważ częścią główną operatora przyporządkowanego równaniu (1) jest 
operator Laplace*a, to łatwo wykazać, ża pojęcie pochodnej transwersalnej 
pokrywa się z pojęciem pochodnej normalnej rozwiązania podstawowego 

dla równania (1).
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Z powyższego wynika. Ze:

dtx (6 )

X e R3 , M 6 D ® ,  Q± e 3d 1#

Wzór na potencjał warstwy podwójnej przyjmie więc postać:

(7)

Można wykazać (np. str. 107), Ze rozwlęzanie podstawoweP posiada
oszacowanie:

a ponadto dla równania eliptycznego z częścią głównę w postaci operatora 
Laplace's pochodna normalna jest pochodnę transwersalną, skąd wynika, Ze 
własności potencjałów uogólnionych będą identyczne jak własnoóci potencja
łów klasycznych (tzn. potencjałów dla równania Laplace'a).

Zakładając, Ze funkcje p± ( i 6 {l...n}) są klasy CQ (3D) (założenie to 
wykazano w pracy [5], ss. 120-122) oraz Ze brzegi 3Dł są klasy Cm (m»2), 
można wykazać przy niewielkiej modyfikacji dowodu dla obszaru jednospójne- 
go ([3], str. 432), Ze wartoócl graniczne potencjału warstwy podwójnej 
(3) przy dążeniu z punktu M e D0 do punktu P €  3 D i są określone iden
tycznymi wzorami jak dla obszaru jednospójnego.

Stąd i ze wzoru (2) uzyskuje się układ n równań całkowych Fredholma
drugiego rodzaju z niewiadomymi funkcjami ^ :

|r(X.Y)|i£ —
! xv|

ceR (8 )
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s / k - /
i-l 3 0 1  yi „3

r o '
j x I

d r ^ ( o ^ d s ^ (9)

P ^ C ^ e  2Dt 

X e r3

1« J € {i»»«0}•

Chcęc wykorzystać teorię Fredholma do analizy równań całkowych (9) na
leży utworzyć układ równań stowarzyszonych z tymi równaniami.
W tym celu zdefiniujmy wewnętrzny problem Neumanna dla równania (1): 
Wyznaczyć funkcję u klaay C2 (Dł ) i klasy C0 (D^) będęcę rozwięzsniem 
równania (1) w obszarach D ^ l e  {l...n]) i spełniajęcę na brzegach 
obszarów □, warunki i

3u
7 7 ^

3D, (1 0 )

gdzie i

3.̂ -y I ao^ - wartość pochodnej normalnej funkcji u na brzegach 30^ 
3n przy dężsniu punktu H t  do punktu P« po normal

nej ,

gi - pewne funkcje zadane na brzegach 80^.

Poszukujemy rozwięzanla wewnętrznego problemu Neumanna dla równania
(1) w postaci uogólnionego potencjału warstwa pojedynczej V:

V(M)

n

- - 2 J n M . o ^ y j c ^ d s  .
i-l 3D,

(1 1 )

m e o1, doi

gdzie:

- funkcje zwane uogólnionymi gęstościami warstwy pojedynczej, 
określone na brzegu 30 i spełniajęce warunki:

18°J " ° i ’^6 i 1 ***"}* 1 + J*

Przyjmujęc, że funkcja ifi 89 całkowalne na brzegach (założenie
to wykazano w pracy [s], as. 120-122, można wykazać, że uogólniony poten

cjał warstwy pojedynczej V jest funkcję klasy C2^°l^ * Co^®i'^*
Pochodnę normalną uogólnionego potencjału warstwy pojedynczej określa 

wzór:
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3V
ITT

n _

(M ) - - 2  J  g | - r ( M . Q i )fJL((3i )dsQ .
i-i p

Pt . Oj« aox 

M 6  D,

gdzie np - normalna zewnętrzna do brzegu 20^ w punkcie P. 

Uwzględniając wa wzorze (13) wzór (5) uzyskujemy:

W  <M>
f c°8(MQ±,n )

2  J - f o -fr P W dSQt *
. i-1 3D± l^il 1

(13)

+ 2
i-l 30, L p „3 I”*! J K

(14)

Można wykazać, le jeśli 6 CQ (30^, to wartości graniczne pochodnej 
normalnej (14) przy dążeniu do brzegów obszarów 30^^ z wnętrza obszarów 

sę określone identycznymi wzorami Jak dla obszaru Jsdnospójnego ([3], 
str, 437). Wykorzystując ts wzory oraz wzory (10), (14) uzyskuje się 
układ n-równań całkowych Fredholma drugiego rodzaju z niewiadomymi funk
cjami

n , c o s ( p 3 t ,n )

» j d y - ^ w S  J - i, „ ¡a J •
i-l 3D. lPjQi| 1

Zdefiniujmy na brzegu dQ funkcjej 

n

Y - Ś
i-l

(15)

(16)

1-1
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9 ° S  9i' (16)
i-i

V'- ż V
i*l

Układy równań całkowych (9), (15) nożna zapisać (przy wykorzystaniu 
wzorów (16)) w postaci układu dwóch równań całkowych z niewiadomymi funk
cjami , Y :

W p ) - a c  f  Ki i ( p.QmQ)dSQ ♦ gft /  K12(P,Q)f(Q)dS -  Ijjy' (17) 
8d 30

¥(P) ■ afc /  K2l(p -«)T(«)dSQ - 9 t  / K22(P',3)fr((3)dSQ + 4  9(p ) (18) 
3d ao

dla parametru A.» 1, przy czym:

cos(QP,nn )
• -  |pa|żł • ( W )

cos(PQ.np )
^ ( p .o ) - —  |Qp|2p , (20)

* 1 2 ^ « )  " Ą  f  (21)

R3

• W P 'Q> - 3 ^  /  dV  (22)

Oądra K^j (i,J G{l,2|) posiadają następujące oszacowania:

k j (P'Q)l <  ] ^ j  CU e R + - (23)

Oądra KU  1 ię,2 są ze sobą sprzężone. Z symetrii funkcji f  ([3], 
str. 428) wynika, że Jądra Kj2 1 zs sobą również sprzężone (fsj,
str. 441). Równania (17); (18) stanowią więc układ stowarzyszonych równań 
Fredholma drugiego rodzaju.
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3. Analiza f u n k d i  własnych równań całkowych (17), (18)

Rozpatrzały równanie całkowe jednorodne przyporządkowane równaniu (18):

dla parametru X • 1. Równanie to opisuje wewnętrzny jednorodny problem 
Neumanna dla równania (1).

Wykażemy następujący lemat:

LEMAT 1

Równanie całkowe (24) posiada Jednoznaczne rozwiązanie postaci:

?(p> - - 2B /  «<2i(P.Q)p(Q)«*sQ - 2& J  K22(P,Q)f(Q)dSQ (24)

?(P) = p (l)(P) ♦ / 2 ) (P). (25)

gdzie:

0f 1 - funkcja własna zagadnienia Robina dla równania Laplace'a ([l], 
str. 161) określona wzorem:

n

(26)
1-1

i spełniająca warunki:

(27)

1, j e { l...n|

(2  )' - funkcja będąca jednoznacznym rozwiązaniem równania całkowego:

30 3D

- m  I  K21(P,Q)? (1)(Q)dSQ . 
30

(28)
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Powód

1°

Rozwiązania równania całkowego (24) bez utraty ogólności rozważań można 
przedstawić w postaci wzoru (25), przy czym p ' oznacza funkcję własnę 
zagadnienia Robina dla równania Laplace'a, a P*'2 oznacza pewnę funkcję 
tak dobranę, by funkcja p spełniała równanie (24).

Rodetawiajęc funkcję określoną wzorem (25) do równania (24) uzyskuje
my :

?(1)(P) ♦ p(2)(P)-- y J Ka2(P.Q)p(1)(Q)dsQ -|R  J K21(p.Q)p(1)(Q)dsQ -
30 30

- m S <2Z(P‘̂ ?(2)(Q̂SQ - k  I K2l(p-Q)p(2)(Q)dSQ- (M)
30 3D

Funkcja p ^ 1  ̂ jest (z założenia) rozwięzaniem zagadnienia Robina dla 
równania Laplace*ali spełnia równanie:

P(1)(P) " - k  J  K22 (P'<3)p(l)(Q)dSQ* (30)
30

Odejmujęc stronami równania (29), (30) uzyskamy:

?(2)(P> • ~k f X2 2 (P.Q)p(2)(Q)dSQ - §*, /  K2 1 (P.Q)p(2)(Q)dSQ -
00 3D

- k  f  K2i(p .Q)p(1)(Q)dsQ-
30

Z powyższych rozważań widać, że Jeśli rozwięzania równania (24) przed
stawić w postaci wzoru (25), to funkcja p^2  ̂ winna spełniać niejednorodne 
równanie Fredholma drugiego rodzaju (wzór (28)).

2°

Wykażemy obecnie, że równanie całkowe (28) posiada Jednoznaczne rozwięza- 
nie. W celu wykazania powyższego stwierdzenia należy dowieść, że równanie 
Jednorodne odpowiadajęce równaniu (28) posiada wyłęcznie rozwięzania ze
rowe (zgodnie z pierwszym twierdzeniem Fredholma).

Energia elektrostatyczna pola W® dla przyjętego modelu układu polo- 
wego i dla ośrodka jednorodnego (fieconst) wyraża się wzorem:
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l •

<  " 5  Z  CIjViVj- (31)
1-1 

gdzla:

- współczynniki pojemnościowe przyjętego modelu układu polowego 
przy £ 6 const,

Vj - potencjały generowane na brzegach 3Di przez rozkłady ładunków 
 ̂ rozmieszczone na tych brzegach.

Oeśli dla przyjętego modelu układu polowego zastępie dielektryk jedno
rodny dielektrykiem niejednorodnym (opisanym funkcję £ ), to przyroat 
energii A  We = W® - W® (w| - energia pola w układzie z dielektrykiem nie
jednorodnym) wyniesie ([2], str. 171) s

At»8 - \  J (£(x) - £) grad V(X) grad VQ (X)d'tx . (32)

R3

gdzie:

VQ - potencjał generowany przez rozkład ładunków p^1 '.

V - potencjał generowany przez rozkład ładunków p (wzór (25)).

PrzyJmuJęc, że p ^  Jest funkcję zerowę, mamy VQ (X) - 0 (dla każdego 
X6R3 ) oraz mamy W® - 0. Ze wzoru (32) wynika, że w tym przypadku A W ®  »
• 0 oraz że « 0.

Z drugiej stronys

« M S w j * (33)
i-l

gdzie:
/*/
C± - współczynniki pojemnościowe przyjętego modelu polowego dla 

ośrodka niejednorodnego,

VA - potencjały generowane przez rozkłady ładunków P ^ 2  ̂ na brzegach
3 D t.

Z warunku W® « 0 oraz ze ściśle dodatniej określoności formy kwadra
towej (33) wynika natychmiast, że potencjały na brzegach 30^ oznaczone 
jako Vi (ie{l...nj) sę tożsamościowo równe zeru. Stęd i na podstawie pew
nego twierdzenia (|j5j, str. 440) (lub też z zasady jednoznaczności roz- 
eięzań równań eliptycznych) można stwierdzić, że funkcje będęce
rozwięzaniami równania Jednorodnego przyporządkowanego równania (28) sę 
funkcjami zerowymi. -
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Zgodnie z pierwszym twierdzeniem Fredholma równanie (28) posiada Jedno
znaczne rozwiązanie.

Ponieważ rozwiązanie zagadnienia Robina Jest Jednoznaczne oraz ponie
waż równanie (28) posiada Jednoznaczne rozwiązanie, to tym aanym funkcja 
(wzór (25)) będąca rozwiązaniem równania (24) Jest określona Jednoznacz
nie.

3°
(2)Funkcję p można zapisać w postaci wzoru:

p(2)(p) - 2 ]  (34)
i-i

(2 )przy czym p A interpretuje się Jako zastępcze gęstości ładunków pozor
nych rozmieszczonych na brzegach 3D^ i wywołanych polaryzację dielek
tryka niejednorodnego.

Można wykazać ([5], es. 95-97), że funkcje o^2 > epełniaję warunki:

i.J e {l...n}

D(p(2)) ~ 30 (35)

0(Pi2 ) ) » 90

Wzór powyższy stanowi interpretację faktu, że całkowite ładunki pozor
ne idealnego dielektryka (a taki model dielektryka przyjęto w pracy) sę 
równe zeru.

□
4. Analiza istnienia rozwiązań problemu Oirlchleta

Równania całkowe (17), (18) stanowię układ słaboosobllwych stowarzyszo
nych równań Fredholma drugiego rodzaju. Liczba X  « 1 jest wartościę włas
ną tych równań.

Łatwo wykazać, że rozwiązanie równania (1) w postaci uogólnionego po
tencjału warstwy podwójnej nie istnieje, gdyż zgodnie z trzecim twierdze
niem Fredholma nie sę spełnione następująca warunki ortogonalności:

j  yp^PjdSp - i e  {l...n}, (36)
3D

gdzie:

- funkcje stałe zadane na brzegach 30^ i określone wzorem (2),

J  p[2)(P)dSp - O 
30
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^  ■ p^1 ̂ + P i ^ J  przy czym funkcjo p^1 \  p£2 ̂ spełniają zależności 

określone wzorami (27), (35).

wykażemy, że rozwiązanie zewnętrznego problemu Olrichleta w poataci 
sumy uogólnionego potencjału warstwy podwójnej i potencjału uogólnionego 
pochodzęcego od układu ładunków punktowych ¿i (lc{l...n}) jest zawsze 
możliwe. W tym celu zdefiniujmy potencjał uogólniony Wp pochodzący od 
układu ładunków punktowych i i :

gdzie:

X± - ładunki punktowe,

P  - rozwiązanie podstawowe równsnia (1).

Poszukujemy rozwiązania zewnętrznego problemu Olrichleta w postaci:

Oądro równania (36) jest takie samo Jak Jądro równania (17), a więc 
zgodnie z trzecim twierdzeniem Fredholma równanie (39) posiada rozwiąza
nie dla A *  1, gdy są spełnione następujące warunki ortogonalności:

n

(37)
i-1

t»" J 3H~r(M.Q)f(Q)dSQ ♦ y1 X 1T(Ai.M)a “"n y s I
0o Qi i-i

(38)

Zamiast równania całkowego (17) należy rozpatrzyć równanie:

; « u <  P.«) + K12(l»,Q))«p(Q)dSQ - ^  (V'- 2  X / ’(Ał .M)).

30 1‘1 (39)

(40)

Po prostych przekształceniach wtór (40) przyjmie postać:

n

i-1
(41)
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gdzie:

- potencjał zadany na brzegu 30^,

(42)
3D

Z definicji funkcji własnych wynika. Ze funkcje (i,je {l...n})
należę do klasy funkcji stałych w obszarach Funkcje te nazywane eę 
współczynnikami potencjałowymi i posiadaj*? własność określonę wzorem:

Z powyższego wzoru i z twierdzenia Cramera wynika, że układ równań (41)

na dobrać cięg stałych tak, by spełnione były warunki ortogonalno-
ści (40). Tym samym rozwięzanie zewnętrznego problemu Oirichleta dla 
równania (1) w postaci sumy uogólnionych potencjałów warstwy podwójnej i 
ładunków punktowych (38) jest zawsze możliwe.

Poszukajmy jeszcze rozwięzania zewnętrznego problemu Oirichleta dla 
równania (1) w postaci sumy potencjału uogólnionego warstwy podwójnej i 
potencjału warstwy pojedynczej (o znanej z założenia gęstości | ):

(43)

względem zmiennych posiada zawsze rozwięzanie, tym samym zawsze moż-

V(M) . r(Qi .M)|1 (Qi )dSQt. (44)

Rozpatrzmy równanie całkowe:

30

n

(45)

i

Równanie całkowe (45) posiada takie samo jędro jak równanie (17), a 
więc zgodnie z trzecim twierdzeniem Fredholma równanie (45) dla A,- 1 po
siada rozwięzanie, gdy spełnione będę warunki ortogonalności:
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Wzory (46) po prostych przekształceniach 1 zmianie porzędku całkowa
nia przyjmuję postać i

n

VJ ■ 2  /  Ś i (Qi )(J  pj ( P ) r ( Q i .P)dbQ )dSp - 0. (47)
i-i aoĵ  3d 1

Oznacza jęc:

qA - /  li(Qi)dS (43)

3Di

oraz wykorzystujęc wzór (42) uzyskuje się zależność: 

n

vj - Z qivi j - ° -  '49)
i-i

Z uwagi na wzór (43) układ równań (49) posiada zawsze rozwięzanie ze 
względu na zmienne q^.

Można więc zawsze dobrać cięg gładkich funkcji (it {l...n}) speł-
niajęcych warunek (48) (np. utożsamiajęc funkcje z funkcjami własny-
■i równania całkowego (24)).

Tak więc rozwięzanie zewnętrznego problemu Dirichleta dla równania (i) 
nożna zawsze przedstawić w postaci sumy potencjału uogólnionego warstwy 
podwójnej i potencjału uogólnionego warstwy pojedynczej o znanej gęsto
ści \ .

5. Podsumowanie

W artykule przeprowadzono analizę istnienia rozwięzań (w postaci po- 
tsncjałów) zewnętrznego problemu Dirichleta dla równania eliptycznego 
z częścią głównę w postaci operatora Laplace'a, opisującego pole elek
trostatyczne w ośrodkach liniowych, izotropowych i niejednorodnych. 

Wykazano, ż e :

- rozwięzanie zewnętrznego problemu Dirichleta w postaci uogólnionego po
tencjału warstwy podwójnej nie istnieje,

- rozwięzanie zewnętrznego problemu Dirichleta istnieje w postaci:
- sumy uogólnionych potencjałów warstwy podwójnej i ładunków punktowych,
- sumy uogólnionych potencjałów warstwy pojedynczej i podwójnej.
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APPLICATION OF INTEGRAL EQUATION THEORY TO ANALYSIS OF 
EXISTENCE OF DIRICHLET PROBLEM SOLUTIONS FOR CERTAIN ELLIPTIC 
EQUATIONS IN ELECTROSTATICS
II. THE ANALYSIS OF EXISTENCE OF POTENTIAL FORM SOLUTIONS 

S u m m a r y

This article is continuation of the problem dealt with in the work [63. 
In the article the analysis of existence of external Oirichlet problem 
solutions (in the form of potentials) for electrostatic field in linear, 
isotropic and heterogeneous media has been carried out. It has been shown 
that there ie no solution in the form of a generalized potential of a 
double layer, however, there is a solution in the form of a sum of gene
ralized potential of a duable layer and the potential derived from a 
point charge system or in the form of a sum of generalized potentials of 
a single and double layer.
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PROBLEM BRZEGOWY ANALIZY POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO 
W UKŁADZIE WIELU ŚRODOWISK PRZEWODZĄCYCH 
O SYMETRII OSIOWO-0BR0T0WE3

Streszczenie. W artykule sformułowano problem brzegowy oblicza- 
nia pola elektromagnetycznego w układzie wielu brył metalu o róż
nych konduktywnościach, przenikalnościach magnetycznych i elek
trycznych. Przy jmu je się, że każda bryła Jest ośrodkiem liniowym, 
izotropowym i jednorodnym. Źródłem pola elektromagnetycznego jest 
cewka opisana powierzchnię z zadanę gęstościę powierzchniowa prędu. 
Układ ośrodków i cewka posiadaję symetrię osiowo-obrotowę. Pole 
elektromagnetyczne obliczane jest w stanie ustalonym sinusoidalnie 
zmiennym. Szukanę funkcję pola elektromagnetycznego jest potencjał 
wektorowy. W pracy sformułowano równania różniczkowe, jakie speł
nia potencjał wektorowy w poszczególnych ośrodkach oraz warunki na 
brzegach obszarów i w nieskończoności. Zaproponowano również sposób 
rozwięzania tych równań wyprowadzając odpowiednie wzory całkowe.
Po uwzględnieniu wyników prac [9] < L10] * C11] * E12] > E13] stwierdzo
no, że wzory te spełniaję równania różniczkowe w przestrzeni oraz 
odpowiednie warunki graniczne.

Niniejsza praca jest próbę rozszerzenia tematyki artykułów £9], [10J , 
[llj , [12] , W wielu zastosowaniach praktycznych mamy do czynienia z obli

czaniem rozkładu pola elektromagnetycznego w przestrzeni w układzie wielu 
brył metalowych o różnych konduktywnościach. Bryły t8 sę równocześnie pod 
wpływem źródeł pola elektromagnetycznego sinusoidalnie zmiennego. Pręd, 
kształt i rozkład przestrzenny źródeł pola (cewek) jest znany. Obecnie 
zostanie sformułowany odpowiedni problem brzegowy.

2. Model geometryczny układu rzeczywistego brył metalu

Rzeczywisty układ wielu ośrodków przewodzęcych o symetrii osiowo-obro- 
towej opisujemy zbiorem obszarów SI^ (4), (7), k = l,2,...,n+m zanurzo
nych w trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej (obszar Sip c  R3 ) rye. 1. 
Uo opisu punktu można w tym przypadku wprowadzić układ współ

rzędnych cylindrycznych (r,<£, z).
Rozpatrywany model geometryczny (rys. 1) składa się z (a± * a2 + ... +

1. >Vs t ęp
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Rys. 1. 'todel geometryczny układu brył metalu 
Fig. 1. Geometrical model of tne system of metal blocks

konduktywr.ościach, przowoanoóciach elektrycznych i magnetycznych. Elementy 
a^ , a, ,..., an+m n ależg do zbioru liczb naturalnych. Podobszary ił,<i zgru-

\powana sp w (n + m' rozłączonych obszarach SI. C  R^ k = 1,2, ...,n+m
: rys. 1'. tzn.:

n+m

n «
k»l

k * 0. (1)

Goszar konkretnego środowiska ooisany jest liter, ił z dwoma
indeksami fk ' i ij', z których pierwszy oznacza, że :

iłk1 C  iłk k = l,2,...,ri+m j = i,2,...,a,., (2)

a orugi wskazuje kolejny numer środowiska j ./ obszarze Słk j = l,2 ,... ,ak , 
tzn. :

iłk = 1 ̂J iikj ” i , 2 ..... n+m. (31

j = 1



Dak widać z rys. 1, mamy dwa rodzaje obszarów Sik , k = l,2,...,n+m. 
Pierwszy to obszary

Jlk. k = n+l,n+2,...,n+m (4 )

zgrupowane w półprzestrzeni z >  0 zarówno jednospójne (narysowano 1 szt.-

jin+i ) 3ak 1 niejednospójne (narysowano 1 szt. - ^ n+ m)» Maję tę własność,
że podzielono są na "plasterki” podobszarów SI. . w taki sposób, że

1 J
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brzeg 3iikj domknięcia “ “̂ k j U  ^ ^ k j  M  składa si? z dwu części:

- powierzchni sP,
* J

sPj = Sip H  S2kj k = n+l,n+2,.. . ,n+m (5)

k

powierzchni S. .
K j

Skj =
iikjn  i2k (j+l) k = n+l,n+2 n+m (6)

J = 1»2,...,(ak—l ).

Drugi rodzaj obszarów

iik , k = 1,2,...,n (7)

zgrupowano w przestrzeni z < 0 .  Maję tę własność, że każdy z nich składa 
się z :

- obszarów iik w kształcie toroidów zawartych jeden w drugim (narysowa
no 1 szt. -Sln '.

- obszarów jednospćjnych ił.. zawartych Jeden w drugim (narysowano 1 szt. 
% ) .

Wprowadzamy następujęce oznaczenia części brzegów domknięć
KJ

j U  3fi(-j składajęcych się na $ k (7):^

- powierzchnie sjjj

Skl ° ^ p n  ^ k l  k = 1,2_____ <8 'I
- powierzchnie Skj

skj = ^ k j n  S k(j + 1) k - i-2 ..... " <9 >
j = 1,2,. .. , (ak-l ).

Obszary iłk (4), 17} obu rodzajów zostały rozdzielono półpłaszczyznę 
z = O tylko w celu uzyskania większej przejrzystości opisu. Źródłem pola 
elektromagnetycznego jest cewka opisana powierzchnię Sc z zadanę gęsto-
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ścię powierzchniową prądu (rys. 1). będącą polem wektorowym wyłącz
nie o składowej kątowej [V!. Przyjmujemy, że powierzchnia Sc jest klasy 
C2 a funkcja 1^ klasy C .

3. Równania pola elektromagnetycznego w ośrodkach przewodzących

W granicach obszaru (rys. 1) przyjmujemy, że środowisko jest li
niowe, izotropowe i jednorodne (ze względu na stałe 6 k  ̂ - przenikal-
ność magnetyczną i elektryczną, •]f'k  ̂ - konduktywność metalu). Wszystkie 
parametry pola elektromagnetycznego i stałe materiałowe dotyczące konkret
nego ośrodka będą oznaczone odpowiednią literą z dwoma indeksami
k.j u góry. Równania pola zapisujemy w rachunku tensorowym w układzie 
kartezjańskim [7]. Rachunek ten dopuszcza wszelkie transformacje liniowe 
ortogonalne układu współrzędnych (rys. 1). Wskaźniki tensorów będą ozna
czone ciągiem małych liter greckich przebiegających wartości 1,2,3.
Oo przedstawienia sumy wartości tensora względem dwu powtarzających się 
wskaźników wykorzystujemy umowę sumacyjną Einsteina [2], [7].

Rozpatrujemy rozkład pola elektromagnetycznego w stanie ustalonym
sinusoidalnie zmiennym [l], [5], [8], [9]. Układ równań Maxwella ma na
stępującą postać:

e<*PYE r,|ł ’ " d o )

(11)

“ O* (12)

Di *  “ °' (I3 )

gdzie i » Y-T, symbol zupełnie antysymetryczny [7].

Równania te uzupełniamy związkami materiałowymi:

Dki (14)

BkJ (15)

(16)

Przenikalność elektryczna we wzorze (11) jest liczbą zespoloną:

£ kJ - - i (17)
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Powyższe oznacza, że częstotliwość źródła zasilania ograniczona Jest 
od góry warunkiem pomijalnie małej wartości prędu przesunięcia w metalu 
w porównaniu z prędem przewodzenia, tzn.:

6kJ< <  c V k;i. (18)

Wprowadzamy potencjał wektorowy wg wzoru:

Z równań (10), (15), (19) uzyskuje się wzór na natężenie pola elektryczne
go w obszarze s

E*i - - icoAy  - {£,. (20)

Przypuszczamy, że potencjał wektorowy jest wektorem solenoidalnym:

t y *  ■ 0. (21)

W obliczeniach pomijamy pole elektrostatyczne, tzn. zakładamy, że poten
cjał skalarny we wzorze (20) znika: '

<pkJ - 0. (22)

Podstawiając równania (15), (19), (20), (22) do (11) otrzymujemy rów

nanie różniczkowe, jakie spełnia potencjał wektorowy w obszarze :

(23)

Po uwzględnieniu wzoru na zwężony iloczyn dwu tensorów e [2], [7 ]:

e* n  er * v m 6 * *  V "  6* v (24)

gdzie ¿„t« - delta Kroneckera [7],
można dokonać nasunięcia tensora (24) na Ak x̂

Ostatecznie równanie różniczkowe. Jakie spełnia potencjał wektorowy 
w obszarze k ■ l,2,...,n+m, j - l,2,...,a|(, przyjmie postać:

+ (PkJ)2A^  * °* (25)

gdzie (pk^)2 ■ - “ P° uwzględnieniu wzoru (17).
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Poszukujemy rozwiązania układu równań (2i), (25), jakie spełnia poten
cjał wektorowy w ośrodkach przewodzących (obszar ). Przypuszczamy, że
rozwiązanie takie istnieje w postaci wyrażeń całkowych wynikających z wek
torowego symetrycznego wzoru Greena :

J (F«*Ap,«c.p - F« A«c.fł.p - V<s,y,6 + W . i ,5 )dv " 
a,

* J (A6 F 6 ,dt “ A p F <*,& " FX A X,<* + FłtA 0t,K,̂ no6d S * (2 6 )
aii r

gdzie :

fi - obszar wraz z brzegiem dyfeomorficzny z kulą domkniętą,

3fi - brzeg obszaru,

a 4 - potencjał wektorowy wg wzoru (19) (funkcja klasy C2 ),

F* - dowolna funkcja wektorowa klasy C2 ,

n4 - ciągłe pole wektorów Jednostkowych określonych na 3fi normalnych 
do 3il, skierowanych na zewnątrz obszaru SI .

W literaturze symetryczny wektorowy wzór Greena podawany jest w symbo
lice wektorowej [l]. Po wprowadzeniu zapisu tensorowego i uwzględnieniu 
zależności (24) wzór ten przyjmuje postać (26). Zakładamy, że funkcje

i F* określona są w domknięciu fi . Potencjał wektorowy A K w tożsamo
ści (26) spełnia równania (21), (25) oraz

A£Jn<* * 0 k ' 1.2,...,n+m (27)
j - 1,2,...,ak

a funkcja FA  inna dla każdego ośrodka ma postać:

F*  “ Wct(S- F  )(x.y )• <2 8 >

gdzie:

- stałe pole wektorowe, 

x e  - ustalony punkt obszaru

V e fikj - punkt całkowania,

r - odległość punktów x i y,

pk  ̂ _ stała występująca we wzorzs (25).

-lpk^r
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Zakładamy, ża potencjał wektorowy (19) jest wektorem wyłącznie o skła
dowej kątowej. Wzór (26) można zastosować do podobszaru SI, , ,.c it

v n+ i ) j n+i
(rys, 1, obszary wraz z brzegiem dyfeomorficzne z kulę domkniętę).

Postępując podobnie jak w pracach [l], [li] uzyskujemy ze wzoru (26) 
wyrażenie całkowe na potencjał wektorowy w obszarach *^(n+i ) j c fln+i J c
= 1,2,...«an+1 (rys. 1);

i [M* p (y iv, V (x'V 5 + N .̂‘* f y )vk J (x.y dS(y ). (29)

gdzie:

fy)n«*iv > - A*J (y )njj(y) (30)

f£j (y) = [ A ^ r (y) - A ^ f y j j n ^ y ) , (31)

vkJ(x.y) - i  e-1Pk3r. (32)

k « n+1, j = l,2,...,dk.

Dla tensora M^p (30) przyjmujemy nazwę gęstości warstwy podwójnej 
prądu (ze względu na jego związek z wielkościami L|| i Lj_ wprowadzonymi 
w pracy [llj ). Wektor (31) je3t identyczny z gęstością warstwy poje
dynczej prądu N wprowadzoną w pracy [9]« Zakładamy, że pola tensorowe
(30), (31) są wielkościami zespolonymi klasy C°, określonymi na powierz

chni 3&(n+i)j i m ,an+l* Przyj?t® nazwy tych funkcji łączą się
2 ich interpretacją fizyczną.

Do obszarów C  i ^ U  ftn U  fln+m k = 1, n, n+m, j = 1,2,3 ak
(rys. 1) nie można bezpośrednio zastosować wzoru (26).

Wytnijmy z obszaru ftn+m (rys. 1) część przestrzeni zawartą między 
półpłaszczyznami <|> = C, (]> = £ , £ « 1 .  Uzyskamy obszar

an+m

^n+m = ^  ®(n+m)j
J = 1

składający się z domknięć ^(n+m)j dyfeomorficznych z kulą
domkniętą (z wyjątkiem pewnych krzywych leżących na półpłaszczyznach <|> =

■ 0, <]>=£). Do obszarów ^ ,(n+ro)j (33) można zastosować wzór Greena (26). 
Uzyskamy wyrażenie podobne do wzoru (29). Występują w nim:

• całki w gęstości (30), (31) liczone na częściach SQ c 3 ®yn+|n ̂  ,
Sj C brzegu leżących na półpłaszczyznach (j> = 0,

$ “ 6.

1 '2  an+m'
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całka a£j z  gęstości tt [l]

s useo 6

gdzie

X-kJ(y) - ApJ (y)np(y) (35)

vk;)(x,y) - funkcja (32) 

k - n+m, J - 1,2... ,an+||),

- wyrażania postaci (29) z płata 3ił’/0 ,, - S - S..v n+ m)j o 6

Rozpatrzmy całki z gęstości (30). N* (31), 11(35) po powierzchni 

SQ U S6 , Liczymy je w punkcie x 6 ^fn+m/j PrzV zdężaniu parametru 6 do 
zera. Wychodzęc z punktu całkowania yQ e S„ w kierunku wersora n^ (26) 
do punktu yg e s£ można zauważyć (dla £-*0) ż e :

- gęstości N<t(y0 ), >t(yo ) zmieniaj« znak w stosunku do N ^ y g )  i ^(yg) 
(zmiana znaku wersora n^),

- wielkość znika na SQ U Sg

M« p(ye ) - M^ ( y 0 ) ■ 0

- funkcje v (32) oraz w zachowuję cięgłość.
»<*

W granicy dla E » 0 całka po powierzchni SQ u s£ z gęstości (30),
(31), łt (35) jest równa zeru. Ola 6 - 0  obszar (33) pokrywa

się z obszarem f l ( n+m);) C i i (n+m) 3 - 1 .2  an+m (rys. 1). Do oblicze
nia rozkładu potencjału wektorowego wewnętrz obszaru ii(n+B,)j J * 1,2,..., 
an+m (r*8 ' można więc wykorzystać wzór (29).

Analogiczne rozumowanie można przeprowadzić w przypadku obszaru 
(rys. 1). Obszar ten należy przecięć płaszczyznę (c) o.równaniu 2 « const.
Wszystkie podobszary j = 1,2 a1 zostanę podzielone na dwie
części, będęce wraz z brzegiem obrazami kuli domkniętej. Odwzorowanie to 
będzie dyfeomorfizmem z wyjętkiem pewnych krzywych leżęcych na płaszczyź

nie (e) JX3. Do takiej części obszaru wolno zastosować wzór Greena
(26), Można udowodnić, że całki z gęstości (30), NA  (31), ł€(35),
liczone po części brzegu leżęcej na płaszczyźnie (c) w punkcie x e  
sę równe zeru.

Powyższe wynika z faktu, że gęstość >t(35) znika na (c), a funkcje 
Mdta 1 Not zmieniaję znak w zależności od tego, czy całki sę liczone 
z jednej lub z drugiej strony powierzchni (c). W konsewkencji wyrażenie 
całkowe podajęce rozkład potencjału wektorowego w obszarze C  j =

» 1,2,...,a1 (rys. 1) ma postać wzoru (29) dla indeksu k - 1.
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Aby można było zastosować wzór Greena (26) do obszaru (rys. 1) na

leży postępie podobnie jak w przypadku obszarów i Obszar Jln
przecinamy równocześnie płaszczyznę (c) (z = const) oraz półpłaszczyznami 
o równaniach <£ = O i <j> = £ . Uwzględniajęc tok rozumowania przeprowadzony 
dla obszarów i iln+m dochodzimy do wniosku, że również w obszarach 
iinj C  Sln , j - 1.2... .,an (rys. 1) rozkład potencjału wektorowego określa 
wyrażenie całkowe (29) dla k = n, j = l,2,,..,an.

4. Równania pola elektromagnetycznego w przestrzeni powietrznej

Przestrzeń powietrznę opisujemy obszarem nieograniczonym il C  R3, 
Równania Maxwella (10), (11), (12), (13) i wzory (14), (15) obowiązuję 
również w przestrzeni powietrznej dla przenikalności próżni £ 0 1 J-iQ .

Po wprowadzeniu potencjału wektorowego wg definicji (19) i uwzględnieniu 
równań Maxwella można uzyskać równanie różniczkowe, jakie spełnia poten
cjał wektorowy w obszarze ilp . Równanie to jest identyczne ze wzorem (25), 
przy czyn zakładamy, że<

p2 - 0. (36)

Warunek (36) jest słuszny w pobliżu układu promieniujęcego falę 
elektromagnetyczna w przypadku, gdy jej długość znacznie przewyższa roz
miary układu. Równanie różniczkowe, jakie spełnia potencjał wektorowy 
w obszarze Jłp , przyjmie postać:

■ °* (37)

Poszukujemy wyrażenia całkowego na potencjał wektorowy A^, spełnia
jącego w obszarze ilp (rys. 1) równania (37), (21). Postępujemy podobnie 
jak w punkcie poprzednim. Rozpatrywany obszar ilp nie jest jednoapójny. 
Można go podzielić na podobszary dyfeomorficzne z kulę (płaszczyznami 
z « const, $  “ 0« $ ■  6) 1 zastosować podobne rozumowanie jak w przypadku
obszarów jlj, Sln , Sln+B» elimlnujęc całki po powierzchni z ■ const, $ » 0
dla £ >> 0.

Potencjał wektorowy a£ od powierzchni opisujęcych cewkę Sc oblicza
my identycznie Jak w pracy [9]:

? T k y T dS(y)' (38)

gdzie x e il_, y 6 S „ ,
P C

1^ - gęstość powierzchniowa prędu.



118 E. Wilczyński

W artykule [9] dokonano oszacowania zachowania się potencjału wektoro
wego i indukcji elektromagnetycznej w nieskończoności:

A* e 0(ij) dla R — «  (39)

* w A r.p6 0 i J * ) d l a R ^ ° °  i4 0 )

Uwzględniając te wyniki uzyskujemy wyrażenie całkowe na potencjał 
wektorowy A j  w obszarze ftp [9]:

A * (x) “ 3Tt J  (r'(x.y)>,fl + N* (y > (r'( x’,7 T ]] dS (y } * A* (x) (41)
3ftp

gdzie:

NoC ” funkcje odpowiednio (30), (31) określone na powierzchni 3,Qp, 

r - odległość punktów x e ilp i y 6 9fip ,

diln

n+m a.

u  < u s ? j>
k=n+l j»l

U  ( ( J  Skl} " zblór
k-1

(42)

utworzony z powierzchni (5), (8),

- funkcja (38).

5. Sformułowanie problemu brzegowego

Zakładamy, że na powierzchniach rozdziału ośrodków s£, (5), (8) i
(6), (9) gęstości prędów i ładunków sę równe zeru. Definiujemy grani

ce Jednostronne wartości natężenia pola elektrycznego, magnetycznego, po
tencjału wektorowego oraz wektora (31) na powierzchniach określonych 
wzorami (5), (6), (7), (8):

Eet̂ * Aoc ‘̂ Noî  " 9ranice Jsdnostronne w metalu dotyczęce ośrodka opi
sanego obszarem w punkcie y e d i l ^  (dla obszaru ii|<(;j+ 1 ) wszystkie
wielkości oznaczamy cyfrę 2 nad literę),

2 2 2 2
E<c* H<** A<*# Not " 9ranŁca Jsdnostronne w obszarze iłp w punkcie y e 3ilp
(42).

Wektor Ng (31) określamy w pobliżu brzegu dii (powierzchnia klasy C2 ) 
poprzez:
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• zbudowanie odpowiedniego układu współrzędnych dla otoczenia punktów 
powierzchni 9ił,

- rozpropagowanie wektora n^ w tym otoczeniu,
- zdefiniowanie wektora (31) w przestrzeni.

Mamy następujące zależności zachodzące dla punktu
(9» !

y 6 S kj (wzory (6).

«• d cp ^ y^ 1 ■ E y  j + 1 ) > - ° * (4 3 )

- H^.( J + 1 ) ) - 0 . (4 4 )

not(£ k;* E ^  - g k ^ +1 ) E ^ J 'f 1 ^) - 0 , (4 5 )

n - u k ( J * l ) ^ ( J * D )  . o n< tV  n<a y- Mot > ■ (4 6 )

gdzie n4 - pole wektorów Jednostkowych normalnych do 
skierowanych na zewnątrz obszaru ftkj

Skj ( 6 ) ,  ( 9 )

k - 1 . 2 .....n+m j - 1 , 2 ..... (ak-l).

Analogicznie dla punktu y £ S ^  (wzory ( 5 ) ,  ( 8 ) ) j

2 Ł k l  
e<tpfnp (E V '~   ̂ “  ° '

"  ° *

"«4( 60^  - e k J ^ J ) - o .

(47)

(48)

(49)

2 2
(50)

gdzie n^ - pole wektorów jednostkowych normalnych do 
na zewnątrz obszaru ftp.

ftp skierowanych

Dla płatów s£ł (8) indeksy k, J we wzorach (47), (48). (49), (50)
r 1 ł i o f  tu o b J k  is ■ A | f c |  • • • | f i  i  j  ■ JL i  na t o in ia S  t  u x a  p u n i a i  ¿ c i i n i  k j

(5) k • n+1.... ,n+m, j *• l,2,..«,sk.
Warunki graniczne (45), (49) spełniane sę tożeamościowo (prostopadłość 

wektorów n^ i Ert). w dowodzie jednoznaczności postawionego problemu brze
gowego (kolejna publikacja) będziemy korzystać z warunków (43), (44),

(47), (48). pozostała równania (46), (50) niepotrzebne w dowodzie jedno
znaczności możns pominęć w sformułowaniu problemu brzegowego .[l].
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Podstawiamy równania (15). (19) do warunków (44). (48) oraz równania 
(20), (22) do (43), (47). Otrzymujemy warunki graniczne, jakie spełnia 
potencjał wektorowy dla punktu y (6), (9):

" 'fy3+ł)) - °- (51)

¡fak? - - * n ^ 7 % (;)+ 1 ) - 0 ( « )
r  r

oraz dla punktu y 6 S ^  (5), (8)

2 Łk i
e<*pfnp(Ar  ■ Ar  } “ °* (53)

1 2 1 *kj
j ?  - j s  “51 ■ ■>•

Analogiczne warunki spełnia potencjał wektorowy na powierzchni cewki [9]s

^o W  ■ o- <*«>

a* p f np(A t ~  Af) “ °* (55)

1 2
N<t - N<* " °. (56)

1 2  1 2
gdzie A^, A^. N^. - granice jednostronne wartości potencjału wektoro
wego i wektora obliczana z Jednej lub drugiej strony cewki (cyfra 1
lub 2), n^ - pole wektorów jednostkowych, normalnych określonych na S^.

Obecnie moZemy przystępie do sformułowania problemu brzegowego. Poszu

kujemy rozwięzania potencjału wektorowego A^ w przestrzeni (rys. 1), któ
ry spełniai

- w nieskończoności warunki (39), (40),
- na powierzchni cewki równania (55), (56),
- na brzegach ośrodków przewodzęcych warunki graniczne (51), (52), (53), 

(54).
-> równania (25), (21) wewnętrz ośrodków przewodzęcych oraz (37), (21) 

w przestrzeni powietrznej.

W celu rozwięzania postawionego problemu brzegowego wyprowadzono wzory 
całkowe (29), (41) określaJęce rozkład potencjału wektorowego w całej 
przestrzeni. Uwzględniajęc wyniki prac [9], [10], [li], [12] , [13] można 
stwierdzić, że wyrażenia (29), (41) spełniaję:

- w całej przestrzeni równania (25), (37), (21) [10],
- na powierzchni cewki warunki (55), (56) [li] ,

- warunek symetrii oslowo-obrotowej rozkładu potencjału wektorowego 
w przestrzeni [13],
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- w nieskończoności warunki (39), (40) ¡9],
- na brzegach ośrodków warunki graniczne (51), (52), (53), (54) [l3^ .

6, Wnioski

Wyrażenia całkowe (29), (41) spełniaję wszystkie postulaty postawione
go problemu brzegowego. Nie stanowię jednak poszukiwanego rózwięzania 
dopóki nie znamy funkcji podcałkowych i N^. Gęstości i n 4 można
będzie obliczyć z odpowiedniego układu równań całkowych zapisanego na 
brzegach ośrodków przewodzęcych [4], [s], [8], [12], [13].

Oowód iatnienia i jednoznaczności rozwięzania problemu brzegowego oraz 
eksperymenty numeryczne testujęce algorytm takich obliczeń sę obszernymi 
i czasochłonnymi zagadnieniami. Dopiero po uporaniu się z nimi (w kolej
nych publikacjach) metodę możne by uznać za opracowanę. Byłaby przydatna 
szczególnie w układzie brył o różnych konduktywnościach. Ciekawym zasto
sowaniem może być przypadek nagrzewania indukcyjnego, w trakcie którego 
poszczególne części bryły metalu różnię się znacznie konduktywnościę i 
przenikalnościę magnetycznę (r.p. ferromagnetyk tak nagrzany, że warstwy 
powierzchniowe znajduję się powyżej punktu Curie, a wnętrze poniżej tego 
punktu). Nagrzewanie się ekranu lub obudowy urzędzenia łęcznie z ośrod
kiem nagrzewanym (wsadem) może być traktowane jako jeden problem oblicze
niowy. Bryłę metalu o nieliniowej charakterystyce magnesowania B = f(H) 
można podzielić na podobszary, w granicach których przyjmujemy stałe war
tości przenikalności magnetycznej. Obliczenie takiego układu wg proponowa
nej metody Jest stosunkowo nieskomplikowanym i dokładnym sposobem rozwlę- 
zywania pola elektromagnetycznego w ośrodkach nieliniowych. W tym przy
padku podział bryły metalu na podobszary byłby zależny od kształtu cewki 
(rozkładu źródeł pola elektromagnetycznego) i wielkości prędu cewki.
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IIPOEJIEMA KPAEBOrO AHAJIH3A 3JTEKTPCMArHHTH0r0 IIOJW

E  CHCTEME PA3HÜX IIPOBOJTOffiC
CPEH HMEÜIÍHX BPAUATEJIBHO - OGEByiO CHMMETPHK)

P  e 3  10 u e

B paOoie cipopnyzEpoBaHa xpaesax sa jab a  pacneTa szextpouarHHTHoro 
c o m  b cacTeue KycoK u e iazza  c pasHUUH npoBoahmocthmh, BzeKTpanecKH»« ■ 
M arHBiH ia« npoHKuaeuocTiiUH. ripean ozarae ic h ,  e to  xaacxHii xycox HBzzeich 
JJHHe«HO(ł Haoiponaoa *  OflHOpOAHOft Cpezofl. HCTOEHHXOM 3JieKTpoMarHHTHOro noJLH 
hbjiaeTCH KaTymxa (noaepxHOCTb c onpexezeHHOti nzoiHocibD  to k o b ). C«CTe»ia 
cpex e KaiamKa EueioT Bpanaiezbno-oceByio CEMMeipa». 3zexTpouarHBTHoe noże 
pacEBTUBaeTca xza cxxycoExazbXHX nepeuexanx tokob . BexiopxHa noteHitHaz 
ABzaeTCH HCKOiioft $yxxiiiieii szexTpouarxETKoro noza. B paóoie c$opiiyzHpoBaEu 
XB<jx{>epeimnaAbKŁie ypaBxex«a, xoiopue yxoBxeiBopjnoT BexiopMoiiy noieim Hazy 
b KaxAoñ c p e je , yczoaxHM xa xpa» oÓzacTH h b ósckombehoctii. B c x a i ie  npexzo- 
xexo pemexxe sxxx ypaaxexxü nocze anaoxa cooTBeicTByamax in e r p a t b m a  
$opnyx. npaxHuaa * io r z  paóoi [9], [lo], [ll], [12], [13] yciaxoBzexH  
(JopuyzH yxoBzeiBopaianixe x*4x£epeEUnaxbXHM ypaBHeHJiau b  npooipaxcTBe n oooT»ei- 
CTByKHJHU yeXOBHHM.
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BOUNDARY PROBLEM OF ELECTROMAGNETIC FIELD 
ANALYSIS IN A SYSTEM OF MANY CONDUCTING 
MEDIA WITH AXIAL-ROTATIONAL SYMMETRY

S u m m a r y

The boundary problem of calculating the electromagnetic field in the 
system of many metal blocks of various conductivities, magnetic permeabi
lities and permittivities has been formulated in the paper. It is assumed 
that every block is a linear, isotropic end homogenous medium. The coil 
described by the surface with a given surface current density is a source 
of the electromagnetic field. The system of media and the coil have an 
axial - rotational symmetry. The electromagnetic field is calculated in 
the sinusoidal steady state. Vector potential constitutes the function 
of the electromagnetic field being looked for. The paper formulates the 
differential equations that are followed by the vector potential in 
particular media as well as conditions on the boundaries of the areas 
and in the infinity. The way of solving these ewuations has been also 
suggested by deriving special integral formulae.

Having taken the results of papers [9], [lo], [ll], [12], [13] into 
account, it has been stated that these formulae satisfy the integral 
equations in a space and adequate boundary conditions.
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WYKORZYSTANIE TWIERDZENIA O ISTNIENIU TRANSFORMACOI UKŁADU 
LINIOWYCH RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH O WSPÓŁCZYNNIKACH OKRESOWO ZMIENNYCH 
00 STAŁYCH DLA ROZWIĄZANIA RÓWNAŃ STANU
NA PRZYKŁADZIE MASZYNY SYNCHRONICZNEJ Z NIESYMETRIĄ ZEWNĘTRZNĄ

Streazczenla. Przedstawiono metodę służącą do uzyskania anali
tycznego rozwięzania stanów nieustalonych modeli maszyn synchro
nicznych wirujących ze stałę prędkością przy niesymetrycznym obcię- 
Zeniu, bazujęcę na iteracyjnym wyznaczeniu wartości własnych nie
znanej macierzy układu liniowych równań różniczkowych stanu o sta
łych współczynnikach jako macierzy stransformowanej z pierwotnego 
układu równań stanu o współczynnikach okresowych. Metodę pokazano 
na przykładzie wybranego niesymetrycznego obcięZenia - zwarcia 
dwufazowego z biegu Jałowego. Wyznaczono zmienność wartości włas
nych w funkcji częstotliwości dla modeli obwodowych dwóch maszyn 
synchronicznych o różnych mocach znamionowych. Wyznaczono przebiegi 
elektromagnetycznych zmiennych stanu dla dwóch skrajnych częstotli
wości obrotowych. Przedstawiono częstotliwościowe widma prądu wzbu
dzenia dla stanu ustalonego i dla chwili poczętkowaj po zakłóceniu, 
rozumiane w ten sposób. Ze pomija się wykładnicze zanikanie składni
ków.

Podkreślono, Ze przedstawiona metoda, w odróżnieniu od metod 
przybliżonych znanych w literaturze, jest Jedyną pozwalającą na ana
lityczne rozwiązanie dla dowolnie małej prędkości obrotowej wirnika 
1 dowolnej niesymetrii impedancyJneJ obciążenia.

i. Wstęp 1 założenia

Typowym przykładem równań stanu o okresowo zmiennych współczynnikach 
jest opis matematyczny maszyny synchronicznej przy obciążeniu niesymetrycz
nym. W równaniach tych występuje macierz indukcyjności o współczynnikach 
zmiennych okresowo względem kąta położenia magneśnicy i twornika, a przy 
stałej prędkości obrotowej również względem czasu. Równania te są liniowe 
przy następujących założeniach [7] :

a) nienasycony obwód magnetyczny,
b) sinusoidalne rozłożenie uzwojeń twornika,
c) stałość prędkości obrotowej,
d) przyjęcie modelu obwodowego maszyny o stałych skupionych, w którym 

wyodrębniono obwód tłumiący umieszczony w osi wzdłużnej d i analo
gicznie w osi poprzecznej q maszyny.
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Lapunow 1 Floquet [9] wykazali. Ze Istnieje macierz transformacyjna 
macierzy wyjściowego układu równań o współczynnikach okresowych do takie
go nowego układu współrzędnych, w którym następiłoby ustalenie współczyn
ników macierzy układu. Mimo Ze ta macierz transformacyjna w ogólnym przy
padku nie jest znana, własność istnienia takiej transformacji moZe być
pomocna przy poszukiwaniu rozwięzania. W tym nieznanym nowym układzie 
współrzędnych nie zmienia się wymiar macierzy ustalonych współczynników 
w stosunku do wymiaru macierzy współczynników okresowych« Można zatem 
określić ilość wartości własnych tej nieznanej macierzy o stałych współ
czynnikach, Przedstawiona zostanie rekurencyjno-analityczna metoda bazu- 
jęca na iteracyjnym wyznaczeniu tych wartości własnych.

2. Rozwiązanie szczególnego przypadku niesymetrycznego 
obciążenia twornika maszyny synchronicznej.
zwarcia dwufazowego z biegu jałowego

Układ równań różniczkowych opisujący stan nieustalony maszyny synchro
nicznej przy zwarciu dwufazowym składa się z czterech równań (występują 
trzy niezależne obwody wirnika: obwód wzbudzenia, obwody tłumiące w osiach 
d i g oraz jeden obwód stojana, któremu odpowiada równanie stanu 
w osi fi ).

Macierze indukcyjnościowe i rezystancyJne występujące w wyjściowym 
układzie równań mają wymiar 4 x 4 ,  występują zatem cztery wartości własna 
nieznanej macierzy o stałych współczynnikach.

Przy rozwiązywaniu niesymetrycznego zwarcia z biegu jałowego moZna 
skorzystać z zasady superpozycji i wynikowy niesymetryczny stan nieusta
lony złoZyć ze stanu biegu jałowego 1 stanu zakłóceniowego o zerowych wa
runkach początkowych. W przypadku zwarcia dwufazowego stan zakłóceniowy 
moZna uzyskać przez załączenie do dwóch faz twornika maszyny nlewzbudzo- 
nej napięcia międzyprzewodowego z przeciwnym znakiem w stosunku do napię
cia biegu jałowego maszyny (rys. 1)«

Rys* 1. Ilustracja zastosowania metody superpozycji do rozwiązania zwar
cia dwufazowego z biegu jałowego
V  - napięcia biegu jałowego

Fig. 1. Example of the use of superposition method for the solution of 
2-phase short - circuit)of idle running 

Upg - idle running voltage
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Podstawą rozwiązania Jest wyrażenie prądów twornika w osiach d i q 
za pomocą funkcji rzeczywistych [i], [s], [6]

Jd.q ‘ 2  * Fhd.q(t). (la)
h-0

Uwzględnienia więzów wynikających z asymetrii obciążenia i periodycz- 
ności współczynników w równaniach stanu implikuje periodyczną postać funk
cji :

J(1>n+«t)k , -J +(»t )k
Fhd<*> - S  (°hke ♦ Dhke > + Dho*

k-1
(lb)

Fh q ( t )  “ 2  (Qi

J ft^+wt )k ( -j0?o+ut)k
nk” T *hk'’ ' T yho*

k-1

gdzie:

p h (h-l,2,3,4) - wartości własne nieznanej macierzy układu liniowych 
równań stanu o współczynnikach stałych,

w  - elektryczna prędkość obrotowa,

D, Q - współczynniki wagowe prądów twornika w osiach d i q
(wielkości primowane odnoszą się do ujemnych pulsacjl).

Wzory (la) i (lb) dotyczę zarówno stanu zakłóceniowego (dla h - 1,2,3, 
4), Jak równieZ odnoszą się do stanu ustalonego, jeśli załoZyć, Ze odpo
wiada mu wartość własna - 0.

Wzory (l) uwzględniono w równaniach dla składowych zakłóceniowych prą
du i napięcia twornika wynikających z rys. 1 [ó]

I* - 0. u? - -U^ft) - -uqoco«r>. (2)

gdzie:

Ujło' Uqo ” naplecie biegu jałowego twornika w osi ji lub q,

- kąt położenia twornika względem magneśnlcy.

Przeprowadzono następnie transformacje"Laplece'a otrzymanych równań i 
uzyskano wyrażenia operatorowe wiążące amplitudy współczynników wagowych 
□ 1 Q [6], Przez porównanie składników o Jednakowych biegunach w tych 
wyrażeniach otrzymano równania algebraiczna wiążące ze sobą odpowiednio 
parzyste lub nieparzyste współczynniki wagowe prądów twornika :
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"Qhk-1 + JDhk-l + Qhk+1 + JDhk+l = 0 (3a'

■«hk+l + J°hk+1 + Qhk-1 ł 3°hk-l " 0 (3b)

Dhk-i[R+(- V i kft,)Ld (-?h+3 (k-1)&,)] + JQhk-l[R+(-?h+3k")

Lq (-?h+J H  -°hk+l [R+(-Ph+Jktt>)Ld (-Ph+J (k+1 >«)] +

+ JQhk+l[R+(~Ph+Jkw)Lq (“Ph*J(k+1)t0)] " 0 (3c)

Dhk+1 [(R*(-?h-Jk“)>-d (-fh-3(kti)co)] +3Q;k+1[R*(-ph-3K«) 

Lq ( - 9 h- j ( k- l ) o » ) ]  - O 'k - 1  [ R ł ( ~?h-l k^ Ld ( ~?h~i ( k" 1 H  +

* J(2hk-l[R+("Ph";ik" )Lq (“Ph"i(k_1^w)] “ °* (3d)

Ponadto dla h ■ O i = O :

-JUqo ’ [R-J“ Ld (P“°)]“oo + J [R+J“ Lq (Pa0)] Qoo +

+ J Ĵ R+3<oLq (p-2j(d)] Qo2-^R+JwLd (p=23&>)]oo2. (3e)

Ze wzorów (3) dla dużych wskaźników k, które odpowiadaję składnikom 
prędów twornlka odnoszących się do częstotliwości dężęcej do nieskończo
ności, można otrzymać.wyrażenie:

¡£*3 # + 2a JsiŁ + 1 . O, (4)
Dk+1 k-1 k-1

gdzie:

l"+L"
a  „  _ 2  a

*

q d

Ld i Lq - graniczne indukcyjności operatorowe dla p —«-»o (indukcyjno- 
ści podprzsjściowe) twornlka w osiach d i q.

Wprowadzono następujęce oznaczenia stosunków współczynników wagowych:
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Założono, że współczynniki wagowe Dk+1* 0k+3. tworzę dla dużych
rosnęcych nlaogranlczsnle wartości wskaźnika k malejęcy postęp geoma- 
tryczny o ilorazie - 4 ~ ‘

Implikacja takiego założenia wynika z przybliżone] analizy zwarć nie- 
syastrycznych i rozumowania fizykalnego. Z równania kwadratowego wynika- 
Jęcago z wzoru (5) dla k— »  wynikaję wartości współczynników 4.. 1 ko<.:

- 4 o o -  - •  k o »  ( 6 )

Wyznaczanie wartości właanych odbywa się metodę lteracyjnę. Rozpoczyna» 
my proces Iteracji np. od dużego nieparzystego wskaźnika k ■ N, dla któ
rego można założyć przybliżone relacja:

°hN t _  fc DhN p QhN .. QhN .. ..
5 ^  - 4 n ~  -%_• *  - U  . • n -  — Ik—  (7)

Zakładamy pierwsza przybliżenie wartości własna] korzyatajęc np. ze 
wzorów przybliżonych (oznaczone p' ). Ze wzorów (3) wyznaczamy 4|g_2' 4Ń-2*

4N-4’ I'n-4 ” • d°ch°d*«° d° 4i 1 ii*
Z uwagi na to, żs

ł °i t Di
- ̂ 1 " 537 * Dj oraz - 4i “ w

wyznaczono warunek określajęcy poszukiwanę granlcznę wartość właenę:

4i4l * ł* (®a )

Za względu na to, że przyjęto poczętkowo pierwsze przybliżenie na war
tość własnę, wartości 4i 1 4i obliczona za pomocę p nie spełniaję dok
ładnie równania (8a). Równanie to można przekształcić do równania wyzna- 
czajęcego poprawlonę wartość własnę, uwzględniajęc fakt, źa zarówno 
i 4*1 8§ uwikłanymi funkcjami wartości własnej:

p"a'(p) ♦ b'(<?') - 0, (8b)

gdzie a' i b' zmieniaję się. Jak się okazało, powoli względem p', a p" 
Dest to poprawiona wartość własna. Równanie (8b) jest równaniem liniowym 
1 stopnia względem p", istnieją więc tylko jedr.a wartość własna p^ 
zwięzana z nieparzystymi wskaźnikami. Poprawlonę wartość własnę ^  wy- 
znaczonę z równania (8b) uwzględnia się ponownie w równaniach (3), docho- 
dzęc drogę kolejnych iteracji do coraz bardziej poprawnej wartości fj, 
spełniajęcej równanie (8a) z dowolnie dużę dokładnośclę.
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Podobnie dla wskaźników parzystych stosujyc te same wzory dochodzimy 
do równań i

z których otrzymujemy warunek określajycy poszukiwany graniczny poprawio
ny wartość własny:

gdzie a", b M, c", d" zmieniaj? się również powoli w zależności od p'. 
Równanie (9b) jest równaniem 3 stopnia względem p" , wyznacza zatem trzy 
wartości własne zwiyzane z parzystymi wskaźnikami k.

Na rys. 2 1 3  przedstawiono obliczone wartości własne w funkcji często
tliwości dla dwóch modeli maszyn synchronicznych, których parametry odno
szę się do maszyn o mocach znamionowych SN ■ 100 kV A i SN * 62,5 MV A. 
Wartości pj i <f2 są rzeczywista dla obydwóch maszyn w rozpatrywanym 
przedziale częstotliwości (0,1 Hz - 50 Hz). p 3 i w zależności od ro
dzaju maszyny 1 częstotliwości wirowania sy rzeczywiste lub zespolone 
sprzężone.

w calu wyznaczenia prydów i Iq w stojanie wystarczy wyznaczyć 
cztery współczynniki wagowe zwiyzane z zanikajycymi składnikami prydów 

Dli* °20' D30* °40 oraz dwa Doo 1 Qoo żwiyzane ze stanem ustalonym. 
Pozostałe współczynniki wagowe można obliczyć znajyc wyznaczone uprzednio 
wartości własne i wymienione wyżej współczynniki.

Wartości współczynników 0OQ i Q00 wynikajy bezpośrednio ze wzoru (3e), 
natomiast do wyznaczenia pozostałych współczynników służy równania wyko
rzystujące zerowanie warunków poczytkowych prydu twornika w osi j3 oraz 
we wszystkich trzech obwodach magneśnicy (współczynniki odnoszyce się do 
stanu zakłóceniowego obliczane sy za pomocy Dq0 i Q00). W równaniach 
określajycych przebiegi zwarciowe nie uwzględnia się w sposób jawny pry
dów w obwodach magneśnicy. Można obejść zerowy warunek poczytkowy obwodów 
magneśnicy, kładyc:

(9a)

Korzystajyc z równań (3) można równanie (9a) zapisać naetępujęco;

ę,3a,'(<?') ♦ p" 2b" (p') +p"c"(p') + d''(p’) - O. (9b)

(lOa)
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I(j(p = - frr-) » 0 (10b)
do

IQ (p “ - frr— ) ° 0. (lOc)
H qo

Warunki te wynikają z naetępujęcego rozumowania: wszystkie elektro
magnetyczne zmienne stanu, a więc takie prędy i strumienie twornika w o- 
siach d i q podczas stanu nieustalonego zanikają z tymi samymi stałymi 
czasowymi, zatem ich transformaty operatorowe posiadają te same bieguny. 
Zachodzi więc konieczność wzajemnego znoszenia się biegunów lndukcyjności 
operatorowych z zerami transformat operatorowych prędów twornika, wynika- 
jęca z zależności:

Yd.qiP) “ Ld.q(P>1d,q(P>- f11)

Pozostałe zmienne stanu można wyznaczyć za pomocę obliczonych prędów 
twornika Ij 1 Iq , stosujęc wzór Heavislde‘a przy posłużeniu się odpo
wiednimi transmitancjeml maszyny. Dyeponujęc prędami twornika 1^ 1 Iq
oraz strumieniami 'ę’C| 1 można obliczyć moment elektromagnetyczny
oraz prędy fazowe twornika [6],

Przykładowe przebiegi czasowe prędu fazowego i prędu wzbudzenia dla mo
delu maszyny synchronicznej o mocy SN ■ 100 kV A przy dwóch skrajnych 
wartościach częstotliwości wirowania magnaśnicy f^ ■ 50 Hz i f2 ■ 0,5 Hz 
przedstawiono na rys. 4 1 5 .

Otrzymane wyniki, uzyskane podanę wyżej metodę rekurencyjno-analltycz- 
nę, dajęcę ostatecznie rozwięzanie w analitycznej postaci przebiegów cza
sowych, porównano z numerycznymi wynikami uzyskanymi z rozwięzania wyjścio 
wego układu równać różniczkowych o okresowo zmiennych współczynnikach na 
maszynie cyfrowej metodę Rungego-Kuty IV rzędu. Uzyskane wyniki obiema 
metodami okazały się prawie identyczne (różnice na trzeciej pozycji zna
czącej). Przedstawiona metoda umożliwia wyznaczenie częstotliwościowych 
widm elektromagnetycznych zmiennych stanu w dowolnym przedziale czasu i 
dla dowolnej częstotliwości obrotowej magnaśnicy. Na rys, 6 i 7 przedsta
wiono przykładowe częstotliwościowe widma prędu wzbudzenia dla maszyny 
synchronicznej o « 100 kV A dla dwóch częstotliwości wirowania magne- 
śnicy fj ■ 50 Hz i f2 “ °*5 Hz> dla stanu ustalonego i umowne widma 
częstotliwościowe w chwili początkowej rozumiane w ten sposób, że pomija 
eię wykładnicze zanikanie składników.

Z rys. 6 1 7  widać, że dla stanu ustalonego występuję tylko harmonicz
ne parzyste prędu wzbudzenia. Ola początkowych chwil czasu, w przypadku 
gdy wszystkie wartości własne sę rzeczywiste (f2 = 0,5 Hz), występuję za
równo harmoniczne parzyste jak i nieparzyste, natomiast gdy wartości włas-
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ne i p4 sę zespolone sprzężone występuję w częstotliwościowym wid
mie dodatkowe pręZki wokół parzystych harmonicznych {odległość pomiędzy 
harmoniczne parzystę a dodatkowymi pręZkami zależy od wartości urojonej 
wartości własnej p 3 ).

Rys. 5. Przebiegi względnego prędu fazowego twornika Ibr i względnego 
sprowadzonego prędu wzbudzania przy zwarciu dwufazowym 

f - 0.5 HZ. - 0°. Ib odn - 152 A. ij, Qdn « 188 A. SN - 100 kV A

Fig. 5. Oscilations of the armature relative phase current and relative 
exciting current in stator terms at 2-phase short circuit

f - 0.5 HZ. T>0 - 0°. Ib odn - 152 A. o(Jn = 188 A. SN - 100 kV A
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Rye. 6. Częstotliwościowe widno 
prędu wzbudzenia dla elektrycz
nej częstotliwości obrotowej 
f ■ 50 Hz, SN ■ 100 kV A, 1* m
m 0°. Linie cięgle - przedział 
czasu wkrótce po zakłóceniu, 
krzyżyki (x) - końce prężków 

dla etanu ustalonego
Fig. 6. Frequency spectrum of 
exciting current for electri
cal rotational frequency f »
- 50 Hz, SN - 100 kV A, 1?>0 -
0°. Full lines - time period 
immediatly aftar disturbance; 
(x) - ends of frequency lines 

for steady state

1 NnLA J

Rys. 7. Częstotliwościowe widmo prędu 
wzbudzenia dla elektrycznej częstotli
wości obrotowej f • 0,5 Hz, SN ■
■ 100 kV A, 1?“0 ■ 0°. Linie cięgłe -
przedział czasu wkrótce po zakłóceniu, 
krzyżyki (x) - końce prężków dla etanu 

ustalonego
Fig. 7. Frequency spectrum of exciting 
current for electrical rotational 
frequency f ■ 0,5 Hz, s n “ 100 A *

« 0°. Full lines - time interval
Immediatly after disturbance; (x) - 
ends of spectral lines for steady state

3. Podsumowanie 1 wnioski końcowe

Przedstawione metodę, nazwanę rekurencyjno-analitycznę, na przykładzie 
zwarcia dwufazowego można uogólnić na przypadek załęczenia na twornik ma
szyny synchronicznej niesymetrycznego obciężenia o impedancjach operato
rowych [6]. Wzory wyznaczajęce wartości własne sę oczywiście bardziej 
skomplikowane i zależę od postaci wyrażeń operatorowych opleujęcych obcią
żenie. Zasada postępowania jest jednak podobna jak dla zwarcia dwufazowe
go. Podstawowę zaletę tej metody jest uzyskanie rozwięzania elektromagne-
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tycznych zmiennych etanu w ostatecznej postaci analitycznej i Jego rozbi
cie na funkcje własne umożliwiające dyskusję i interpretacje fizykalne 
dla dowolnej prędkości obrotowej wirnika (także bardzo małej ) i dowolnego 
obciężenia.

Uzyskanie analogicznych wyników dla małych prędkości obrotowych wirni
ka (“  <■ 0,1 w N ), a nawet dla dużych prędkości, jeżeli w obwodach maszyny 
znajduję się duże niesymetryczne rezystancje, przybliżonymi analitycznymi 
metodami znanymi w literaturze Jest niemożliwe (metoda Ch, Concordii, po
legająca na modyfikacji rozwiązania przebiegów otrzymanych wstępnie dla 
maszyny o nadprzewodzących obwodach elektrycznych i uwzględnieniu a poste
riori różnej od zera rezystancji [3], metoda przedstawiona przez L. Hanna- 
kama, która polega na uśrednieniu okresowo zmiennych wyrazów w macierzy 
{[r] . [L]-1} [4], [5], metoda przedstawiona przez B, Adklnsa i Y.K. Chin- 
ga, która polega na przedstawieniu przebiegów w dziadzinie operatorowej 
w postaci nieskończonego ułamka drabinkowego, a następnie na przybliżonym 
przejściu do postaci czasowej przebiegów [2]).
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APPLICATION OF THE THEOREM ON EXISTANCE OF TRANSFORMATION 
OF LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS SYSTEM 
WITH PERIODICALLY VARIABLE COEFFICIENTS INTO 
CONSTANTS FOR THE SOLUTION OF STATE EQUATIONS BY 
AN EXAMPLE OF SYNCHRONOUS MACHINE WITH EXTERNAL ASYMMETRY

S u m m a r y

A method of obtaining analytical solutions of transients in the mo
dels of asymmetrically loaded synchronous machines with constant rotatio
nal speed has been shown.

The method is based on the iterative calculation of the unknown matrix 
eigenvalues of the linear differential equations with constant coeffi
cients as the matrix transformed from primary system of the state equa
tions with periodical coefficients. The chosen asymmetrical load i.e. 
2-phase short-circuit of idle running has been shown as an example.

The dependence of the eigenvalues on frequency for the models of two 
synchronous machines with different power ratings and electromagnetic



Wykorzystanie twierdzenia o Istnieniu transformacji.. 139

state variablee for two extreme rotational frequencies have been determi
ned. The frequency spectra of exciting current for steady etate and for 
initial constant after disturbance have been shown. Expotential decay of 
the components has been disregarded In the spectra.

It has been stressed that the presented method, as distinguished from 
approximate methods known from professional literature, is the only one 
allowing analytical solution for arbitrarily low rotational rotor speed 
and for every impedance load asymmetry.
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PASOŻYTNICZE MOMENTY SYNCHRONICZNE 
W JEDNOFAZOWYCH SILNIKACH INDUKCYJNYCH 
Z KONDENSATOREM PRACY

Straszczenie. Pokazano, że jednofazowy silnik indukcyjny z kon
densatorem pracy o układzie połączeń uzwojeń stojana typu L można 
analizować Jako symetryczną maszynę 2-fazową, przyłączoną do sieci 
jednofazowej poprzez niesymetryczny układ zasilający. Przedstawiono 
model, odpowiadający równaniom różniczkowym maszyny 2-fazowej w 2- 
osiowym układzie współrzędnych w postaci tzw. schematu rozkładu ma
szyny 2-fazowej na maszyny elementarne oraz podano zaoady graficz
nego wyszukiwania pasożytniczych momentów synchronicznych na sche
matach rozkładu.

Przeanalizowano pasożytnicze momenty synchroniczne I rzędu pow
stające w Jednofazowych silnikach indukcyjnych przy eliptycznym po
lu magnetycznym w szczelinie maszyny. Wskazano, jakie nowe pasożyt
nicze momenty synchroniczne i o jakich prędkościach synchronicz
nych pojawiają się w wyniku odkształcenia pola kołowego przez 
składową przeciwbieżną.

1. Wstęp

Analiza pasożytniczych momentów synchronicznych w jednofazowych silni
kach indukcyjnych napotyka - w porównaniu z trójfazowymi silnikami induk
cyjnymi, zasilanymi symetrycznym trójfazowym układem napięć sinusoidal
nych - na szereg nowych trudności, związanych przede wszystkim z występo
waniem eliptycznego pola magnetycznego w szczelinie powietrznej. Celem 
niniejszej pracy jest wskazanie na ogólne prawidłowości, dotyczące genero
wania pasożytniczych momentów synchronicznych w jednofazowych silnikach 
indukcyjnych z kondensatorem pracy, wynikająca z obecności w prądach sto
jana i wirnika - oprócz składowej symetrycznej zgodnej - składowej prze
ciwnej. Rozważania zostaną przeprowadzone ria podstawie schematu rozkładu 
maszyny na maszyny elementarne. Powyższa metoda badania momentów pasożyt
niczych dla maszyn asynchronicznych o dowolnej liczbie faz stojana i wir
nika została szczegółowo omówiona w monografii £2].
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2. Schemat rozkładu jednofazowego silnika indukcyjnego 
na maszyny elementarne

Sednofazowy silnik Indukcyjny z kondensatorem pracy o układzie połą
czeń uzwojeń stojana typu L Jest niesymetryczne maszynę dwufazowę

(rys. l). Wyodrębnienie rezystancji i indukcyjno- 
ści rozproszeń etojana oraz przetr&nsformowanie 
prędów, napięć i parametrów fazy pomocniczej na 
liczbę zwojów fazy głównej pozwala analizować 
niesymetryczne maszynę dwufazowe tak. Jak syme
tryczne maszynę dwufazowę, przyłęczonę do sieci 
jednofazowej poprzez niesymetryczny układ zasila- 
Jęcy (rys. 2) [3].

Równaniom różniczkowym symetrycznej maszyny 
2-fazowej we współrzędnych 2-osiowych (nowe współ* 
rzędne oznaczamy górnym wskaźnikiem (k)) odpowia
da model fizyczny, który - przy wstępnym założe
niu, że uwzględniamy kolejne wyższe harmoniczne 

przestrzenne przepływu (aż do harmonicznej 
ft-tego rzędu) - można sformułować mnemo
technicznie bez znajomości równań strans- 
formowanych. Model ten, ujęty w uproszczo
ne graficznie formę tablicy, nazywamy sche
matem rozkładu maszyny dwufazowej na maszy
ny elementarne.

Rozważmy dla przykładu dwufazowe maszynę 
klatkowe 2-biegunowe o liczbie żłobków eto- 
Jans 16 1 liczbie żłobków wirnika 17 (2p »

Rys. 1. Układ połę- 
czeń uzwojeń stoja

na typu L
Fig. 1. L-connection 
system of stator 

windings

J
•S Ii l

a? s
S.*
s

2, 21 • 16, ¿2 ° 17). Schamat rozkładu

Rys. 2. Symetryczna maszy
na 2-fazowa 1 niesymetrycz

ny układ zaeilajęcy
Fig. 2. Symmetrical 2-phase 
machine and asymmetrical 

supply system

powyższej maszyny na maszyny elementarne 
przedstawia rys. 3. ( i i »  38). Poszczególne 
kolumny odpowiadaje harmonicznym przestrzen
nym przepływu, zaś wiersze - kolejnym współ
rzędnym 2-08iowym stojana i wirnika.
Znak _ j reprezentuje symetryczne uzwojenie 
2-fazowe o prostopadłych i lewostronnie 

zorientowanych osiach faz, znak |_- uzwojenie 2-fazowe o prawostronnej 
orientacji osi faz, zaś znak | - uzwojenie jednofazowe. Każde z tych 2- 
lub l-fazowych uzwojeń posiada sinusoidalny rozkład krzywej okładu prędo- 
wego i może wytwarzać tylko jednę harmoniczne przestrzenne przepływu o 
rzędzie równym numerowi kolumny. Odpowiadajęce sobie fezy uzwojeń elemen
tarnych, zajmujęcych ten sam wiersz, sę galwanicznie szeregowo połęczone 
i zasilane kolejnymi współrzędnymi 2-osiowyai napięcia. Stojany i wirniki 
elementarne, zajmujęce tę sarnę kolumnę, sę elektromagnetycznie sprzężona.
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Rys. 3. Schemat rozkładu maszyny 2-fazowej na maszyny elementarne (2p ■
- 2, Ż2 - 17, a  - 38)

Fig. 3. Diagram of decomposltion of 2-phase machinę into element ary machi- 
nes (2p ■ 2. 2_ ■ 17, ft » 18)

Składają się one na cięg elementarnych maszyn o 2-fazowych stojanach i 
2- lub 1-fazowych wirnikach o różnych orientacjach osi faz.

Uzwojenia stojana generuję wyłęcznie harmoniczne nieparzyste 'J * 1,3, 
5,7,..., zań współczynnik skrótu dla 17 i 34 harmonicznej wirnika równa 
się zero. Pozwala to na zredukowanie schematu rozkładu, który przyjmuje 
postać przedetawionę na rys. 4. Dodatkowo czarnymi kropkami wyróżniono 
harmoniczne żłobkowe stojana ¿1 * p (V « 15 i 17) oraz 2 t p (^ * 31 i 
33).

3. Wyszukiwanie pasożytniczych momentów synchronicznych 1 rzędu

Pasożytnicze momenty synchroniczne I rzędu, odgrywające dominującą ro
lę wśród momentów pasożytniczych, powstaję w wyniku elektrodynamicznego 
współdziałania prędu reakcji pierwotnej stojana łs(o) z Pr9dami reakcji 

pierwotnej poszczególnych wirników elementarnych 1yA(v)' 9dzl8! ^  ” nu“ 
mer wirnika elementarnego, A, - numer wiersza schematu wirnika. Momenty te 
oznaczamy M^(o)(V)'- 9dzi8 wskaźnik jest numerem elementarnej maszyny



144 K. Kluszczyński

synchronicznej, zaś wskaźnik V -  numerem elementarnej maszyny wzbudzają
cej. Momenty pasożytnicze można łatwo wyszukiwać graficznie na podstawie 
schematów rozkładu. Największe znaczenie posiadaję te momenty synchro- 
nicze, w których powstaniu uczestniczę: harmoniczna główna (V ■ p), har-

moniczne strefowe (pasmowe) o rzędach V  ^  55—  oraz harmoniczne żłobkowe

(V a. +_ p. i  P •••)•
W maszynie o schemacie rozkładu przedstawionym na rys. 3 powstanę na

stępujące pasożytnicze momenty synchroniczne I rzędu:

M33(0)(l)j _ zwię2an9 z harmoniczna głównę V  ■ 1 (rys. 4)
M35(0)(1)J

M31(0)(3)'

37(0)(3)l _ ZWiąZane z harmonicznymi strefowymi
M29(0)(5) V  - 3,5,7 (rys. 4)
M27(0)(7)

M19(0)(15) 15(0)(19) _ 2więZane z harmonicznymi żłobkowymi
M37(0)(ol) i stojana V =  15,31 (rys. 5).

Mechanizmy generowania tych momentów przedstawiono odpowiednio na rys. 4

i 5.

Fig. 4. Generation mechanisms of synchronous parasitic torques related 
to working harmonic and to step harmonics: 3, 5 and 7
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Rys. 5. Mechanizmy generowania synchronicznych momentów pasożytniczych, 
związanych z harmonicznymi żłobkowymi stojana

Fig. 5. Generation mechanisms of synchronous parasitic torques related to
stator step harmonics

Na pasożytnicze momenty synchroniczne zwięzena z harmonicznymi żłobko
wymi stojana w istotny sposób wpływaję indukcyjności rozproszenia różni

cowego wirnika. W przypadku momentów Mig(o)(1 5 ) 1 M15(0)(19) 0 W8rt0Ścł 
lmpedancji rozproszenia różnicowego decyduje wartość impedancjl widziana 
z zacisków 2 wirnika elementarnego, zaś w przypadku momentów ^ 7 (05(3 1 )
1 M31(0 )(3 7 ) - impedancja widziana z zacisków 3 wirnika elementarnego 
(linie kropkowana na rys. 5). W pierwszym przypadku impedancja widziana 
z zacisków 2 wirnika elementarnego Jest równa reaktancji głównej 2 wirni
ka (naprzeciwko wirnika nie ma uzwojenia elementarnego stojana), w drugim 
zaś przypadku - reaktancja 3 wirnika elementarnego Jest w znaczęcy sposób 
pomniejszona przez tłumięce oddziaływanie 3 stojana elementarnego (wpływ 
ten ujmuje się przy pomocy współczynnika tłumienia). Gest to przyczynę, 

dla której momenty M37(o)(3i) 1 M3l(0 )(3 7 )' milno ie z**l«Z8n® z harmonicz
nymi wysokich rzędów, mogę przyjmować wartości porównywalne z momentami

M19(0)(15) 1 M15(0)(19)*



146 K. Kluszczyński

4. Pasożytnicze momenty synchroniczne I rzędu 
przy eliptycznym polu magnetycznym

Wszystkie maszyny elementarne ze schematu rozkładu są umieszczona na 
wspólnym wale mechanicznym, co oznacza, że moment maszyny jeet równy su
mie momentów elektromagnetycznych poszczególnych maszyn slementarnych. 
Momenty te można wyznaczać wprost ze schematu rozkładu na podstawie wzo
rów podanych w pracy [2].

Wyznaczmy przykładowo pasożytniczy moment synchroniczny 1 rzędu, pow
stający w 31 maszynie elementarnej (v  ” 1 . p “ 31) przy założe
niu, że składowe symetryczne: zgodna i przeciwna prądu reakcji pierwotnej 

stojana wynoszą odpowiednio: ig(o)I 1 ie(0)H' za^ k ł a d o w e  symetrycz
ne: zgodna i przeciwna prądu reakcji pierwotnej 1 wirnika elementarnego 
(po sprowadzeniu na stronę 1 stojana elementarnego): £,-1 (1)1 1 irl(l)II* 
Zespolone współrzędne 2-osiowe prądu przyjmują więc postać:

zaś pasożytniczy moment synchroniczny I rzędu w 31 maszynie elementarnej 
ma postać:

gdzie:

“ współczynnik uzwojenia stojana i wirnika oraz współ
czynnik 3kosu dla V  -tej harmonicznej przestrzennej.

— s(0) " ie(0)l® + is(0)lle
(k) -j v

( 1)

irl(l)l® * ^1 (1 )1 1®
(2)

^1(01(1) “ 31 LsrVR® (3)

(1)

to

- prędkość kątowa wirnika,

- kąt początkowego położenia wirnika.

Podstawiając wzory (1), (2) do wzoru (3) otrzymujemy:

= L,> 3 3
L j

4rlls3ięnl 1_ l̂ ( o ) i i i ( D i ®
j(32o>-2<oo )t lZ2t0 

0
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i * J32a>t J32<p„ 1
♦ Re |3ie(o)lirl(i)lie 8 J +

f « J32o>t J32V
+ R 8 {Ji.l(0)llirl(l)X8

f j(32o*2a> )t J32V> )1
* Re | 3iel(0)Ilirl(l)II8 8 Jj * (4)

Moment synchroniczny (4) posiada więc cztery składniki: składnik Mj j,
zwlęzany ze składowę zgodnę prędu stoJana i składowę zgodnę prędu wirnika

2<u -
o prędkości synchronicznej <o8 - -  - 3 ? % >  składnik Mj ZI zwlęzany
ze składowę zgodnę prędu stoJana 1 składowę przeciwnę prędu wirnika o 
prędkości synchronicznej a>s = O, składnik Mjj. I zwlęzany ze składowę 
przeciwnę prędu stojana 1 ekładowę zgodnę prędu wirnika o prędkości syn
chronicznej •  0 oraz składnik MjZ II# zwlęzany ze składowę prze
ciwnę prędu stojana 1 składowę przeciwnę prędu wirnika o prędkości eyn-

2a>0 2 
chronicznej o>8 - - - ^ S _  - - fjW,.

RozwaZaJęc kolejno wszystkie moillwe mechanizmy generowania pasoZytni- 
czych momantów synchronicznych I rzędu w Jednofazowych silnikach induk
cyjnych otrzymujemy tab. 1.

Tabela 1

Prędkości synchroniczne pasożytniczych momentów synchronicznych, 
związanych ze składowymi symetrycznymi i zgodnymi 1 przeciwnymi 

prędów stojana i wirnika

Mechantzmgenerowaniamomentu M" i . i M" u .  i* 1 t

Al.....AJ

ik-— -tl

0 2  o  o _ 2 o 0 
" J 7 7 0

T - j
ii— - A j 

_Ll----- Li

2 o 0 0 0 _ 2 o o
J»rv>
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Z tabeli 1 wynika, Ze pojawianie eię składowej przeciwnej prędu powo
duje powstanie nowych momentów pasożytniczych o nowych prędkościach 
synchronicznych. Zasadę opiaujęcę generowanie się nowych pasożytniczych 
momentów synchronicznych przy przejódu od kołowego pola magnetycznego 
do pola eliptycznego zilustrowano na rys. 6.

Pole kotoue Pole eliptyczne

Rya. 6. Synchroniczne momenty pasożytnicze przy polu kołowym 1 eliptycz
nym

Fig. 6. Synchronous parasitic torques in presence of circular and elipti-
cal magnetic field
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EAPA3HTHHB CHHXPOHHHE MOMEHTH 
B 0AH0SA3HUX ACHHXPOHHHX JtBHrAIEJIHX

P •  8 B M e
IIoKasaao, <txo oxao<$>a.3aHii acaaxpoBHnfl ABHraieJiB c nocxoaaao BKxmiiHHbni 

ROBAeHoaxopoM c L -  oCpasHott cxeuoti coeAaaeHaa oOmoiok cxaxopa, moxho 
aHanH3HpoBaTb xax oauueTpa'iHyjo Asyxij>a3HyH> Mamaay npacoeAHHeHHyjo k oaho- 
(Ja3Koii cexH aepea HecHMMexpa'iHyio naxanmyio cacxeuy. IIpeACiaBxeHa uo^enb 
cooiBexoxByniaii AH$$epeHqa&xi>Bmi ypaBHehhhu AByx$aaHott uamasa b XByxooeBofl 
cacxeue xoopAHaax b bha« x .b .  oxexu paaxoxeaaa AByx$a3aott uedirhu aa  sxeueH- 
rapBbie wamHHu. £aan npawepu rpagaaecxoro  noacaa napa3axanx caHxpoaanx 
MOMesTOB aa cxeuex paaxoxeaaa.

npoaaaaapapoBaBu napaaaxaue caHxpoaaae aoueaxu i  nopaAxa* BoaaaKaMnae 
b  0AH0<i>a3HHx aoHBxpoHHHx Asaraxexax npa exanxBaecKOM Maraaxaox noxe b  aasope 
Mamaxu.

yxa3aaot xaxae hobhs napasaxaue caHxpoaaae iioneaxu a o icaKRiiH oaaxpoaau- 
mb oRopooxaxa noaBxaxacb 0a b pesyxxaxe acKaxeaaa xpyroBoro noxa aepes 
npoTBBOBpanaiomy» oooxaBxauqyB.

PARASITIC SYNCHRONOUS TORQUES IN SINGLE
PHASE INDUCTION CAPACITOR MOTORS

S u m m a r y

It has bssn shown that a single - phase induction capacitor motor 
with L - connection of atator windings can ba treated aa a symmetrical 
2-phase machine connected to a single - phase network through an asymme
trical aupply system. The model corresponding to differential aquations 
of a 2-phase machine in 2 - axis coordinate eystem has bean presentedt 
it has a form of ao-called diagram of decomposition of a 2-phase machine 
into elementary machines.

The rules of graphical eaarching of the parasitic synchronous torques 
on decomposition diagrams have bean given. Parasitic synchronous torques 
of I order generated in single - phase induction motors in presence of 
elliptical magnetic field in the machine gap have bean analysed.

It has been pointed, which new parasitic synchronous torques and of 
what synchronous epadd appear as a result of circular field distortion by 
backwaard - rotating quantity.
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MNOŻNIKI IMPEDANCDI

Streszczenia. Przedstawiono teoretyczne koncepcję budowy trój- 
wrotnlkdw na bazie źródeł sterowanych oraz podwójnie sterowanych, 
reallzujęcych iloczyn inpedancji dowolnych dwójnlków dołączonych 
do zacisków wyjściowych. Układy te nazwane mnożnikami inpedancji, 
podzielono na trzy grupy według właściwości realizowanych przez nie 
dwójnlków. Mnożniki inpedancji typu A modelują dwójniki zależne 
od jednej zmiennej zaciekowej, typu B - zależne od obu zmiennych 
zaciskowych, natomiast typu C realizują dwójniki, dla których jedna 
zmienna zaciskowa może przybierać wartość dowolną. Pokazano po 
jednym przykładzie z każdego typu praktycznej ich realizacji z za
stosowaniem wzmacniaczy operacyjnych 1 analogowych układów mnożą
cych. Podano teoretyczne przykłady modelowania za pomocą mnożników 
impedancji uziemionych i swobodnych dwójnlków sterowanych (np. in- 
dukcyjność sterowana napięciem), nieliniowych (np. pojemność o za
danej charakterystyce nieliniowej w układzie współrzędnych naplę- 
cie-ładunek), pewnych dwójnlków osobliwych (np. dwójnlka będącego 
jednocześnie zwarciem lub źródłem prądowym) oraz dwustronnych 
wzmacniaczy mnożących rezystancyjnych i impedancyjnych.

1. Wstęp

Wprowadzenie do teorii obwodów analogowego układu mnożącego pozwala bu
dować źródła sterowane iloczynem dwu zmiennych zaciskowych. Źródła takie 
można nazwać źródłami podwójnie sterowanymi [V].

Na ich bazie można modelować podstawowa aktywne układy o sterowanych 
parametrach takie. Jak: konwertor starowany [V], inwertor sterowany [7] 
lub w ogólnym przypadku rezystancyjne aktywne obwody parametryczne [3],
[6] , [li], [12]. W układach tych poprzez wewnętrzne sprzężenia zaoieków 
sterujących z dowolnymi innymi uzyskuje się aieci nieliniowe o zadanych 
parametrach [3], [8], [li], [12]* Można także wprowadzając do nich ele
menty reaktancyjne uzyskiwać parametryczne lub nieliniowe sieci inercyjne 
[10].

Dalszy, rozwinięciem układów z analogowym układam mnożącym może być 
opisany poniżej mnożnik inpedancji, zawierający wewnątrz sprzężenie zacie
ków sterujących źródło podwójnie starowane z wejściem, przez co Jest on 
układam bardziej uniwersalnym, pozwalającym modelować wszystkie wymienio
ne bloki oraz dodatkowo inne o nowych własnościach.
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Mnożnikiem impedancji (MI) będzie nazywany rezystancyjny aktywny trój- 
wrotnlk nieliniowy (rya. 1 ). którego zaciski li' nazywane będę wejścio
wymi, natomiast zaciski 22' oraz 33' wyjściowymi.

3eżell założy się, ża zaciski wyjściowe mnożnika impedancjl obclężone 
aę dwójnikani 02 1 Dj opisanymi ogólnie równaniamis

a2u2 m a2^2‘ (l)

a3u3 ■ *3Ł3' {2)

w których a2< b2 * *3 » bj mogę być w najogólniejszym przypadku dowolnymi 
operatorami różnlczkowo-całkowymi nieliniowymi lub zależnymi od czasu, 
wtedy od strony zacisków wejściowych układ będzie widoczny jako dwójnik 
Dj, którego zmienne zaciskowe Uj lub 1^ będę funkcję operatorów (oraz ich 
odwrotności) z równań (1 ), (2 ), czyli:

Di ! ut * ̂ " f[»2,^®21 ^*^2,^ 2 1 ^**3'(a31 ^,̂ 3 ' ^ 3 1 ^'ul'il] “

- kf2 [a2 .(a^1 ).fi2 , ( ^ 1 ).u1 .(lł )] .

’ f3[a3^a31 ^'^3,^b3ł ^,Ul*^il^]

Funkcja f ma zawsze postać iloczynu dwu funkcji, gdzie k Jest 
współczynnikiem zależnym od stałych parametrów układu (np. od wepółczynni 
ków wzmocnienia źródeł sterowanych).

Z faktu istnienia w funkcji f operatorów odwrotnych do S2 , ^ 2 , Sj, 

wynika warunek, aby operatory opisujęce dwójniki Oz i C>3 były komutuję- 
ce, czyli posiadały operator iripedancji:
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(4)

lub admitancji:

y - b a. (5)

Funkcja f2 w relacji (3) będzie zależna tylko od operatora impedan- 
cji lub admitancji dwójnika 02, natomiast funkcja tylko od operato

ra lmpedoncji lub admitancji dwójnika Dj. Wyraża to relacja:

Fakt ten uzasadnia nazwanie opisanego układu mnożnikiem impedsncji.

3. Rodzaje mnożników impedanc.1l

Opisany ogólnie mnożnik impedancjl można zamodelować za pomocę Jednego 
źródła podwójnie sterowanego oraz dwu źródeł sterowanych. W zależności 
od doboru rodzaju źródeł oraz zmiennych sterujęcych otrzymuje się 20 wer
sji MI, przy czym ze względu na ogólne własności dwójnika wejściowego 
można je podzielić na trzy grupy A, B, C przedstawione odpowiednio w ta
blicach 1. 2 i 3.
Dwójnlki D1A dla grupy A opisuję zależności:

(6 )

lub
[*2* (V2 ),z3* ̂ 3 ^ J

(7)

Dwójnlki 01Q dla grupy B opisuję zależności:

lub (8 )

Natomiast dwójnlki D1(. dla grupy C opisuję zależności:

ij - dowolne

lub > (9)

Uj - dowolne
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Tablica 1
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Tablica 2
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Tablica 3

M n o żn ik i  im p e d a n c jc  typu C

Lp ' S c h e m a  t
jtck. cc ¿nośęc 

opt s uja, cg d u? ójrt i k L)4

u< - u ') 

¿i - oLoHoLne

ur oc(% 6tßu,)(a\*%£Ui) 

i f - o lowo L ne.

u  u ,J

¿1 ~ dowol tne

l
i, = «X j

Ut -  dowolne.

U, - dow olne

U1 -  olowol n e
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4. Przykłady realizacji MI

Praktyczna układy modelujęce swoim działaniem mnożniki impedancji moż
na zbudować z jednego analogowego układu mnożęcego oraz w zależności od 
potrzeby - z kilku wzmacniaczy operacyjnych.

Na rys. 2 przedstawiona jest praktyczna realizacja MI typu A (p. 2, ta
blica 1). W realizacji tej układ mnożęcy posiada dwa napięciowe wejścia 
różnicowe i opisuje się relację U 2  = k U x U y ,  natomiast współczynniki cC ,

Na rye. 3 przedstawiona jest praktyczna realizacja MI typu 8 (p. 1, 
tablica 2).

W realizacji tej współczynniki ot, fi i "f wynoszę:

Ot m k

(9)

nł?<

Rye. 2

P “ G1 + G2
4

(10)

f  « nR0 (G5 ♦ G6 ) dla R
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Gt

;
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Na rys. 4 przedstawiona Jest natomiast realizacja praktyczna MI typu C 
(p. 1, tablica 3).

W realizacji tej współczynniki <*, (3 1 wynoszę:

<* - knmRo2Ro3

P ■ 1 (11)

t  -
W podobny sposób modelujęc odpowiednio źródła podwójnie sterswane za 

pomocę układu mnożęcego oraz napięciowe i prędowe źródła sterowane można 
zrealizować wszystkie układy MI przedstawione w tablicach 1, 2 i 3.

5. Przykłady zastosowań MI

Oeżeli w mnożnikach impedancji typu A lub B Jeden z dwójników 02 , 
przyjęć Jako źródło prędowe lub napięciowe, wtedy staję się one konwerto
rami lub inwertorami sterowanymi przy czym wielkoócię sterujęcę Jest 
wartość prędu lub napięcia przyłęczonego źródła. Rodzaj źródła dobiera 
się tak, aby dwójnik wejściowy nie był zależny od operatorów dwójnika na 
zaciskach z włęczonym źródłem sterujęcym. Przykładowo dla MI z tablicy 1 
punkty 1, 2, 4 oraz 6 w miejsce dwójników Dj należy włęczyć źródło na

pięciowe, natomiast dla MI z punktów 2 1 5  źródła prędowe. Za pomocę tak 
zbudowanych układów można zmieniać wartość Impedancji dwójnika w za
leżności od rodzaju dwójnika D2 oraz wielkości prędu lub napięcia przy- 
łęczonych źródeł sterujęcych. Uzyskuje się zatem możliwość symulacji 
szerokiej klasy dwójników parametrycznych. Na rys. 5 pokazany jest przy
kład modelu indukcyjności sterowanej napięciem E, zbudowanej na MI typu A 
(p. 3, tablica 1).

W układzie tym zachodzi:
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etęd dla zacisków wejściowych zachodzi:

dil
U1 “ cCi2u3 3t^- (13 >

Mnożniki impedancji umożliwiaję także modelowanlo nieliniowej impedan- 
cji typu reaktancyjnego za pomoce rezystancji nieliniowej. Na rys. 6 
przedstawiony Jest przykładowo układ zbudowany w oparciu o MI typu A 
(p. 6 , tablica 1 ), którego dwójnik wejściowy 0  ̂ Jest pojemnościę nie
liniowe zależne od funkcji nieliniowej opisujecej rezystancję rn3*

D i = > O

W układzie tym zachodzi:

du_ du,
h  m c ar- ■ P ar- *

U3 “ RN^ł3^ " RN ^ U1^'

(14)

(15)

Zatem dla zacieków wejściowych otrzymuje się:

ii - « o y f u j )  g-1. (16)

Równanie (16) opisuje kondensator nieliniowy, który w układzie współ
rzędnych napięcie - ładunek opisuje funkcja:

q(u) «CCC J  RN (*fu)du. (17)

Oeżeli w tym układzie rezystancję nieliniowe Rjg zaetępi się rezystan
cje regulowane Rj (potencjometr), wtedy można uzyekać dwójnik Jako
pojemność regulowane zmianami rezystancji R^.

Za pomoce MI można otrzymywać także, co wynika wprost z ich definicji, 
rezystancje (lub konduktancje) nieliniowe o charakterystykach będecych 
iloczynem funkcji opisujecych rezystancje na zaciskach wyjściowych.

MI typu B 1 C przy pewnych rodzajach dwójników wyjściowych 02 i D3 i 
odpowiednim doborze parametrów ot, |ł , •f mogę zachowywać się jak układy 
osobliwe. Ilustruje to przykłady z rys. 7 1 8 .
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|cćU ,U3 ftut
*3

Rys. 8

Na rys. 7 Ml typu C (p. 1, tablica 3) obciążony jest na wyjściach kon- 
duktancją G2 oraz źródłem prądowym Ij. Napięcie wejściowe uŁ opisuje 
równanie

U1 “ oCP G2I3u1 “ k(I3 )ul* (1 8 )

Mogę zatem zachodzić dwa przypadki w zależności od wartości prędu I3 :

a) dla k(l3 ) f i  u^ « 0, stęd przy i1 dowolnym układ widziany jsst od
wejścia jako zwarcie.

b) dla k(Ij) « 1 u^ może być dowolne, co oznacza, ża przy 1^ dowolnym 
układ symuluje norator.

Na rya. 8 MI typu B (p. 1, tablica 2) obciążony Jest rezystancjami li
niowymi Rz 1 f?3 .

Napięcie wejściowe opisuje równanie:

Uj •’< * ^ 2 R3ul1l' 

co można zapisać jako: 

U1 " kulil*

(19)

(20)

Ola prądu ui n,°ż® być dowolne, natomiast dla wszystkich innych
wartoścj. prądu ij napięcie u^ • 0. Dwójnik 0^ opisuje zatem charak
terystyka przedstawiona na rys. 9. Można go uznać za przesunięty o prąd ę 
dwójnik osobliwy nazwany w pracy [9] noratorem bezeocowym.
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ś
1
k

U

Rys. 9

6. Obustronny wzmacniacz mnożący

Jeżeli w układach MI przyjęć zaciski .li' jako wyjściowe, do których 
przyłęcza się pewien dwójnik Dj, a zaciski 22' i 33' przyjęć jako wej
ścia układu, otrzyma się czwórnik parametryczny posiadajęcy pewne specy
ficzne własności, ze względu na które można go nazwać dwustronnym wzmac
niaczem mnożęcym. Na rys. 10 przedstawiono układ zbudowany na bazie MI 
typu A (p. 2, tablica 1), do którego zacisków ll' dołęczono konduktan- 
cję Gj.

□la układu tego zachodzi:

Glul

stęd zmienne na zaciskach wejściowych opisuję zależności: 

u2 - P *  G1i2i3 

u3 ■'!T'*Gl12i3

(21 )

(22)

Gi
— C Z >

Rys. 10

Na ich podstawie można narysować schemat zastępczy układu z rys. 10, 
który jest przedstawiony na rys. 11.

W układzie tym występuję w obu równaniach opisujęcych wejścia iloczyny 
prędów wejściowych, co uzasadnia przyjęcie dla niego nazwy "dwustronny 
wzmacniacz mnożęcy”.
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t y  i
J Ł3 L,

/

Rys. 11

Model takiego układu przed
stawiony Jest w pracy [s], 
przy czyn nazwany jest on tan 
dwuwejśclową liniowe konduktan- 
cje sterowane. Układ z rys. 10 
może zmieniać swoje własności 
w zależności od rodzaju dwój- 
nika Dj. I tak przyjmujec 
konduktancję jako nieli
niowe, opisane zależnością

il “ G1N^u1^' otrzVBuj° 8ię dla »*«jćć równania:

u2 “ P

U3 - T O l N ^ S J *

(23)

z których wynika, że rezystancje R2 i R3 se jednocześnie nieliniowe i 
parametryczne.

Natomiast zakładajęc 0^ jako kondensator opisany zależnoście ±1 ■ 
■ C duj/dt otrzymuje się równania:

di2 di
U2 - * p C ( i 3 gę- + i2 gę-), 

di, di
u3 art~ + i3 ar- 5 *

(24)

Modeluje je układ przedstawiony na rys. 12, złożony z rezystancji i 
indukcyjności starowanych, można go zatem nazwać inercyjnym dwustronnym 
wzmacniaczem mnożącym.

Rys. 12

Oyustronne wzmacniacze mnożące budowane na bazie MI typu B mają tylko 
jedno z wejść zależne od impedancji dwójnika , a w budowanych na bazie
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MI typu C żadne z wejść nie zależy od tego dwójnika. Ilustruję to odpo
wiednio przykłady przedstawione na rys. 13 1 14. dla których zachodzi:

G2 -ocpu3 . ■cCf (25)

*2 “ i3' ?3 ■ <*ył2* (26)

Rys. 13

oćtj,¿3

r n  r € H
CD(bo., Gi <Tu f

Rys. 14

7. Modelowanie dwó.jnlków nleuzlemlonych

Stosując dwa MI połączone za sobą zaciskani wyjściowymi, otrzymuje się 
układ czwórnlkowy pozwalający symulować parametryczne lub nieliniowe dwój- 
niki nieuzienione. Na rys. 15 przedstawiony jest taki układ zbudowany 
z mnożników impedancji typu A (p. 6, tablica 1).

Dożęli dwójniki 0A  1 D3 opisuję równania:

SAUA * V a

a3UB “ bBiB*

to z układu wynika, ż e :

*A m P 2U2 - P l Ul 

UB “ r 2U2 " * 1 U2

(27)

(28)

i
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W b

>

f i s

- C = h

Q ) .

o  o

Rys. 15

co po uwzględnianiu zależności (27) daje:

UA ■ SZlBA (P 2 u2 " I W

ŁB " bB aB ^ 2 U2 - f l Ul^

Stęd dla prędów wejściowych otrzymuje się równania:

11 ” <<l*AlbA ^ 2 U2 “ ^ l Ul^bBlaB ^ 2 U2 “ “̂ 1U1 ̂

12 -  <*2a Al b A ^ 2 U2 “  P l ul  b̂Bl a B ^ 2 u2 “ ^ 1 U1^* 

Jeżeli założy się identyczność obu MI, czyli:

*1 - < 2  -<*• h  - P2 ■ p* ?i - r 2 - r.

wtedy:

11 “ Ł2 " <<aa bA U2 “ Ul^]bB SB [ ^ U2 “ U1 j] •

(29)

(30)

(31)

-r
D.ta

Równania te można zamodelować układem 
z rys. 16.

Dwójnlk D12 może być parametryczny lub 
nieliniowy w zależności od doboru dwójni- 
ków Da i Og. I tak, jeżeli przykładowo 
przyjęć 0A jako rezystancję RA , a DQ 
jako źródło prędowe o wydajności prędowej 
la , to'dwójnik 012 opisuję równania:

Rys. 16
il “ *2 , < P ra V u2 ” ul^* (32)
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Oest to konduktancja nieuziemiona, sterowana prądem IQ . Postępując po
dobnie można otrzymywać dwójniki nieuzismione o własnościach analogicz
nych do przedstawionych w przykładach w punkcie 5.

8. Wnioski końcowe

Przedstawiona koncepcja mnożnika impedancji wydaje się być układam 
uniwersalnym, pozwalającym modelować obwody parametryczne i nieliniowe 
o nietypowych własnościach. Układy trójwrotnikowe MI można w łatwy sposób 
rozszerzyć na wielowrotnikowe i nazwać je wielokrotnymi mnożnikami impe
dancji. Uzyskuje się to dwoma sposobami: przez zastosowania wielowejścio- 
wego układu mnożącego możliwego do uzyskania przez złożenie dwuwejścio- 
wych układów mnożących oraz przez łańcuchowe łączenie odpowiednich trój- 
wrotnikowych MI.
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MHOKHTEJM HMUEMHCOB 

F e 3 b m e

B OTaibe npexciaBÆaeTCH leopeimiecKHÎÎ sauucji nooipoeHun TpexBxoxHtix 
•xeKtpB'teoxKX chotbm , on.npanob Ha ynpaBJijieMHx uctouhhkêlx a bxbo#h6 y n p a- 
b x x s m h x  HcionHHxax, ooymeoTBxaeMHx npoH3BexsHne HunexaHcoB npoHSBoxbHux
X B y x n O Æ B C H H K O B  D O X X X W ie H H H X  X  H X  B H X O f la X ,  3 l H  C H C T 6H U  H a 3 B a H H H 6 H H O X H T e X M lH  

H u n e x a H C O B  p a s x e a x B T O H  H a  c p n  r p y n n u  b  c o o t b ô t c t b h h  c o  c B o f t c T B a x H  o c y m e c T -  

B Z X e M H X  HHMH X B y x n O J IB C H H X a M H ,  M h O X H T B JÏH  H M D e x a H C O B  T H n a  A x o x e j i H p y B i  

X B y X O O Z B O K H K H  S a B H C X H U e  OT OXHOft 3aXH M H O ft n e p S X e H H O S ,  T H n a  B -  B a B H C H lIH e  

o *  X B y x  s a x H M K H x  n e p e i ie H H U x  a  T a n a  C -  o c y n e c i B x a i o T  x B y x n o x B C H H K H ,  x z x  

x o i o p u x  o x s a  a s  s a x H M H H X  n e p a u e H H H x  x o x e T  6h t h  n p o H 3 BO JTB H ott. I I p e x c T a B a e H i i  

n o  o x H O K y  n p H ü e p y  H 3  x a x x o r o  x a n a  n p a x i K H e c x o r o  o c y q e c i B x s H H x  o n p H x e H S H H a u  

o n a p a u a o H S H x  y o x x H T e x e f i  h  a n a j i o r o B K x  i î h o j c h t b x b h u x  c h c t s u .  n p e x o T a B x x B T o a  

T e o p e i H H e c x x e  n p a x e p u  x o x e x H p o B a H H x  c n p m e a e i i H e i i  H H o x H i e x e t t  a x n e x a a c o B  

s a s e t u a H H H x  a  c b o O o h h x  y n p a s x x e x u x  x B y x n o x B O H a x o B  ( a a n p a u e p ,  H H x y x i H B H o c T b  

y n p a B x a e x a a  B a n p x x e H H B x ) ,  H e X H H e it H u x  ( H a n p a x e p ,  e u x o e i b  a x e r a ?  a a  H e x a H e B -  

H o o t b  b  O H C T M te  x o o p X H H a i  H a n p a x e H H e  -  3 a p a x ) ,  a e x o T o p u x  a H o x a x b B u x  x s y x -  

SO X B O H H X O B  ( H a n p H X e p ,  X B y x n O X B C H H X ,  a B X H K m a ftC H  O X H O B p e X0 HHO XO pO T K H M  3a x u -  

K a B H e U  H XH  H C T O H H H K O X  S O K a ) , a  T a x x e  X B y X O T O p O H H H X  M H O X H T e X b H H X  p G 3H C T H B H U X

h HunexaBCHHX yoaxalexefl.

IMPEDANCE MULTIPLIERS 

S u ■ ■ • r y

Teoretlcal conception of the conetruction of 3-port networks baeed on 
controlled and double controlled sources realizing the product of impe
dances of arbitrary two - terminal networke connected to their output 
terminals has been described. These networks called impedance multipliers 
have been divided into three groupe A, 6, C according to their properties. 
The impedance multipliers of type A are used for modelling the two - porte 
dependent on one terminal variable, those of type B - dependent on both 
therminal variables, while the multipliers of type C realizet the tow - 
terminal networks for which one terminal variable may be of arbitrary 
value. The examples of each type of their practical realization with the 
usa of operational amplifiers and analog multipliers have been given. 
Theoretical examples of modelling grounded and ungrounded controlled two 
- terminal networks (for example voltage controlled Inductance), non - 
linear two - terminal networke (for example, capacitance with prescribed 
non - linear vpltage - charge characteristic), eome singular networke 
(for example, two - terminal network which la a short - circuit end a 
current source simultaneously) and bilateral resistance and impedance 
multiplier amplifiers by meane of impedance multipliers have been given.


