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ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLISKIEJ 
Seria: ELEKTRYKA z. 113 Hr kol. 9a3

__________ 1 3 9 1

Bernard BAROH

ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH DO ROZWIĄZYWANIA 
PROBLEMU DIRICHLETA DLA DWUWYMIAROWEGO RÓWNANIA LAPLACE*A

Streszczenie. W pierwszej części pracy sformułowano problem Di- 
richleta dla dwuwymiarowego równania Laplsce’a w postaci równoważ­
nego układu równań całkowych pierwszego rodzaju opierając się na 
teorii potencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej. Zgodnie z 
ideą metody elementów brzegowych dokonano aproksymacji potencjału 
logarytmicznego zadanego na dowolnych konturach. Elementy macierzy 
otrzymane w wyniku aproksymacji wyrażono w postaci kombinacji funk­
cji standardowych zależnych od współrzędnych punktów węzłowych kon­
turów. Otrzymano w ten sposób ogólną procedurę dla numerycznego roz­
wiązywania pól elektrycznych w układach dwuwymiarowych.

1. Sformułowanie problemu Dirichleta dla dwuwymiarowego równania 
Laslace’a w postaci równoważnego równania całkowego pierwszego 
rodza.iu

Obecnie dużo uwagi zwraca się na rozwiązywanie pól elektrycznych quasi- 
- statycznych metodą równań całkowych. Szerokie zastosowanie tej metody 
podyktowane jest wieloma zaletami, z których główna polega na możliwości 
obliczenia pola w nieograniczonej przestrzeni. Do innych zalet należy rów­
nież zaliczyć możliwość konstruowania najbardziej prostych i ogólnych pro­
gramów, pozwalających obliczyć pole elektryczne przy dowolnych kształtach 
powierzchni granicznych z rozdzielenia ośrodków, jak również możliwość 
otrzymania rozwiązań zagadnień polowych w przejrzystej zwartej formie, 
tj. w postaci potencjałów [4, 10, 13, 14j.

Do obliczenia pól elektrycznych generowanych przez naładowane przewod­
niki bardzo często wykorzystuje się równanie całkowe pierwszego rodzaju 
[?> 8]. co zapewne podyktowane jest bezpośrednim stosowaniem potencjałów 
warstwy pojedynczej ładunków.

Dwuwymiarowy model pola elektrycznego można stosować w przypadku roz­
patrywania układów przewodów prowadzonych równolegle względem siebie oraz 
przy założeniu, że odległości między przewodami są dostatecznie małe w po­
równaniu z ich długością.

Z praktycznego punktu widzenia zewnętrzny problem Dirichleta dla dwu­
wymiarowego równania Laplace’a ma bardzo duże zastosowanie. Poszukiwanie
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rozwiązania tego problemu będzie prowadzone w postaci potencjału logaryt­
micznego warstwy pojedynczej.

, 2Niech na płaszczyźnie R dany jest układ D ^ i  = 0, 1,...N) rozłącz­
nych obszarów ograniczonych jednospójnych, których brzegi fc1' są krzywymi 
zamkniętymi klasy C1. Poszukuje się rozwiązania V(X) zagadnienia Di- 
richleta dla dwuwymiarowego równania Laplace’as

N
AV(X) = 0 dla X£R2 - [J Dj (1)

i=0

z warunkami brzegowymi

V(X) = V1 dla XeE.1 (i = 0, 1, 2 N) (2)

znikającego w nieskończoności w postaci potencjału logarytmicznego warstwy 
pojedynczej:

Np

v ( x )  = m ,  2  $  6 k ( Y ) m  [ T k r l d l Y = ^  f 6 ( Y ) l n [ i w ] d l Y ( 3 )
k=0 l L J

gdzie:
1 N_

- C u  Z ••• c p ,
1 / 2

| XY | =* ™ y-j) + (x2 ™ ^2^ J *

dly - miara konturu £ ze względu na współrzędne punktu Y.

Ażeby jednak potencjał określony wzorem (3) znikał w nieskończoności po­
trzeba i wystarcza, aby Jjb]:

Np
f 6(X)dlx = f 6 k (X)dlz = 0. (4)
C k=° tk

Łatwo zauważyć, że w przypadku gdy punkt X zmierza do nieskończoności 
(rys. 1) to funkcją V(X) zmierza do zera (wynika to z występowania ekra­
nu).
W przypadku braku ekranu podczas badania pola elektrycznego linii
trójfazowej zakłada się dodatkowo, że rozłączne obszary znajdują się 
w półpłaszczyźnie x2 >  0 (rys. 2).
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.Xf

Rys. 2. Obszary w okładzie współrzędnych x1 0 x2 
Pig. 2. The Di regions in the coordinate systea x1 O
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W tym przypadku warunki brzegowe (2) pozostają bez zmian, natomiast dla 
x2 = 0 przyjmuje się potencjał V(x1, x2) równy zeru:

V(xr  0) = 0 . (5)

Kozwiązanie tak postawionego zagadnienia Dirichleta dla dwuwymiarowego 
równania Laplace*a można otrzymać stosując metodę obrazów elektrycznych 
względem prostej x2 = 0. N
Należy więc tak określić funkcję 6(Y) na brzegu fc = £°u Ł1u...utp, aby 
potencjał V(X) spełniał warunki brzegowe (2) (i ewentualnie (5) w przy­
padku braku ekranu £°), a na to potrzeba, by spełniony był następujący 
układ równań całkowych pierwszego rodzajus

NP
i Ś J  6k(y1* y2>ln - T - -   -= T  dlY - 2Łv1«n k=0 tk l/(y1-y1)2+(y2-x2)2

(6)

X(x^, x2) , 1 - 0, 1, 2,•••NP
(w szczególności Np = 3).

Znajomość rozkładu gęstości powierzchniowej ładunków zapewniających sta­
łość potencjałów na konturach pozwala, zgodnie ze wzorem (3), na roz-
wiązanie równania (1) z warunkami brzegowymi (2).

Przyjmując dla operacji całkowej typu potencjału logarytmicznego ozna­
czenie:

NP
Y l  .  .  i  g  /  e ‘ m i »  [ ^ ]  a i ,  <7 )

można układ równań całkowych(6) przedstawić w zwartej postaci operatoro­
wej:

Y L 6 = W (8)

gdzie:
W = 2LV1 dla XeC1 (1 = 0, ).

Problem Dirichleta dla dwuwymiarowego równania Laplace’a jest równoważny 
rozwiązaniu równania (8) z operacją liniową określoną wzorem (7)*

Jak łatwo zauważyć, operator (wzór (7)) jest operatorem liniowym 
i do badania równania (8) można zastosować teorię Banacha z analizy funk-
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cjonalnej [jl, 9^« W zagadnieniach elektrostatyki dziedzina i przeciwdzie- 
dzina operatora Y ^  sa przestrzenie funkcji rzeczywistych współrzędnych 
punktu X, np. przestrzeń funkcji ciągłych C, całkowalnych L1 i całkowal­
nych z kwadratem Lg odpowiednio na powierzchni S i konturze t. Jeżeli 
jednak rozpatrywać pole elektryczne ąuasi-statyczne sinusoidalnie zmien­
ne, wówczas należałoby dziedzinę i przeciwdziedzinę operatora Y ^  rozpa­
trywać w przestrzeniach zespolonych funkcji punktu na konturze , np. w 
przestrzeni funkcji całkowalnych z modułem L* lub z kwadratem I*. Jak 
wiadomo z analizy funkcjonalnej, rozpatrywane przestrzenie C*, L*, L* 
sa przestrzeniami Banacha Ql].

Jadro operatora całkowego (7) ma słaba osobliwość w przypadku, gdy punk­
ty X i Y pokrywają się. Jeżeli jednak operator Y^ jest określony w prze­
strzeni funkcji 6 całkowalnych z modułem (6eL*), to - jak wiadomo z teo­
rii potencjału [10] - operatory te przyjmują wartości przestrzeni funkcji 
ciągłych C* odpowiednio na konturach C.

Można wykazać, że operacja Y ^  jest ograniczona z C* w C*,a jako 
taka jest ciągła. Ponadto dowodzi się £8], że liniowa operacja Y L jest 
równocześnie operacją ograniczona z Lg (f) w L* (t).
Operacja Y ^  zdefiniowana wzorem (7) spełnia warunek:

Y l6 o 0 6 = 0 .  (9)

Warunek (9) jest warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, aby operacja 
liniowa Y l była odwracalna. Z warunku (9) wynika jednoznaczność rozwią­
zania (8), [i, 73.

2. Aproksymacja operatora całkowego

Konstrukcja układów równań całkowych, sformułowana w punkcie 1 jako 
równoważna problemowi Dirichleta dla równania Laplace’a, bazuje na opera­
torach całkowych typu potencjał logarytmiczny warstwy pojedynczej. Przy­
bliżone rozwiązywania tych układów równań całkowych wymagają określenia 
operacji przybliżonych do operacji podanych wyżej tak, ażeby normy tych 
operacji w Lg różniły się możliwie mało.

Do aproksymacji potencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej zadane­
go na dowolnym konturze zastosowana będzie aproksymacja ładunków w opar­
ciu o funkcje sklejane.

Centralnym zagadnieniem w przybliżonym rozwiązywaniu układu równań 
całkowych pierwszego rodzaju (6) jest aproksymacja potencjału logarytmicz­
nego (7). W aproksymacji tej należy przede wszystkim dokonać podziału kon­
turów Ł k na elementy i dla każdego z nich wybrać odpowiednia funk­
cję aproksymującą Wykonując następnie całkowanie po każdym z ele-



12 B. Baron

* wmentów Cj i sumując uzyskane wyniki, otrzymujemy operację orzybliżoną 
operacji (7). Jeżeli kontury są zadane w postaci parametrycznej i wy­
nik całkowania po da się przedstawić w postaci kombinacji funkcji
standardowych, to tzw. funkcje kształtu można przedstawić w postaci goto­
wych wzorów. Otrzymanie gotowych wzorów jest tym trudniejsze, im wyższy 
jest stopień funkcji aproksymujących. W takich przypadkach należałoby sto­
sować całkowanie numeryczne.
Jeżeli jednak punkt X6c^, to całka po elemencie jest całką niewłaś­
ciwą i jej numeryczne obliczenie jest utrudnione.
Ponieważ jednak całki te decydują o dokładności aproksymowanego operatora 
T/̂ , należy je wyznaczyć możliwie najdokładniej metodami analitycznymi.

Jeżeli kontury przewodów nie są zadane analitycznie, lecz w posta­
ci ciągu punktów Y^(i = 1, 2,...,Nk) (k = 0, 1,...,N ), to w konstrukcji 
operacji bliskiej dla operacji (3) należy również dokonać aproksymacji 
konturów.

Formalnie rzecz biorąc, całkowanie po elementach Gj można dokonać 
jakąkolwiek metodą kwadratury [̂ 11] - Jednakże przy całkowaniu na dużych 
odcinkach metody te dają duże błędy. Są one uwarunkowane słabą osobliwoś­
cią jądra operacji typu potencjału logarytmicznego 'V̂ , które maleją dosta­
tecznie szybko przy oddalaniu się od rozpatrywanego punktu.

Zwiększenie dokładności aproksymacji potencjału (7) może być osiągnięte 
przez zastosowanie tzw. funkcji sklejanych do aproksymacji funkcji gęstości 
ładunków 6^(X) na elementach podziału konturów [jf].

2.1. Potencjał logarytmiczny warstwy pojedynczej zadanej na dowolnych 
konturach

Punktem wyjścia dla dyskretyzacji potencjału logarytmicznego jest
określenie dla zadanych punktów Y^e^ii = 1, 2.....Nk ) poszczególnych
konturów przewodów, funkcji aproksymujących kształt tych konturów..IrNajprostsza aproksymacja danego konturu C polega na zastąpieniu go

kkrzywą łamaną składającą się z odcinków łączących sąsiednie punkty YŁ 
podziału konturu fck. W ten sposób zbiór punktów (y1t y2) konturu 
został zastąpiony zbiorem punktów (rys. 3)*

\c? ■ U «i,,
i=1

gdzie:

, i= {(y 1 *y2 >sy 1=y 1, i+ (yi', +1 “y1, i y2=y2, i+ <*2, i+1 "*2, i>£*

(1 1)
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X2

— ►
X1

Rys. 3« Oznaczenie wektorów wodzących 
Fig. 3- Designation of the radius-vectors

Tak przedstawione funkcje sklejane pierwszego stopnia (11) interpolujące
współrzędne y*^, yk ± punktów Yk £ « k (i = 1,2.... Nk ) (k = 0,1,...W )
są dane jednoznacznie £5].

W przypadku interpolacji konturów fck w postaci zbioru (10) funkcje 
gęstości ładunków będą aproksymowane funkcją sklejaną stopnia pierwszego 
interpolującą dane wartości 6 k w punktach podziału Yk konturu C k. 
Podobnie jak we wzorze (11) w zapisie funkcji interpolującej zastosowany 

l będzie parametr tj.s

=<6 ^ + (6^+1 - 6*)£ dla (y1,y2)elC^ti 0 <  £ <  1

0 dla (y1.y2)4^, i ( 1 2 )
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gdzieś
= 6 (Yj_) - gęstość ładunku w punkcie podziału Y^ konturu zwana 

zmienną węzłową.
Uwzględniając podstawienie (11) na współrzędne y^, y2 występujące w ją­
drze operacji (7) oraz zgodnie z oznaczeniami podanymi na rys. 3 otrzymu­
je się:

ta pL-r - 4 in   1 (13)
n I Yi*i+i I V+2 [(̂ î - (YiYi+i )]̂ +lXYi I2

dla I 6 t f  ,* 9 i
gdzieś

XYi ■ (y1,i ‘ X1} *1 + (y2,i " x23 ^2 (14)

Y i Yi+1 “ <y1,i+1 " y1,i> k1 + <y2+1 " y2, i3 k2 (15)

Dla przyjętej interpolacji (10) konturów £ k i aproksymacji funkcji gę­
stości ładunków (12) oraz zgodnie ze wzorem (13) operacja określana
wzorem (7) przyjmie postać przybliżoną;

^-kZ Z i łl̂ J[«i
k=0 i«1 0

x in  ̂ 1 ■ 1 ■ d£ . (16)

i  y F ? + i  \ \ z  +  2  [ ( x i 3  • ( y i  y i + i  3] 4 + i x Y i  i 2

Dyskusję całki występującej we wzorze (16) jako funkcji współrzędnych 
punktu X można ograniczyć do następującej całki;
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Całkę (17) można obliczyć stosując całkowanie przez części w zależności 
od usytuowania punktu X o współrzędnych (x1, Xg).

Jeżeli punkt X(x1, xg) nie leży na elemencie ̂  to całka (17) wyra­
ża się wzorem W*(X) _ a£(X)6^ + b*+1 (X)6^+1 , (13)

gdzie:
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Jeżeli punkt X leży na elemencie C 1 if to obliczenie całki (17) 
znacznie się upraszcza, należy jednak zauważyć, że staje się ona całką 
niewłaściwą, gdyż dla O ś ^  4  1 wyrażenie występujące pod logarytmem 
przyjmuje dla pewnego £ wartość zerową. Zbieżność tej całki wynika z 
ogólnego twierdzenia [jo] dotyczącego potencjału logarytmicznego.

Jeżeli punkt X(x^, x2) leży na końcach elementu £ k ^ (tj. *-y{, y*+1), 
to całka (1 7) wyraża się wzorami:

W^(Y^) sr a£(Yk )g£ + bi+1(Yi) 6k+1 (21)

gdzie:

ak (Y*) = i | y| | +1 |. 4  In | Yfif+11 + f ) (22)

b^+i (Yk ) = 1 |Y^Yki+1 |*<- \ ln|YiYi+1 I + ł>

oraz:

Wi (Yi + 1 ) = a i + 1 (Yi + 1 ) 6 i  + b i+1 (Yi+1 ) 6 i+1 ( 2 4 i
gdzie:

ai<Yi +i> -  h I*1*1+1I <-1 ^ l Yi Yi +i I + 1) <25)

*1+1 <3+1 > ■ siYiYi+ll*(- \ H33+1 I + i-  <26>
Uwzględniając wynik całkowania (17) we wzorze (16) otrzymuje się:

NP Nk Np Nk
Y Lp6 - e  S [ ai(x)6i + bi+i(x)6i+J  - S  S ° i (x)6i (27)

k=0 i=1 k=0 i=1

gdzie:

ck (X) = ak (X) + bk (X) . (28)

W ten sposób otrzymano ogólne wyrażenie (27) na operator przybliżony dla
operatora typu potencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej (7). Funkcje 
kształtu ck (X) dla tego przybliżenia wyrażają się poprzez funkcje ln, 
arctg o argumentach będących funkcją iloczynów wektorowych oraz skalarnych 
na odpowiednich wektorach (14), (15). Ta ogólna procedura obliczania 
sprowadza się tylko do podania współrzędnych punktcw Y^ podziału kontu-
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rów C*1 (k=0,1, oraz odpowiadających im zmiennych węzłowych 6^ bę­
dących gęstością ładunków w rozpatrywanych punktach, ażeby zgodnie ze wzo­
rami (27), (28), (19) i (20) otrzymać potencjał logarytmiczny w dowolnym 
punkcie.

3- Algebraizac.ia układu równań całkowych pierwszego rodza.iu

Zastosowanie metody elementów brzegowych pozwala na dyskretyzację ukła- 
( dów równań całkowych sformułowanych w rozdziale 2. Stosując mianowicie 
i aproksymację operatorów całkowych, występujących w tych równaniach, doko- 
i naną w punkcie 2 na bazie elementów brzegowych oraz zapisując te układy 
3 równań całkowych w tylu punktach, ile jest zmiennych węzłowych ustalonych 
( do aproksymacji tych operatorów, otrzymuje się algebraiczne układy równań 
1 będące przybliżeniem układu równań całkowych.

Przybliżając operator typu potencjału logarytmicznego warstwy pojedyn- 
c czej (punkt 2, wzór (27)), a następnie zapisując układ równań (6) w tylu 
I punktach X = Y^, ile jest zmiennych węzłowych (najwygodniej jest wybrać 
1 te punkty Y^, które posłużyły do przybliżenia operacji V L (7)), otrzy- 
nmujemy następujące przybliżenie równania całkowego układem równań linio- 
vi wych:

Hk
X  Ci(Yj)f3i = 2Evl (1=°,1. —  .Np) (29)
1=1 (1-1,2,...,^).-

U Układ (29) należy do źle uwarunkowanych, tj. nieduże odchylenie elementów 
mmacierzy c¿(Yj) prowadzi do znacznych odchyleń w elementach macierzy od- 
wwrotnej. Paradoksalność sytuacji przy rozwiązaniu układu (29) polega na 
t tym, że im mniejsze elementy podziału konturów tym większy może
b być błąd rozwiązania przy stosowaniu niedokładnych metod przybliżenia ope- 
r ratora (np. stosując całkowanie numez^rczne ). Praktycznie rzecz biorąc, 
n należy przyjąć dostatecznie gruby podział konturów, natomiast dostateczną 
d dokładność rozwiązania należy zabezpieczyć dużą dokładnością w obliczeniach 
w współczynników (Yj) układu (29). Otrzymane w pracy wzory na elementy 
CC* (y!) macierzy układów równań (29) zapewniają zachowanie dokładności ob- 
1 liczeń, co potwierdza poniższy ekspezyment numeryczny.

N,PE
k=0
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4» Obliczenia testu.iace

Opracowany algorytm przetestowano na przykładzie obliczeniowym dla da­
nych z rys. 4, tj. dla przewodnika umieszczonego wewnątrz ekranu. Do obli- 
czeń przyjęto*

R.j = 0,2 m

Rg = 0,4 m

~ liczba punktów węzłowych podziału
Kg = 16 przewodów
V 1 * 10000 V

v2 = 0 V

k=1,2 - numery przewodów
1=1,2,...,16 - numery punktów węzłowych

“ punkty węzłowe podziału konturów przewodów.

Rys. 4. Aproksymacja konturów układu dwóch współśrodkowycb przewodów szes-
nastokatem foremnym

Fig. 4. Approximation of the circuit of two concentric conductors with
a regular sixteen,
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Dla dwóch współśrodkowych przewodów walcowych rozkład składowej Er 
wektora natężenia pola elektrycznego (R1 ś  r <  Rg) dany jest dokładnym 
wzorem analitycznym:

V. - v2
ir   JT- • (30)

r ln 57

Natomiast potencjał V(r) dla R1 ^  r R,
R2 

ll> r̂V(r) = (V, - V2)  g- .
ln Iff

Obliczenia zrealizowane wg algorytmu (29) na minikomputerze IBM porówna­
no z obliczeniami otrzymanymi na podstawie wzorów analitycznych (30) i (31)» 
liyniki obliczeń składowej normalnej wektora natężenia pola w punktach wę­
złowych podziału konturów Y* zestawiono w tabeli I.

Tabela 1
Porównanie rozkładów natężenia pola na powierzchni przewodów o danych 
z rys. 4 obliczonych zgodnie z algorytmem (29) oraz w oparciu o wzór ana­

lityczny (30)

k=1,2
E (Y?) 
n 1 1-1,2,.. .,16

En (r) 
wg wzoru (30)

Błąd względny 
. B (r)-E (Y^)|

5 (r^ [‘ 100iä

V
m

V
m %

Bd (yJ) = 72613,396 

dla

En (R1) = 72139,662 0,66

En(Ŷ ) = 36058,288 

dla 1=1,2,...,16

En (R2) = 36069,831 0,03

wyraża się wzorem analitycznym:

(31)
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5* Uwagi i wnioski

Opracowany algorytm do numerycznego rozwiązania układu równań całkowo- 
-brzegowych pól elektrycznych pozwala wyznaczyó rozkłady natężenia pola 
elektrycznego na powierzchni przewodów (6 = &En ) jako wynik bezpośrednie­
go rozwiązania układu równań algebraicznych (29).

Wyznaczone w pracy ogólne wzory (28) na funkcje kształtu C^(X) pozwala­
ją zgodnie ze wzorem (27) wyznaczyć potencjał, a tym samym wektor natęże­
nia pola elektrycznego w dowolnym punkcie X rozpatrywanego układu. Ponadto 
wyrażenie funkcji C^(X) jako współrzędnych punktu X poprzez kombinację 
funkcji standardowych wyeliminowało potrzebę wielotysięcznych odwołań do 
procedury całkowania numerycznego na poszczególnych elementach brzegowych, 
co w bardzo istotny sposób skróciło czas obliczeniowy oraz zapewniło bar­
dzo dużą dokładność generacji macierzy dyskretyzującej operator całkowy, 
co z kolei jest warunkiem koniecznym efektywności stosowanej metody.
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MPJMEHEHHS M ETOM  KPAEBNX 3JIEMEHT0B JOIH PEfflEHHH IIPOEJIEMH flHPHXJIE 
lUJIH ^ByXMEPHUX yPABHEHHii jlAHJIACA

P e 3 ¡0 u e
B pafioie b ee nepaoS naciH, cq&opuyjiiipoBaHa npoCxeua .JhipHxxe Ran RByx- 

MepHoro ypaBHeHHa Jlamaca b bhas paBHOcroibHoit cHcxeim HHxerpo—KpaeBux pe- 
meHHii 1 po^a onapaacb ua leopaa aorapaijaiHaecKoro noreHqaaJia npocxoro cxoa. 
CorJiacHO a^ea Me T OaS Kpaestoc sjreueHXOB A a Ha annpoKcaaauaa aorapH$UHaecKoro 
noieHuaaaa 3a#aHHoro Ha npoii3BOJibHtfx KOHxypax. 3aeaeHTbi iiaTpauu nojtyaeHae 
b pe3yjibTaie annpoKcauaiiaH npe^cTaBjiaKTca b b u r q KouOaHauaa cxaHxapiHux 
(pyHKnafl 3aBacanux ox KoopsHHai ysaoBux xoaeK KOHiypoB. Taaau o6pa30M nojiy- 
aeHa oCnap npone^ypa AJist aacaeHHoro pemeHHH aaeKipHaecKax nojiefi b AayxMep- 
hhx ypaB Hehhhx •

APPLICATION OP THE BOUNDARY ELEMENTS METHOD POR SOLVING THE DIRICHLET 
PROBLEM OP THE TWO - DIMENSIONAL LAPLACE EQUATION

S u m m a r y

The Dirichlet problem for the twordlmensional Laplace equation has 
been formulated on the basis of the theory of singular layer logarithmic 
potential in the Part I of the work in the form of equivalent set of the 
first kind integral equations.
In accordance with the idea of the boundary elements method an approxi­
mation of the logarithmic potential given along some arbitrary contours 
has been done.
Elements of a matrix obtained in consequence of the approximation have 
been shown in the form of a combination of standard functions dependent 
on the coordinates of the contour nodes.
A general procedure for solving numerically two-dimensional electric 
fields has been obtained in this way.
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WPŁYW ZMIAN CZĘSTOTLIWOŚCI, TEMPERATURY I PARAMETRÓW MATERIAŁOWYCH 
NA REZYSTANCJĘ I REAKTANCJĘ Y/SADU RUROWEGO

Streszczenie. W artykule omówiono wpływ zmian pewnych wielkości 
konstrukcyjnych i eksploatacyjnych na parametry elektromagnetyczni 
wsadu ferromagnetycznego nagrzewanego indukcyjnie. Rozważania prze­
prowadzono wykorzystując znaną z literatury metodę iteracyjną, któ­
rej idea polega na podziale grubego elementu ferromagnetycznego na 
cienkie warstwy o ustalonych wartościach stałych materiałowych O 
i • Przedstawiono i szczegółowo przedyskutowano wpływ zmian rezy- 
stywności i jej współczynnika temperaturowego, charakterystyki ma­
gnesowania, wymiarów geometrycznych, temperatury i jej rozkładu, 
częstotliwości na rezystancję i reakiancję wsadu w postaci nieskoń­
czenie długiej rury ferromagnetycznej. Uzasadniono potrzebę znajo­
mości spodziewanych zmian obciążenia przy projektowaniu tyrystoro­
wych źródeł zasilania. Zaprezentowane wyniki są przykładem charak­
terystyk, jakie powinien posiadać projektant nagrzewnicy indukcyj­
nej.

1. Wstęp

Podstawowym źródłem zasilania nagrzewnic indukcyjnych średniej często­
tliwości są obecnie przekształtniki tyrystorowe. Nagrzewnica indukcyjna 
z uwagi na swój połowy, nieliniowy i niestacjonarny charakter stanowi in­
teresujące i specyficzne obciążenie zasilaczy tyrystorowych. Zaprojekto­
wanie takiego zasilacza nie stanowi z punktu widzenia energoelektroniki 
problemu, o ile tylko projektant zna parametry obciążenia w czasie całego 
cyklu nagrzewania. Musi on umieć oszacować wartość obciążenia przy zmia­
nach asortymentu wsadu, rozrzucie jego właściwości materiałowych, zmia­
nach warunków zasilania, a nade wszystko temperatury. Ważna jest więc zna­
jomość nie tylko wartości obciążenia w pewnym punkcie pracy, ale i obszaru 
spodziewanych jego zmian.

Pożądane wydaje się być określenie wpływu różnych czynników konstruk­
cyjnych i eksploatacyjnych na parametry wsadu. Próbę określenia zależności 
rezystancji i reaktancji od częstotliwości w przypadku nagrzewania masyw­
nego walca zaprezentowano w pracy [i].
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2* Ocena wpływu pewnych czynników na parametry wsadu

Opisana w pracy [ 2 ] metoda wyznaczania parametrów elektromagnetycznych 
wsadu ferromagnetycznego może zostać wykorzystana do realizacji tego celu, 
Na podstawie algorytmu tej metody napisany został w języku FORTRAN pro­
gram na EMC (ODRA 1305 lub IBM PC). Wykorzystany on został do określenia 
wpływu zmian rezystancji i jej współczynnika temperaturowego, charaktery­
styki magnesowania, wymiarów geometrycznych, temperatury i jej rozkładu, 
częstotliwości na rezystancję i reaktancję wsadu w postaci nieskończenie 
długiej rury ferromagnetycznej.

Uzyskane przykładowe wyniki zostaną zaprezentowane na kolejnych rysun­
kach. Przedstawione na nich wartości R i X wsadu są obliczone dla 1 m 
jego długości. Podstawowe parametry układu, o ile nie zostało to inaczej

zaznaczone na rysunkach, były na­
stępujące (rys. 1): promień zewnę­
trzny rury r„ = 0,10 m, natężenie
pola magnetycznego na zewnętrznej

5powierzchni rury He = 10^ A/m,

Rys. 
Fig. 1.

1. Przekrój nagrzewanej rury 
Cross section of the beated

pipę

rezystywność materiału rury w tem­
peraturze 20°C P20oq ■ 2x10-7 SI m, 
współczynnik temperaturowy rezy- 
stywności |i = 0,000421 1/K, wyko- 
stywano uśrednioną charakterysty­
kę magnesowania obowiązującą dla 
stali o zawartości węgla od 0,22 
do 0,99%. Obliczenia prowadzono 
dla zakresu częstotliwości od 50 
do 2500 Hz, gdzie górna granica 
odpowiada mniej więcej zakresowi 
częstotliwości krajowych jednotak-

towych falowników prądu. Określając wpływ charakterystyki magnesowania w 
obliczeniach posługiwano się charakterystykami "+20%" i "-20%" otrzymany­
mi z charakterystyki uśrednionej odpowiednio przez zmniejszenie lub zwię­
kszenie rzędnych krzywej o 20%. Przy analizie wpływu <p zakres przyjmo­
wanych wartości <p20oc wynosił od 1x10~6 do 2x10~6 fim, a współczynnika
(b od 0,00421 do 0,00620x1/K.

A oto omówienie uzyskanych wyników. Ze wzrostem częstotliwości rezy­
stancja wsadu rośnie, reaktancja w zależności od gradientu temperatury 
w ściance rury może posiadać kilka ekstremów lokalnych, szczególnie w sta­
nie przejściowych (rys. 2.3). Ze wzrostem temperatury rezystancja, reak­
tancja i impedancja maleją, a stosunek tych zmian nie przekracza stosun­
ku 3:1 (rys. 4).
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Rys. 2. Wpływ częstotliwości na rezystancję. Stan przejściowy i gorący 
Fig. 2. Influence of frequency on resistance. Transient and hot state

Wpływ gradientu temperatury AT w ściance rury na rezystancję jest 
następujący:
- w stanie zimnym, tj. gdy wsad w całej swej objętości jest ferromagnety- 

kiem, wzrost AT powoduje niewielki tylko wzrost rezystancji (rys. 5)
- w stanie przejściowym, tj. gdy zewnętrzny słój rury utracił już właści­

wości ferromagnetyczne, im większa jest częstotliwość i im większy jest 
gradient temperatury, tym wzrost rezystancji jest większy (rys. b),

- w 3tanie gorącym, tj. gdy wsad w całej swej objętości utracił już właś­
ciwości ferromagnetyczne, wzrost AT powoduje liniowe zmniejszenie się 
rezystancji, tym szybsze, im wyższa jest częstotliwość (rys. 7),
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Rys. 3« Wpływ częstotliwości na reaktancję. Stan przejściowy i gorący 
Fig. 3. Influence of frequency on reactance. Transient and hot state

Rys. 4. Wpływ częstotliwości na K, X, Z rury. Stan zimny i gorący
Fig. 4. Influence of frequency on R, X, Z of the pipe. Transient and hot

state
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Rys. 5. Wpływ gradientu temperatury na rezystancję. Stan zimny 
Rig. 5. Influence of temperatura gradient on resistance. Cold State

Rys. 6. Wpływ gradientu temperatury na rezystancję. Stan przejściowy 
Fig. 6. Influence of temperature gradient on resistance. transient state
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Rys. 7. Y/pływ gradientu temperatury na rezystancję. Stan gorący
Fig. 7« Influence of temperatura gradient on resistance. Hot state

Wpływ grubości ścianki rury d na rezystancję jest następujący»
- w stanie zimnym rezystancja jest prawie stała przy zmianie d od 
0,001 do 0,05 m (rys. 8),

- w stanie przejściowym i gorącym dla wyższych częstotliwości (f>1000 Hz) 
krzywe R = f(d) posiadają wyraźne minimum, knóre przy wzroście często­
tliwości przesuwa się w stron# mniejszych d; od pewnej grubości ścianki 
(d = 0,03 m) rezystancja R przestaje zależeć od dj dla mniejszych 
częstotliwości (f = 300 Hz) rezystancja wyraźnie maleje ze wzrostem d,
a jedynie dla f = 50 Hz (fala nie jest już całkowicie tłumiona w cień­
szych ściankach) następuje niewielki wzrost R przy wzroście d (ry­
sunek 9, 10).
Ha kolejnym rysunku (rys. 11) pokazano dość wyraźną zależność R i X 

od charakterystyki magnesowania; zmiany są tym większe, im wyższa jest 
częstotliwość.

Zależność rezystancji R od ę 20°C  ̂P pokazano na rys. 12. Yiidać
wyraźny bardzo silny wpływ wartości rezystywności materiału i jej zmian 
w funkcji temperatuiy na rezystancję wsadu; wpływ ten jest szczególnie 
silny w stanie zimnym.
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Ky3. 10. Wpływ grubości ścianki rury na rezystancję. Stan gorący 
Fig. 10. Influence of the pipę wali tbickness on resistance. Hot state

W programie obliczano również średnią wartość przenikalności magnetycz­
nej wsadu określoną jako:

n

* *  i Ari
. JL=1----------~sr n

5 ]  Hi
i=1

Stwierdzono pewną stabilizację wartości już od częstotliwości ok.
300 Hz i jej niezależność od grubości ścianki rury (silny efekt powierz­
chniowy). W stanie zimnym wartości ¿x £ r  dla He = 105 A/m zawierają się 
pomiędzy 20 a 36, a więc są stosunkowo małe. Tak obliczoną wartość
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można wykorzystać w obliczeniach układów ferromagnetycznych przy zastoso­
waniu metod liniowych, które wymagają przyjęcia do obliczeń określonej 
stałej wartości ¡ x .

Analizując przedstawione wyniki, należy pamiętać, że dotyczą one jedy­
nie parametrów samego wsadu, a nie całej nagrzewnicy, tj. wsadu, wzbudnika, 
szyn doprowadzających i transformatora dopasowującego. Chcąc otrzymać pa­
rametry zastępczego schematu elektrycznego całej nagrzewnicy, projektant 
musi zastosować jedną z licznych metod projektowych klasycznej teorii 
grzejnictwa indukcyjnego.

3* Podsumowanie

Zaprezentowane wyniki są przykładem charakterystyk, jakie powinien po­
siadać projektant tyrystorowych źródeł zasilania nagrzewnic. Ich znajo­
mość może znacznie ułatwić i zwiększyć dokładność projektowania obwodów 
siłowych falownika. Należy jednak podkreślić, że uzyskane w ten sposób 
wyniki mogą stanowić tylko wstępne oszacowanie, a o ostatecznej popraw­
ności projektu nagrzewnicy powinna zadecydować komputerowa symulacja pro­
cesu nagrzewania.
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BJIHHHHE HbMbHEHM/ HACTOTm, TEM IEPATyPii H IIAPAMETPOJ MATEPiULTA 

HA OMHHECKOE H PEAHTHBHOE COI1POTMB.1EHKE TPyfiHC.i bAFCTGBKK

p e 3 io m e

B oiaibe orciBopeHO bjihhhh© n 3 MeneHHii HeicoTopnx KOHCTpyKgHOHHiix a 3 K 0 n.iya- 
TauHOKHux BejiniiiH Ha sjieKipouarHHTHiie n a p aMeipH ¡J>eppoMarHHTHOii 3 aroToekh c 
HHjyKaHOHHmi HarpeBOM. P a c c ysmeHHn npoBOABJiacb a o n oabsya H 3 BecTHuit no saie- 
paiypHHBl HOT OMHHKaU HTepaUHOHHlifl MeTOA, HAea KOTO p o r O  OOOTOHT B pasAejieHHH
MaooHBHoro $eppo>iarHHTHoro oaoa Ha tohkhb cjick o nocioahhumb K03$fauHeHTaMa 
uaTepaaaa. IIpeAOTaBaeHO a noApodHO onacaHo BJiasHae H3keHeHaa yaejibHoro co- 
npoTHBaeHaa a ero TennepaiypHoro KOS^faaaeHTa, xapaKiepacTHKH HaMarHHHaBa-- 
hhh, reoueTpaaeoKax pa3MepoB, TeMnepaTypu ee pacnpeaeHaa, aaoToiu Ha oua- 
aeoKoro a peaKiaBHoe conpotaBaenae 3aroTobkh b jjopue SecKOHeaHO AJiHHHOii 
gfieppouarHaTHoa Tpy6u, ,£,0Ka3aHa HeoSxoAauocTb 3HaHaa ozaaaeMux H3uei:eHHii Ha- 
rpy3Ka npa npoeKiapoBaHaa TeppaciopHax hotoaHHKOB naiaHaa. npeaciaBaeHHue 
pe3yabiaia, sio npauep xapaKiepacxaK, Koiopue AoasceH HiseTb npoeKTapoBmax 
HHflyKaaoHHoro HarpeBaieaa.

INFLUENCE OP THE CHANGE OP FREQUENCY. TEMPERATURE AND MATERIAL 
PARAMETERS ON RESISTANCE AND REACTANCE OP TUBULAR FERROMAGNETIC BODY

S u m m a r y
In the paper the influence of the change of some design and operating 

quantities on electromagnetic parameters of induction heated ferromagne­
tic body has been presented. The considerations have been carried out 
employing an iterative method known from the literature which idea is to 
slice thick ferromagnetic body into thin layers with fixed material con­
stants <j> and ¿x . The influence of the change of resistivity and its 
temperature coefficient, the magnetic curve, dimensions, temperature and 
its distribution, frequency on resistance and reactance of the body in 
the form an infinitely long ferromagnetic pipe has been presented an dis­
cussed in details. The need of knowledge of the expected variations of 
the load when designing thyristory supply sources has been proved.
The presented results are examples of characteristics which should be in 
the possession of the designer of induction heater.
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ALGORYTM WYZNACZANIA PARAMETRÓW ELEKTROMAGNETYCZNYCH PRZY INDUKCYJNYM 
NAGRZEWANIU WSADU FERROMAGNETYCZNEGO

Streszczenie. W artykule omówiono pewna metodę obliczania para- 
metrów wsadu ferromagnetycznego nagrzewanego indukcyjnie. Idea me­
tody polega na podziale masywnego elementu ferromagnetycznego na 
cienkie warstwy o ustalonych wartościach stałych materiałowych 
i u  i powiązaniu wartości natężenia pola magnetycznego na zewnętrz­
nej i wewnętrznej ściance każdej warstwy z jej rezystancją i reak- 
tancją. Metoda zakłada harmonicznośó pól, uwzględnia nieliniowość 
charakterystyki magnesowania, zależność przenikalności magnetycznej 
i rezystywności od temperatury i dowolny, ale z góry zadany rozkład 
temperatury w nagrzewanym ciele. Ma ona charakter iteracyjny, a jej 
realizacja komputerowa zapewnia dużą szybkość obliczeń. Może ona 
być uzupełnieniem klasycznych metod projektowania nagrzewnic lub 
stanowić samodzielny blok obliczeń elektromagnetycznych w modelach 
pól sprzężonych. Zastosowanie metody zilustrowano obliczeniami in­
tensywności zjawiska tłumienia fali elektromagnetycznej w ściance 
rury przy różnych stopniach jej nagrzania.

1. Wstęp

Z uwagi na złożoność zjawisk fizycznych występujących w nagrzewnicach 
indukcyjnych zadanie obliczania parametrów elektrycznych nagrzewnicy sta­
nowi trudne zagadnienie teoretyczne i obliczeniowe. Współczesne modele 
procesów nagrzewania indukcyjnego oparte są głównie na MRS lub MES i umoż­
liwiają analizę wielowymiarowych pól nieliniowych i niestacjonarnych [jl].

Modele takie są jednak bardzo złożone, a ich utycie bardzo kosztowne. 
Istnieje cały szereg zagadnień praktyki inżynierskiej, które wymagają mo­
deli prostszych, szybszych i tańszych. Takimi zagadnieniamo mogą być np. 
symulacja komputerowa procesu zagrzewania z uwzględnieniem wpływu źródła 
zasilania lub optymalizacja nagrzewnic. Dlatego też w dalszycm ciągu sto­
suje się klasyczne metody obliczania nagrzewnic indukcyjnych, które pozwa­
lają dość dokładnie wyznaczyć parametry nagrzewnicy, o ile tylko potrafi­
my z małym błędem obliczyć parametry samego wsadu, szczególnie ferroma­
gnetycznego £2].

W niniejszej pracy zostanie omówiony sposób obliczania parametrów wsa­
du ferromagnetycznego, który w powiązaniu z jedną ze znanych metod obli­
czania nagrzewnic może stanowić jej cenne uzupełnienie.
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Do wyznaczenia parametrów elektromagnetycznych wsadu ferromagnetycznego 
nagrzewanego indukcyjnie można wykorzystać metodę, której idea polega na 
podziale grubego elementu ferromagnetycznego na cienkie warstwy o ustalo­
nych wartościach stałych materiałowych i ¿x i powiązaniu wartości natę­
żenia pola magnetycznego na zewnętrznej ściance każdego elementu z para­
metrami jego magnetycznego, a następnie elektrycznego schematu zastępcze­
go [3, 4, 5].

Zadanie nasze i jego założenia sformułujemy w sposób następujący: 
Wewnątrz ciała S o cienkich ściankach (d«Ae) i dowolnym kształcie 
znajduje się ciało T o znanej impedancji. Zakładamy, że ciało S jest nie­
skończenie długie, wszystkie przebiegi są harmoniczne, na zewnętrznej po­
wierzchni ciała S wymuszane jest pole magnetyczne He, pomija się reakcję 
prądów wirowych ciała T. Celem naszym jest obliczenie wartości natężenia 
pola na wewnętrznej powierzchni ciała S, prądu Is płynącego w ciele S, 
mocy czynnej wydzielanej w S oraz impedancji układu ciał S i T.
Szkic układu obliczeniowego przedstawiono na rys. 1.

Rys. 1. Szkic układu obliczeniowego 
Fig. 1. Schematic diagram of the analytical system

Dla uproszczenia zapisu załóżmy, że rozpatrujemy jedynie fragment o dłu­
gości jednostkowej np. 1 metra nieskończenie długiego ciała S.

Związek między natężeniami He i na zewnętrznej i wewnętrznej po­
wierzchni ciała S można znaleźć stosując prawo Ampera.

§  (He - Hw)dl = X3 . (1)

L(abcda)
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Zastąpmy teraz nasze cienkie ciało S bardzo cienką powłoką o długoś­
ci średniej L^r i rezystancji Rg:

Przy założonej barmoniczności pola dla konturu L^r można zapisać:

— ! = jwfi ■ iw(f T + $v + fwew) = + + k ” — is» • (3)
wew

Po uwzględnieniu związku między impedancją elektryczną i magnetyczną
Z = ^  zapiszmy równanie (3) w postaci:

Ti

U, = (ZT + Jly + ÓxSwew)Hw (4)

gdzie: - całkowity strumień magnetyczny skojarzony z ciałami T,V we­
wnętrzną częścią (od ścianki wewnętrznej do L,«_) ciała S, f v,

~ wew
- składowe strumienia , skojarzone odpowiednio z ciałami T, V, i wewnę­
trzną częścią S, Zjĵ , ZT - impedancja magnetyczna i elektryczna ciała T,
Rjjy, Ry, Ryg , Rs - rezystancja magnetyczna i elektryczna odpowied- 

wew wew
nio ciała V i wewnętrznej części S, U1 - napięcie indukowane wzdłuż 
konturu L^r przez zmianę strumienia .

Napięcie U1 jest równoważone przez spadek napięcia wywołany przepły­
wem prądu Ig przez rezystancję Rg:

IsRo = (ZT + jXy + jXg (5)
wew

Magnetyczny schemat zastępczy odpowiadający równaniom (1) i (3) w przypad­
ku rury o promieniach r1 i r2 przedstawiono na rys. 2.
Magnetycznemu schematowi zastępczemu z rys. 2 odpowiada elektryczny sche­
mat zastępczy z rys. 3«
Ścianka rury została podzielona na dwie części promieniem r^r» według
wzorów w dalszej części pracy, warstwa wewnętrzna posiada rezystancję
magnetyczną Rwg , a warstwa zewnętrzna RTTq , X,.g odpowiada rezystan- 

wew zew
cji elektrycznej Rg.

Z równań (1) i (5) można zapisać:

(6)
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Rys. 2. Podział rury aa warstwy 
Fig. 2. Pipe division into layers

= * -

> z s

XT

u, ©

T H ~ Sis = e ^ ~ r r s

gdzie:

_Zq 3 + jXn
U s T * wew

(7)

(8)

JX Szew
T

Zwtj

Rys. 3« Magnetyczny schemat za­
stępczy

Pig. 3* Magnetic equivalent 
circuit

Xy - reaktancja szczeliny powietrz­
nej między T i S.

Impedancja wyjściowa Zwg;. układu widzia­
na z zacisków a - b wynosi:

»f- RS^S (9)—wej = Rs + Zs + JXS’

Moc czynna wydzielona w ciele S wynosi: 

Pg . ifllg (10)

moc czynna wydzielona w ciele T wynosi: 
PT = H^Re{zT}. (11)
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3« Zastosowanie metody do analizy wsadów ferromagnetycznych

Przedstawiony sposób obliczania parametrów elektrycznych bardzo cien­
kich warstw można stosować w przypadku cylindrycznych ciał ferromagnetycz­
nych, dla których głębokość wnikania jest mniejsza lub porównywalna z gru­
bością ścianki wsadu. Wystarczy wtedy podzielić ściankę cylindra na cien­
kie warstwy, z których każda spełnia warunek:

dŁ «  A e ze stałymi wartościami ^  i <ui,

Rys. 4. Elektryczny schemat za- my z krzywej nagrzewania odpowiadającą
stępczy pj-zgnitainość ¿u., a następnie głę-

Fig. 4. Electrica^equivalent bokość TOlkania ̂ . Wprowadzamy warstwę
o szerokości t1 = 6A1, gdzie E «  1 

i zakładamy, że na grubości t̂  rezystywność ma stałą wartość ^ . Przyj­
mujemy, że na promieniu rg1 = r1 + ^ t1 przepływa cały prąd 1^, jaki in­
dukuje się w warstwie o szerokości t^. Oznacza to, że natężenie pola zmie­
nia się skokowo na promieniu r0  ̂ od wartości do Hel* Przenikalność
magnetyczna będzie miała wartość:

a następnie stosując kolejno zależnoś­
ci (6), (7), (9) można obliczać para­
metry układów ferromagnetycznych o do­
wolnej grubości ścianki. Należy wtedy 
postępować w sposób następujący. Na
rys. 4 przedstawiono rurę ferromagne­
tyczną, wewnątrz której znajduje się
ciało T o impedancji Z^.
Rozkład ^(T), a więc i rozkład tempe­
ratury w ściance rury S uważamy za zna­
ny. Zakładamy pewną wartość na we­
wnętrznej powierzchni rury i znajduje-

¿x = ̂  (H*) dla ^  <  r é  r31

=  ^ 2 (He1 ) d la  r S1 *  r  *  r S1 +  2  ł l * (12)

Obliczamy impedancję Zs1 sprowadzoną do promienia r31:

.?S1 "  .Lp +  +  jXg (13)

gdzie: X<, = t̂  reaktancja wewnętrznego słoja pierwszej
warstwy.
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Zgodnie z zależnością (fi) obliczamy:

- rezystancja pierwszej warstwy.

(14)

Następnie obliczany = f(Hg )̂ i reaktancję zewnętrznego słoja pierw- 
szej warstwy:

Obliczamy impedancję wyjściową dla promienia (r1 + t^) pierwszej warstwy 
zgodnie z zależnością (9):

Dla promienia (r1 + t.,), znając <j>2 i ¿*-2, znajdujemy nową głębokość 
wnikania A 2 i szerokość nowej warstwy t2 s&A^.

W podany sposób postępujemy aż do momentu osiągnięcia zewnętrznej po­
wierzchni rury. Porównujemy obliczoną wartość He z wartością zadaną i je­
żeli te wartości różnią się nieznacznie, obliczenia przerywamy. Jeżeli 
błąd obliczeń jest zbyt duży, wybieramy nową wartość 1^ i powtarzamy pro­
cedurę.

Program napisany na EMC wg powyższego algorytmu został wykorzystany 
do określenia wpływu zmian rezystywności i jej współczynnika temperaturo­
wego, charakterystyki magnesowania, wymiarów geometrycznych rury, tempe­
ratury powierzchni i jej gradientu w ściance rury oraz częstotliwości na 
parametry wsadu

Zastosowanie metody zilustrowano obliczeniami intensywności zjawiska 
tłumienia fali elektromagnetycznej w ściance rury przy różnych stopniach 
jej nagrzania (rys. 5)-

4. Podsumowanie

Przedstawiona metoda oparta jest na bardzo prostych podstawach teore­
tycznych i może być łatwo zrealizowana na EMC. Pozwala ona uwzględnić w 
obliczeniach nieliniowość charakterystyki magnesowania ferromagnetyka i 
nierównomierny stopień nagrzania wsadu. Może być traktowana jako uzupeł­
nienie klasycznych metod obliczania nagrzewnic lub jako blok obliczeń 
elektromagnetycznych w modelach pól sprzężonych procesu nagrzewania in­
dukcyjnego.

(15)

(1 6)
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AJirOPHTM OUPEAEaEHHH 3JIEKTP0ŁUrHNTHuX I1APAMETP03 RPR ffiWrCUHOHHCM 

HArPEBE ‘SEPPGMAI'HHTHOii 3ArOTOBIOI

P  e 3 » m e
B cTaibe onzcaH uexox onpexexeHaa napaueipoB HHxyKMzohho aarpeBaeMoh 

(¡jeppoMarnHTHOk 3aroTobkh, Hxes Mexoxa 3aKxx>aaexcx b pa3xexeHaa uaccuBHoro 
peppoMarHzmoro aaouema Ha 1 aaae cxoa c nocioaHHUMH KoaixJjauHeHTaMH uaie- 
paaxa a gbssh 3HaaeHHk aanpaxeHHOCia aarHamoro noaa Ha BHenmeii a BHyxpeH- 
Heü CTeHKe xaxxoro cjioh c ee ouaaecxau a peaKThbhuu conpoxaBxeHaeiá. B ue- 
xoxe npexnoxaraioxca rapaoHaaecKae noaa, yaaxhiBaexca HexaHegHaa xapaKiepacxa- 
aa HaaarHaaaBaKaa, 3aBacaMociB uamaTHoti npoHaqaeuocxa a yxexBHoro conpoxa- 
BaeHaa ox xexnepaxypu a npoa3BOXBHoe Hanepex saxaHHoe pacnpexexeaae xeane- 
paxypu b HarpeBaeaou xexe.
Mexcx aueex aiepauaoHHUii xapaxxep a ero peaxa3auaa Ha 3BM odecneaaBaex 
Ooxbmyjo CKGpocxb pacaexoB. Uoxex oa Chib xonoxHeaaeii KxaccaaecKax uexoxoB 
npoeKxapoBaHHH HHxyxnaohhhx ycxaHOBOK axa Chtb HesaBacauuu 6xokom oxeKXpo- 
xarHaiHux paeaeiOB b uoxexax cbh3bhhi¿x noxeit. npaueaeHae aexoxa npoaxxmc- 
xpapoBaHO pacaexoM hhX6hchbhocth 3axyxaHaa sxeKxpoMaraaiHOü boxhu b ctshks 
xpyShi npa pa3xaaHHx CTeneHax ee HarpeBa.
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ALGORITHM OP ELECTROMAGNETIC PARAMETERS EVALUATION IN THE 
INDUCTION HEATED FERROMAGNETIC BODY

S u m m a r y
A method of calculating the electromagnetic parameters of induction 

heated ferromagnetic body has been presented in this paper. The idea of 
the method consists in diving thick ferromagnetic body into thin layers 
with fixed material constants 9 and t 1 and -̂n connecting the values 
of electromagnetic field strength at external and internal walls of each 
layer with its resistance and reactance. The method assumes harmonic 
fields, takes into account the nonlinearity of the magnetic curve, depen­
dence of magnetic permeability and resistivity on temperature and arbi- 
traty but given in advance, temperature distribution in the heated body.
It is of iterative type and its computer application enables fast computa­
tions. The method can be treated as an appendix to the classical methods 
of designing induction heaters or as an independent block of electromagne­
tic computations in coupled field models. Its application has been illu­
strated by evaluation of the . intensity of electromagnetic wave damping 
in the pipe wall for different thermal states.
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PROPOZYCJA IfOWEGO WSKAŹNIKA JAKOŚCI ENERGII ELEKTRYCZNEJ 
DLA UKŁADÓW DWUZACISKOWYCH Z PRZE3IEGAIII ODKSZTAŁCONY!!!

Streszczenie. W pracy zdefiniowano nowy wskaźnik jakości prądów 
odkształconych dla odbiorników dwuzaciskowych.
Wskaźnik ten ustala zadany kompromis pomiędzy oceną własności ener­
getycznych (strat mocy czynnej na doprowadzeniu do odbiornika) i od­
kształceń przebiegu prądu (zawartością wyższych harmonicznych). 
Proponowany wskaźnik określono jako kwadrat normy odpowiednio zde­
finiowanej przestrzeni Sobolewa. Minimalizacja tego wskaźnika ja­
kości przy ograniczaniu równościowym na noc czynną dostarczaną do 
odbiornika umożliwia wyróżnienie składowej prądu odbiornika, odpo­
wiedzialnej za całkowity przesył mocy czynnej do rozpatrywanego od­
biornika.

1. T/step

Problematyka obejmująca zagadnienia energetyczne obwodów z przebiegami 
odkształconymi wiąże się ściśle z różnymi definicjami wskaźników jakości 
energii elektrycznej oraz możliwościami ich minimalizacji.
Dotychczasowe prace z elektrotechniki teoretycznej £3]]. DDD 00» CO* 
[1U] dotyczyły wskaźników energii elektrycznej o charakterze energetycz­
nym. Wskaźniki te dotyczą prądów odbiornika i umożliwiają ocenę strat mo­
cy czynnej na doprowadzeniach do odbiorników, tok jeanofazowycn, jak i 
wielofazowych. Techniczne warunki określające jakość energii elektrycznej 
energetyce zawodowej dotyczą właściwości energetycznych obwodu lub też 

cech jakościowych (odkształceń przebiegów elektrycznych prądu i nazięcia)
DO. DO* DO*  DO*  DO* D O .  DO-

Brak jest wskaźników jakości przebiegów odkształconych ujmujących rów­
nocześnie ich właściwości energetyczne i jakościowe.

Korzystne będzie wprowadzenie wskaźnika jakości przebiegów odkształco­
nych, :tóry umożliwiałby równoczesną ocenę właściwości energetycznych i 
ocenę odkształceń przebiegów oraz umożliwiałby ustalenia zadanego kompro­
misu między wymienionymi ocenami.
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Wydaje się, że wskaźnik taki można by zaproponować w postaci wzoru:

I <l ‘r)<*>>2 «•' <’>¥ r=0 0

gdzie:
oCr - współczynniki wagi ustalające kompromis pomiędzy oceną właś­

ciwości energetycznych i jakościowych funkcji prądu i,(I* )i - r-ta pochodna funkcji prądu względem zmiennej czasu t,
r e{o,1,2,...,1^.

Pierwszy składnik wzoru (1) dla r=0 jest proporcjonalny do strat mocy 
czynnej na doprowadzeniu do odbiornika. Pozostałe składniki wzoru (1)
(r > 0) ujmują cechy jakościowe (odkształcenia) funkcji prądu, ponieważ 
wyższe pochodne funkcji prądu uwypuklają silnie wpływ odkształceń wyższych 
harmonicznych w tym prądzie.

Całkowa postać wprowadzonego wskaźnika jakości (1) ma dodatkowo zale­
tę z punktu widzenia metrologicznego, gdyż - jak wiadomo - pomiarowe roz­
różnienie dwóch wielkości różniących się na zbiorze miary zero jest nie­
możliwe.
Konstrukcja zaproponowanego w sposób intuicyjny wskaźnika jakości (1 ) wy­
maga uzasadnienia, co uczyniono poniżej.

2. Konstrukcją przestrzeni Sobolewa

Oznaczmy przez Wg ^ (0}T) zbiór prądów (napięć) opisanych funkcjami
rzeczywistymi zmiennej rzeczywistej (czasu).
Przyjmujemy w dalszym ciągu, że funkcje prądu oraz funkcje napięcia jako 
elementy zbioru Wg ot 84 pozbawione wymiarów fizykalnych, można je
więc traktować jako elementy tego samego zbioru [_£}•
Funkcje te winny spełniać warunki:
- winny być funkcjami okresowymi o tym samym okresie T,
- posiadać na przedziale <0;T> prawie wszędzie pochodne (rozumiane w 
sensie klasycznym) do rzędu 1-tego włącznie,

- być mierzalne w sensie Lebesgue’a na przedziale <0}T> ,
- posiadać całkowalny kwadrat w sensie Lebesgue’a,
- ich pochodne do rzędu 1-tego włącznie winny spełniać wyżej wymienione 
warunki.
Ściśle biorąc, elementami zbioru Wg ^ (OjT) są klasy funkcji:

- różniących się na zbiorach miary zero,
- takich, że ich pochodne do rzędu 1-tego włącznie różnią się na zbiorach 
miary zero.
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W oelu uproszczenia zapisów wzorów, operując właściwie klasami funkcji, 
do ich zapisu używać będziemy tego samego symbolu, który określa daną 
funkcję.

Zbiorowi V/~ . (0}T) nadajemy strukturę przestrzeni liniowej nad ciałem 
liczb rzeczywistych R0 definiując w nim działania:
- dodawania "+" funkcji

f + g 4 , ot gdy 2,oC (0sT) (2)

- mnożenia przez liczby rzeczywiste

c . f = cf Wg>ot (OjT), gdy f6 Wg.ot c 6 R. (3)

llożna wykazać, że działania dodawania "+" i mnożenia są wewnętrzne w
zbiorze Wg ^ (0}T), tak więc uporządkowana czwórka (Wg A (0}T), R0, +, .)
tworzy przestrzeń liniowa nad ciałem liczb rzeczywistych Rc« V/ przestrzeni
liniowej (wi (0}T), R„, +, .), wprowadzamy operator iloczynu skalarne-c
go zgodnie ze wzorem:

(l)w8 —2 ,<* (0{T) x S2 ,et (0jT)  R • (4)
gdzie:

T
_  J
k=0 0

(f|g)w = Ż * k T  J f (k)(t) g(k)(t)dt (5)

f, g 6 W ^  (OjT)| otk ^ 0  dla k ^ 1 j  <*Q > Oj 

f(k). g(k) .. k-te pochodne funkcji f, g,

f(°^ = fj g ^  = g

Tak więc uporządkowana para ((Wg ^ (0}T), R0, +, .), (|)w) tworzy prze­
strzeń unitarną, która oznaczamy przez Wg ^ (O5T).
W wymienionej przestrzeni liniowej operator określony wzorem (4) indukuje
normę:
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Zupełność przestrzeni Wg <* (0|i) wykazuje się w sposób podobny jak dla 
klasycznych przestrzeni Sobolewa (dla ot = 1) C O ­
MO żna sprawdzić, że zbiór elementów określonych wzorem:

{ejJ = {a  q, A 1 coso>(.), '^21 sin<o(

, A kY ?  cos kuj(.), Â . Y 21 sin kw(. )»•••}
(3)

gdzieś

=  ("^  <*0  +  ot1 (kcu )2  +  ot2 (k cu )4  +  . . .  +  o t-j^k w )2 1 ')  ,  ( 9 )

ou = 2Tt
9T *

1 - maksymalny rząd pochodnej występującej w normie przestrzeni 
ń2,ot CO,T). stanowi bazę (układ ortonormalny) przestrzeni
Wg A (0}T), a więc dowolny element f 6Wg A (OjT) tej prze­
strzeni można przedstawić w postaci szeregu Fouriera:

OO
f = ^ ek\r ’ ek * 

k=0

zbieżnego w sensie normy przestrzeni Wg ^ (0;T) do funkcji f. 
Y/prowadzając metodę symboliczną, wzór (10) nożna zapisać w postaci:

f = l ^ Q +Y F R e  ̂ ! k V  exp(jkco(.)), (1 1 )

gdzie:

f(t) exp(-jkart)dt (1 2 )
8 " A k -1 O

T
p0 - _ L  i f ?(t)dt . (13)
s _ A_ T i
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Z uwagi że Wg A (OjT) C  Lg(0{T), to każdy element f  e Wg ^ (OjT) posiada 
w przestrzeni Lg(OjT) rozwinięcie w szereg Fouriera określone wzorem:

OO
f = F0 +Y2 1 Re Y  Pjj exp( jkoo(.)), (14)

k=1

g d z ie :

T

Fk =^njr J f(t) exp(-jkwt)dt (15)

Po = ? J  • (16)
0

Z porównania wzorów (12) i (15) uzyskujemy zależność pomiędzy współczynni­
kami szeregu Fouriera funkcji f w przestrzeniach Wg ^ (0;T), Lg(0;T):

|k = Pk = V k Pk * V k " ° 7)

Na podstawie wzoru Farsęvala:

i i .
k=0 k=0 8

oraz prostych przekształceń można wykazać wzory

(f |g)w = Re f ]  !k <£ • <19)
k=0 8 8

" Re 2  Pk «£ * (20)
Ł k=0

00

(f|g)w = Re Y  V k Pk Gk ’ (21)
k=0



gdzie:

F, , Gk określa wzór (1 2 ),
3 3
F. , G. określa wzór (15)«&

Symbol G* oznacza liczbę zespolona sprzężona z liczbą G,,.¿w K
Wzory (13), (20), (21) zapisane dla funkcji f ,3 6 Y.'J (0}T) sa oczywiście

ć  9 CC

słuszne dla dowolnych funkcji prądu i napięcia spełniających warunki poda­
ne na początKU rozdziału i należące do przestrzeni Y.’̂ ^ (0;T).
Rależy zauważyć, że zaproponowany we wstępie pracy wskaźnik jakości (7 ) 
(por. (1)) stanowi kwadrat normy skonstruowanej powyżej przestrzeni Sobo­
lewa.
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3. i.iinimalizac.ia 'wskaźnika .jakości

Załóżmy, że funkcje prądu i oraz napięcia u odbiornika jednofazowego 
przedstawionego na rys. 1 należą do przestrzeni Y/| ^ (0}7) oraz, że od­
biornik znajduje się w jednym stanie prądowo-napięciowym i jest opisany 
ciągiem admitancji:

Yk = 3k + 3 Bk* k€{o,1 ,2,...} . (2 2)

Przyjmujemy ponadto, że moc czynna P do­
prowadzana do odbiornika jest stała i równa 
wartości zadanej.
Sformalizujmy następujący problem optymali­
zacyjny.

Wyznaczyć minimum funkcjonału:

<l II w)2 > (23)
przy ograniczeniu równościowym stwierdzającym, że moc czynna doprowadzona
do odbiornika winna być stała i równa wartości zadanej ?:

P - (u|i)L2 = 0 . (24)

Funkcjonał Lagrange’a dla omawianego problemu posiada postać:

L(i,A0 = ( || i || w)2 - fc((u i)L - P). (25)

Rys. 1 
Fig. 1
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Ponieważ przyporządkowanie funkcjom omawianej przestrzeni Sobolewa ich
współczynników Fouriera jest bijekcją, więc problem optymalizacyjny może-

1 2 my przenieść z przestrzeni Wg ^ (Oj?) do przestrzeni 1 operując funk­
cjonałem.
Wyznaczyć minimum funkcji et względem zmiennych Ak, Bk, A  określonej 
wzorem:

ot((Ak) ,  (3k) .  M  = £ v . 2 ( a 2 +B2) -  M 2 < V W > k )  "  P ) ’ (26)
k=0 k=0

gdzie:

T
Ik = Ajj - jBk = -jrf Kt) exp(-jkcot)dt , (27)

i
Uk = Ck - jBk = j u(t) exp (—jk t)dt, k ̂  1 (26)

Z twierdzenia Lusternika [jt5], [is], określającego warunki konieczne ist­
nienia ekstremum warunkowego, wynika, że warunki te są zawsze spełnione,
jeśli tylko wszystkie współczynniki Uk funkcji napięcia u są różne od
zera.
Wykorzystując wymienione twierdzenie, uzyskujemy:

2 V k Ak - AUk = 0 , (29)

2 V 2 Bk -ADk = 0 , (30)

P = 2  < V k  + Bk V ’ <31)
k=0

k 6 { 1 , 2 , . . . , }  5 Bq = Dq = 0 ; A, 6  R .

Można wykazać, że warunki wystarczające istnienia minimum funkcji (26) są 
spełnione (js].

Po przekształceniach wzorów (29-31) uzyskujemy:

P = oo .'2"■"'2 =  -- ¡TTT2-’ (32)
v  ° k  +  V 5 " i u ic r
Z —l p V 2 ' o Y7 2”k=0 k k=0 2 V k
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oraz

\  - ¿Bk = ----      (°k ~ JDk) = Jk * (33)1w  2̂ -p.2

b=° v h
czyli

Jk = a^k = Ak “ 3Bk “ £k^Ck " JDk^ = °k Uk* (34)

gdzie:

^k = -----£ - ■■g + d2 --------- ^ - T u " i5 (35)

h=0 h h=0 h

Wielkość Gk określona wzorem (35) nazwiemy konduktancją zastępczą k-tej 
harmonicznij.

Minimum funkcjonału (23), przy warunku (24), wystąpi wtedy, gdy prąd
zawierać będzie wyłącznie składowe _It transportujące moce czynne P wy-

as
dzielające się na konduktancjach zastępczych Gv. Ze wzoru (34) wynika,

e
że poszczególne harmoniczne prądu aIk oraz napięcia Uk są proporcjonal­
ne, natomiast funkcje u, ai j-j-j nia są proporcjonaXnet jak t0 był0 w
przypadku przestrzeni L2(0;T) [[33» [V], [9],

Prąd aktywny określony wzorem:

O O

a1 " aIo V 0 2 V k Uk Gk exp(jk<n(.)) =
s s fcl s 0

O O

“ aJo +~f?Re 2  uk Gfc «P(jku(.)) (36)
k=1 8

stanowi element minimalizujący funkcjonał ( || ||w)2 •
Ponadto na podstawie wzoru (36) mamy:

(uli)
as L2 Re 2  uk(®k v *

k=0 0 Zk=0
= P (37)

a więc prąd ai transportuje całkowitą moc czynną do odbiornika.
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Rozkład widmowy mocy czynnej transportowanej przez poszczególne harmo­
niczne funkcji prądu _i (minimalizującego funkcjonał (25)) zasadniczo 

as
różni się od rozkładu widmowego mocy transportowanej przez prąd ai będą­
cy elementem minimalizującym funkcjonał w. w«

Widmo mocy czynnej transportowanej przez prąd ai jest proporcjonalne do 
widma kwadratu napięcia zasilającego odbiornik, natomiast moc czynna tran­
sportowana przez pierwszą harmoniczną prądu gi jest zawsze większa (przy 
założeniu, że przebieg napięcia u jest odkształcony i nie zawiera skła­
dowej stałej) od mocy czynnej transportowanej przez pierwszą harmoniczną 
prądu gij wynika to z nierówności:

G1 >  G 
e e

gdzie:

G = ' P„ n , a Gv określone jest wzorem (35). 
e

Tak więc w przypadku prądu „i następuje przesunięcie widma mocy czynnej
as

o wyższych amplitudach w kierunku niższych częstotliwości.
Powyższe stwierdzenie zostanie zilustrowane przykładem.

£sl Odbiornik przedstawiony na rys. 2 zasilany jest z idealnego źró­
dła napięcia o znormalizowanej pulsacji cn = 1 rad/s i napięciu u okreś­
lonych wzorem:

u = 100V?sin (.) + 5 0 ^  sin 2w(.) + 30\[? sin 3ou(.).

Admitancje odbiornika dla poszczególnych harmonicznych wynoszą:

Y1 = G1 + jB1 = (0,02749 - j 0,007419)S, | Y1 | = 0,007912 S,

Y2 = G2 + jB2 = (0,001231 + j 0,009060)S, | Yg | = 0,09143 S,

Y3 = G3 + jB3 = (0,04264 + j 0,26819)S, | Yj | = 0,2715 S .

W celu wyraźnego uwypuklenia zalet i efektów uzyskiwanych za pośrednictwem 
nowego wskaźnika jakości energii elektrycznej dane do powyższego przykładu 
zaczerpnięto z pracy [[93*
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0,5 H 0,5 a

Rys. 2 
Fig. 2

Wykonując obliczenia, otrzymujemy:

13 400

Moc czynna odbiornika P = ^  ' Gk|UjJ
3
V
k=1

344,23 W

Konduktancja równoważna G (dla przestrzeni IP(0jT)):
e *

G = —r— 7---P = 0,02568 S.
® < N l /

Moc czynna transportowana przez poszczególne harmoniczne 1P1 = g|u,
= 256,8 V/, ,P2 = G | u212 = ^  _ g|u3 |2 = 23,1 W.

Udział procentowy mocy czynnej transportowanej przez pierwszą harmoniczną 
wynosi:

1P116 = —p- = 74,6#

Prąd aktywny odbiornika określa wzór:

i = G u = 2,568V21sin(.) + 1,284^2' sin 2(.) + O J T ^ s i n  3(-). e
Natomiast moc czynna transportowana przez poszczególne harmoniczne prądu
i uzyskanego drogą minimalizacji funkcjonału (25) przy założeniu, że 
s

<*0 = ot, = otg = 1 wynosi:

2P1 = 0,1 uJ 2 = 331 W, 2P2 = G2 |u2 | 2 = 11,82 W, 2P3 = G3|u3 | 2 = 0,98 W

gdzie: Gk obliczamy na podstawie wzoru (35). Udział procentowy mocy
czynnej e transportowanej przez pierwszą harmoniczną wynosi:

2Ó = 96,15i.
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Prąd aktywny odbiornika określa wzór:

0i = 4,68 sin(.) + 0,3346 sin 2(.) +• 0,0462 sin 3 (•)• 
as

Rozkład widmowy składowych ai i gi przedstawiono na rys. 3, natomiast 
rozkład widmowy mocy czynnej na rys.s4.

Hys. 3 Rys. 4
Fig. 3 Fig. 4

llając na uwadze, że składowa aktywna prądu odbiornika i (36) posiada
as

inna postać w porównaniu ze składową czynną prądu i (wyróżnioną w wy­
niku minimalizacji wskaźnika jakości ( || ]| L )2 por. W. W. korzystne
byłoby rozłożenie prądu odbiornika na dalsze składniki (oprócz składnika 
i) oraz zbadanie ich właściwości.3
Problem ten rozpatrzono w oddzielnej pracy.
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HOBNił nOKA3ATEJIb KAHECT3A SJIEKTPHHECKOM SHEPHiH jyiH HECHHyc OHMJIbHŁEC 
ÏAPAKTEPHGTHK HA 3 ASHMAN AByxnCUHÛGHHKOB

P e 3 d u e

B paOoTe Aaeica onpe^eaeHHe HOBoro noxa3aieza xaaecxBa HecHHycohasjibhhx 
t ok Ob npaeuHXKa b b b a s AByxnojccHaxa. IloxaaaieAk b i o* onpeAeaaex 3axaHKutt 
Kounpoiuc Meixy npaBHJibHoft oueHxofl oHepreiaaecxaz o b o ü c t b (noxepa axTHBaofi 
MOHHOCIH Ha npHBoAe k npaeMHaxy) a xaaeciBeHHHZ aep* (rapuoHHaecxae AK$op- 
aanaa zapaxxepacxax HecaHycoaASUibHoro xoxa). UpeAJiaraeuHft nona3aieab npez- 
cxaBzaeica b b k a b h o pan cooiBexcxseHHO onpeAejieHHoro npocxpaHCXBa CoOozeBa. 
UaEBUHsaMxH sxoro noxa3axeza xaaectBa npa paBeaciBeHHou orpaBaaeHaa a*a
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aKTHBHOtt moąhocth P noflBeAeHHoft k npaeMHHKy jtaei bo3uo*hoctb o$opiuieHHH 
laKOfl cjiaraeuo2 toks npaeuHHKa, Koiopaa cooTBeTCTByeT Bce8 aKiHBHoft mchkoo- 
ia npHBeAeuHoa k npaeMKHKy.

THE PROPOSAI OP THE NEW QUALITY COEFFICIENT OF ELECTRICAL ENERGY FOR 
THE TWO-TERMINAL NETWORKS WITH N0N3IUUS0IDAL PERIODIC CURRENTS

S u m m a r y
The new quality coefficient of the nonsinusoidal periodic currents for 

two-terminal receivers has been defined. This index establishes the given 
compromise between the estimation of the energetistic properties (active 
pover loss at the lead to the receiver) and the current deformation (con­
tents of higher harmonics).
The proposed coefficient has been qualified as the second power of the 
standard of properly defined Sobolev’s space.
Minimization of this quality coefficient at the invariably limited active 
power being supplied to the receiver, enables to distinguish the receiver 
current component which causes entire transmission of the active power to 
the considered receiver.
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ORTOGONALNY ROZKŁAD PRĄDU ODBIORKIKA DY/UZACISKOT/SGO 
ZASILANEGO NAPIĘCIEM ODKSZTAŁCONYM, W PRZESTRZENI SOBOLEWA

Streszczenie. Niniejsza praca jest kontynuacją pracy [i]. W ar- 
tykule przeprowadzono rozkład prądu odbiornika dwuzaciskowego zasi­
lanego napięciem odkształconym na trzy wzajemnie ortogonalne-, skład­
niki względem iloczynu skalarnego w przestrzeni Sobolewa wi ̂ ,(0;!) 
i podano ich interpretacje fizykalne.
Zdefiniowano nowe pojęcia mocy związane z ortogonalnym rozkładem 
prądu odbiornika.

Artykuł niniejszy stanowi kontynuację pracy[i]. W pracy tej, w wyniku 
przeprowadzonej minimalizacji wskaźnika jakości prądu odbiornika, ujmują­
cego równocześnie ocenę strat mocy czynnej na doprowadzeniu do odbiornika 
oraz ocenę odkształceń przebiegu prądu, przy ograniczeniu równościowym 
aa moc czynną doprowc,dzoną do odbiornika, wyróżnionego składowa prądu od­
powiedzialna za całkowity przesył mocy czynnej P. Składową tę nazwano ak­
tywną i określono wzorem:

1. Wstęp

k=1

oo

k=1 «'
(1)

gdzie:

(2)
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A ^  = {̂ ot0 + <*■) (̂ a)) . • . + cĉ ikco)2 '̂) , (3)

”k - ^  Uk = V k Uk , (4)

Gi,* ek‘v j £  ’* h=0 1 - 2  J

(5)

V h2
<*k >  O dla k »  1 | <*0 >  O

1 - maksymalny rząd pochodnej występującej w normie przestrzeni 
W2,oC

i 6 wl>oC (0,T).

Zagadnienie kompensowalności niepożądanego składnika prądu odbiornika rów­
nego (i - gi) stanowi motywację do poszukiwań innych składowych prądu od­
biornika (oprócz składowej 0i) wzejemnie ortogonalnych.

2. Rozkład ortogonalny prądu odbiornika

Załóżmy podobnie jak w pracy że funkcje prądu i oraz napięcia u
odbiornika jednofazowego należą do przestrzeni Wg oc odbiornik znaj­
duje się w jednym stanie prądowo-napięciowym i jest opisany ciągiem admi 
tancji:

= Gk + jBk, k 6(0,1,2,...,), B0 = 0 . (6)

Zakładamy również, że moc czynna doprowadzona do odbiornika jest stała i 
równa wartości zadanej P. Całkowity prąd odbiornika określa wzór:

i = G0 u0 + Re (Gk + jBk)Ufc exp( jkw(. )). (7)
k=1

Zdefiniujmy prąd:

1 “ a1 = (Go " Go)Uo + V 2 ,Re (Gk + jBk - Gk)Uk exp(jku>(.)). (3)
k=1



Ortogonalny rozKlad prądu.

Prąd przedstawiony wzorem (3) można przedstawić w postaci wzorus

M

Prądy „i, Qi e \Ą  . (0}™) określają wzory: r s ¿1 c*s s
oo

J3k ’Jk exp(Jkw(.)), (1 0 )
k=1

<Go - Go)Uo + ^  Re 'e 1— 1k=1
- Ok)Uk exp(Jko)(.)). (1 1)

Prąd „i nazywamy prądem reaktancyjnym. Prąd ten jest kompensowalny z do- 
* swolna dokładnością w sensie użytej normy za pomocą skończonej liczby ele­

mentów L, C.
Prąd i nazywamy prądem rozproszenia} można t~o interpretować Jako prąd 

S 3
częstotliwościowego rozrzutu konduktancji odbiornika G;. wokół konduktan-
cji Gk (por. wzór (5))« 

e
W celu wykazania wzajemnej ortogonalności skiadnikóv< prądu odbiornika i 
(o1» -ii ai) wykorzystujemy wzór (por. [j]):

k=0

Symbol G* oznacza liczbę zespoloną sprzężoną z liczbą Gk« Wykorzystując 
powyższy wzór oraz wzory (1), (10), (11), mamy:

8 s s
oo

(12)

oo

= Re
k=1

(13)
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oo^  i ŝ w =Ke Z vk uk = Z! vkkl2
3 3  feo e e k ^  e e

w
■

k=0
h=0 h

2 ~ (Gk " U,
-5 (? - p) = 0

h is  v ,
b=0 bh=0

(14)

^ s ^ w  = H e £ v ^ ( dBk)Uk((
k=1

lk - °k>Uk =

= Re 3Bk)
k=1

Gk) =e
(15)

Z powyższych wzorów wynika, że prądy i _i „i są wzajemnie ortogo-
as> rs’ 3s

nalne. Porównując dla tego samego odbiornika opisanego tym samym ciągiem 
admitancji Y^, kejo 
prądowo-napięciowym, składowe ortogonalne prądu wyróżnione drogą:
- minimalizacji funkcjonału (| Q w )2 [i], [V],
- minimalizacji funkcjonału (j| || L )2 [3]; należy stwierdzić, że:

składowe i oraz i mają różną postać i transportują całkowitą moc 
0 as

czynną do odbiornika.
Składowa gi odtwarza kształt napięcia zasilającego u, ze współczyn­

nikiem proporcjonalności G , zatem stopień odkształcenia tego prądu 
(w odniesieniu do napięcia) jest taki sam.

Odkształcenie składowej „i od przebiegu sinusoidalnego w porównaniu
as

ze składową gi przy tym samym napięciu zasilającym jest znacznie mniej­
sze.
- Składowe reaktancyjne ri, ri mają taką samą postać, skąd wynika, że

s
możliwości LC kompensacji w obydwu przypadkach są takie same,

- Składowe i, i posiadają różną postać.
3 ss

Zakładając, że składowe gi i gi są przynajmniej częściowo kompensował-
s

ne w szerszej klasie elementów (aktywne, parametryczne, nieliniowe), nale­
ży zauważyć, że prąd wypadkowy dopływający do odbiornika przy kompensacji
prądu si będzie znacznie mniej odkształcony (mniejszy udział wyższych 

s
harmonicznych) niż przy kompensacji prądu _i wyrażonego wzorem:s

,1,...j oraz znajdrjącego się w tym samym stanie
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si = (G - G)U0 +~\[2I ?.e E (Gk - Ge) Uk exp(jkw(.)), (16)
0 e k=1

gdzieś

Stwierdzenie to ilustrujemy poniższym przykładem.

p.1. Do odbiornika Y (rys. 1) o danych dla lepszego porównania zaczer­
pniętych z pracy[3, s. 91^ - dołączono układy kompensujące składową reak- 
tancyjną ri oraz ai (w sensie minimalizacji funkcjonału (|| || L )2
(rys. 2a)) orazs
do tego samego odbiornika Y (rys. 1) - dołączono układy kompensujące skła­
dową reaktancyjną ri oraz składową gi (w sensie minimalizacacji funkcjo­
nału (|| |] w )2 (rys. 2b) ).

Rys. 1 
Fig. 1

Rys. 2 
Fig. 2
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Ouliczonc składowe ortOi;;onalneso rozkładu prądu i w obydwu przypadkach 
i stwierdzono, żes dla nin (|| || -h ) :

..i = 3,63 sin (•) + 1,315 sin 2 (.) + 1,09 sin 3 (•),
ca

ri = -10,49 oos (.) + 6,406 cos (.) + 11,37 cos 4 (•), 

ai = 0,256 sin (.) - 0,945 sin 2 (.) + 0,719 sin 3 (•),

Rys. 3 
Fis- 3
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natomiast dla min ( || |[ w )2s

i = 4,68 sin (.) + 0,334 sin 2 (.) + 0,0462 sin 3 (•) 
as
ri = -10,49 cos (.) + 6,406 cos 2 (.) + 11,37 cos 3 (•) 
s
i = -0,793 sin (•) + 0,536 sin 2 (.) + 1,76 sin (.) .
3s

Porównując poszczególne składowe prądu i, stwierdzamy, że dwójniki kom­
pensujące składowe ri, ri są identyczne (rys. 2a i 2b). Przyjmując, że

s
każdy z prądów (gi, gi) można kompensować w stopniu (3gi, |5gi dla
^ 6 <0; 1> (rys. 2a i 2b) (bez wnikania w strukturę tych dwójników 
kompensujących) otrzymujemy wyniki przedstawione wykreślnie (rys. 3, 4).

3- Propozyc.io nowych definic.ii mocy

Wykazana ortogonalność składników prądu odbiornika („i, i, i) po-
as rs s

woduje, że zachodzi:

(II *!.>2 - (HaM|w^+ («rMlw)2+ (II 4  II w)2 * <1?>s s s

Mnożąc obustronnie wzór (17) przez kwadrat normy napięcia, uzyskujemy:

sf = Pf + QZr  + Qg , (18)8
gdzie:

gin = IMI w (19)9

- I“ lw - I.|I„ . <“ )

" IIu U w * I rj; U w * (21)s s

Qs = II u 1 w * I s1 I w * (22)s s

Moc określoną wzorem (19) nazywamy mocą pozorną w sensie Sobolewa, podob­
nie moce P„, Q , Q nazywamy odpowiednio mocami aktywną, reaktancyjną, 

sa s ss 
rozproszenia w sensie Sobolewa.



Ortogonalny rozkład prądu.. 67

Moc aktywna ?_ nie jest na ogół mocą czynną odbiornika, gdyż: 
sa

ń = (ILU2 • dl ML)2- £  vklukl22 vk aklukl2 =
k=0 k=0

= P'
X! lukl2y2

,2 k=0_________
oo

Zk=0 V

(23)

4- Podsumowanie i wnioski

Wykorzystując zdefiniowany w pracy £1] prąd aktywny i wyróżniony
1 ^drogą minimalizacji kwadratu normy (przestrzeni ^ (OjT)), która to 

umożliwia równoczesną ocenę strat mocy czynnej na doprowadzeniu do odbior­
nika oraz ocenę odkształceń prądu, przeprowadzono rozkład ortogonalny prą­
du odbiornika na trzy składowe (i, i, i).

3 S S
(aktywna) minimalizuje wyrażenie (Składowa as

niczemu równościowym na moc czynna 
mocy czynnej do odbiornika.

) przy ogra-
P i jest odpowiedzialna za przesył

Składowa reaktancyjna i ( o identycznej postaci jak w przypadku mi-
nimalizacji (I ) ) jest kompensowalna w klasie układów LC z dowol­
ną dokładnością w sensie przyjętej normy.

Składowa rozproszenia i (częstotliwościowego rozrzutu konduktancji
3odbiornika 0„ wokół konduktancji G, ) jest niekompensowalna w klasie

e
układów LC.
Pełna kompensacja rozproszenia gi, gi (oraz prądów reaktancyjnych)

3
w szerszej klasie układów kompensacyjnych, aniżeli układy LC, umożliwia­
łaby:
- w przypadku prądu i zadany kompromis pomiędzy minimalizacją strat

as
mocy czynnej na doprowadzeniu i minimalizacją odkształcenia przebiegu 
prądu,

- w przypadku prądu gi minimalizację strat mocy czynnej na doprowadze­
niu bez wpływu na odkształcenie przebiegu prądu w stosunku do napięcia 
zasilającego (por. wykresy rys. 3t 4).
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nPHEMHHiCA £  £I1£E ¿ByjfflOJUaCHHKA K iCOTCPOti/ nPHBQflHTca IISOHHyCOHJiAilbHOE 
HAIIPHEEKHE

P e 3 b m e
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HecHHycoHAajibHoro Toxa  npHeUHHKa b BH^e AByxno jnocm ixa. IlHTaHHe s io r o  AByx- 
nojuocHHKa — aecHHycoHAaabHoe nanpaaceHae• Pa3acaeHne Tosa no B3bhuko  o pT o ro -  
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3Tax caa ra e ua x  HecHHycoHAaxbHoro Toxa npaeuuuKa. Ha 6a.ee opToroHaabHoro  
pasaoxeuua  uecaH ycoaAaabuoro  t oxa BUBOAATca Hoaue $opuyaa a onpeAeaeHaa  
hoahocth  a m  0AH04<a3Hax a a e x ip a a e c x a x  cacTeM,

ORTHOGONAL DECOMPOSITION OP THE CURRENT OP THE TWO-TERMINAL 
RECEIVER SUPPLIED WITH NONSINUSOIDAL PERIODIC VOLTAGE 
III THE SOBOLEV’S SPACE

S u m m a r y
This paper is the continuation of [1]- The decomposition of the cur­

rent of the two-terminal receiver supplied with nonsinusoidal periodic 
voltage, into three orthogonal components in relation to scalar product
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in the Sobolev’s space Wg u  (OjT) has been done and their physical in­
terpretations have been given.

The new notions of power connected with the orthogonal decomposition 
have been defined.
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WYKORZYSTUJĄCA POJECIE PRZESTRZENI SOBOLEWA

Streszczenie. W pracy zdefiniowano wskaźnik jakości prądów od­
kształconych odbiorników wielozaciskowych ustalający kompromis po­
między oceną strat mocy czynnej na doprowadzeniu do pojedynczego 
odbiornika i oceną odkształceń (zawartości wyższych harmonicznych) 
prądów odbiornika.

Wskaźnik ten zdefiniowano jako kwadrat normy pewnej specjalnie 
skonstruowanej przestrzeni Sobolewa.

Rozwiązano problem minimalizacji tego wskaźnika przy ogranicze­
niu równościowym dotyczącym doprowadzenia zadanej mocy czynnej do 
odbiornika.

Następnie przeprowadzono rozkład prądów odbiornika wielozacisko- 
wego na cztery wzajemnie ortogonalne składniki, podając ich inter­
pretację fizykalna.

Wprowadzono nowe definicje mocy wiążące się z uzyskanym rozkładem 
ortogonalnym prądów odbiornika.

1. Wstęp

Zagadnienie sygnalizowane w tytule niniejszej pracy było już częściowo 
podejmowane w pracach [[3], [j>]t ian ocena ta polegała na znalezieniu prą­
du minimalizującego straty na symetrycznym doprowadzeniu mocy czynnej P 
do odbiornika wielozaciskowego tzn. - każdemu z przewodów doprowadzających 
tę moc przyporządkowana była rezystancja AR (z wyjątkiem przewodu zero­
wego o rezystancji zerowej) i straty te związane były z ww. rezystancjami. 
Oprócz wspomnianego minimalizującego prądu wyróżnione były jeszcze dwa lub 
trzy dalsze, dające w sumie całkowity prąd odbiornika. Prądy te są wobec 
tego niepożądane (oczywiście oprócz pierwszego przenoszącego moc czynną) 
i należy z kolei zastanowić się, czy i jakimi sposobami można je skompen­
sować. Funkcje (macierzowe) tych prądów były elementami pewnej przestrzeni 
Hilberta I£(0;T). Były one parami ortogonalne i każda z nich posiadała 
określoną interpretację fizykalną. Minimalizowany funkcjonał, oceniający 
jakość prądu, miał jako swą dziedzinę zbiór tworzący przestrzeń L^(OjT).

Jednak oprócz strat zagadnieniem istotnym jest odkształcenie prądu po­
bieranego przez odbiornik, ponieważ w sieci, która nie może być traktowana 
jako napięciowo sztywna, prąd taki powoduje wzrost odkształceń napięć za­
silających inne odbiorniki. Widać więc, że na razie w obrębie jednego od-
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biomika należy znaleźć jakiś v/akaźnik, który oceniałby jednocześnie za­
równo odkształcenie prądu, jak i straty występujące na doprowadzeniu doń 
nocy czynnej. Obserwując naszkicowane tu rozwiązanie poprzedniego zagad­
nienia, dochodzimy do przekonania, że ze względu na pożądaną ortogonal- 
ność rozkładu funkcji prądów powinniśmy umiejscowić je również w pewnej 
przestrzeni Hilberta, na której z kolei będzie zdefiniowany minimalizowa­
ny funkcjonał (omawiany problem, dla odbiorników dwuzaciskowych, został 
przeanalizowany w pracach £4], [V]). Przestrzeń ta powinna być na tyle 
podobna do przestrzeni L^(0}T), by dało się ująć wspomniane zagadnienie 
strat oraz dysponować pewnymi współczynnikami pozwalającymi na uzyskanie 
kompromisu pomiędzy oceną strat i odkształceniami prądu. Ponieważ kolejne 
pochodne funkcji prądu uwypuklają wyższe harmoniczne, więc wydaje się, że 
proponowana ocena może być dokonywana za pomocą wzoru:

2 > r  Z  T S  <fi r)<t))2dt • 1«
r=0 <*=1 0

gdzie wskaźnik oC numeruje zaciski wejściowe odbiornika (rozpatrujemy 
n6N takich zacisków), wskaźnik reii jest rzędem pochodnej funkcji

= oraz 0, 0. Za wyborem takiego wzoru przemawia
dodatkowo fakt, że funkcje (lub też ich pochodne) różniące się na zbiorze 
miary Lebesque’a zero nie są metrologicznie rozróżnialne. Oczywiście trze­
ba teraz sprecyzować, dla jakich funkcji f wzór (1) ma sens. Doprowa** 
dzi nas to do definicji pewnej przestrzeni Hilberta - mianowicie do prze­
strzeni Sobolewa, a właściwie do całej ich rodziny ze względu na dobór 
ciągów "K oraz liczb 1, a wzór (1) będzie określać ich normy.

Nie będziemy teraz rozstrzygać zagadnienia, czy przestrzenie te z punk­
tu widzenia wymienionych zamierzeń posiadają konkurentki. '.Tydaje się nato­
miast, że przedstawione argumenty wystarczającą motywują ich rozpatrywa­
nie. Przystąpmy więc do formalizacji zagadnienia.

2. Konstrukc.ia pewnych przestrzeni Sobolewa

Załóżmy, że dany jest odbiornik przedstawiony na rys. 1.
Ponieważ rozpatrujemy jeden stan napięciowo-prądowy odbiornika opisany 
parą funkcji macierzowych * u=(u1,...,un), i=(i1,...,in), więc jest rze­
czą obojętną, czy gdyby dopuścić do rozważań ir.no jego stany byłby on li- 
niov/ym czy też nie. Istotne jest, że funkcje u^, i<A,<*e|l,...,n| są
okresowymi funkcjami zmiennej rzeczywistej (czasu) o wspólnym okresie T. 
będziemy o nich zakładać, że są mierzalne w sensie Lebesgue»a o całkowal­
nym kwadracie na przedziale domkniętym <0}T> oraz że są różniczkowalne
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Rys.
Fig.

prawie wszędzie (prawie wszędzie 
w sensie miary Lebesgue’a) 1-krot- 
nie i wszystkie ich pochodne posia­
dają te same własności co różnicz­
kowane funkcje. Jeśli we wzorze
(1) któryś ze współczynników X r 
byłby równy zeru, to wówczas oczy­
wiście o odpowiedniej funkcji 
(iO (r) *u ot » nie trzeba czynie ww.

założeń.
Ze względów wymienionych w pracy 
[3]] należy operować klasami takich 

funkcji f^, które są równe na przedziale <OjT> prawie wszędzie oraz
posiadają kolejne pochodne do 1-go rzędu włącznie odpowiednio równe pra­
wie wszędzie. (Wówczas, gdy jest nieistotne, czy chodzi o funkcję u^,
czy też i^, będziemy używać symbolu f^). Klasy takich funkcji oznaczamy

Aby uprościć zapis wzorów, których użyjemy, będziemy oznaczać klasę 
[/<*] tym samym symbolem co odpowiednia funkcję. Jest oczywiste, że
klasy te są niepuste i rozłączne, czyli tworzą podział zbioru funkcji o 
opisanych właściwościach, generujący odpowiednią relację równoważności 
w tym zbiorze.

Odbiornik (n + 1) zaciskowy
The (n + 1) - terminal recei­

ver

Utwórzmy z takich klas ciągi f=(f.
•ł

.,fn). Zbiór wszystkich takich cią­
gów oznaczymy Wg ^ n (0}T). Będziemy używać tego oznaczenia zamiast dokład' 
niejszego, lecz dłuższego wi „(<0}T>).

9̂ 9**Aby uczynić zeń przestrzeń Sobolewa (dokładniej: n-krotną przestrzeń
Sobolewa o indeksach 1,2,A), trzeba zbiór ten zaopatrzyć w strukturę 
przestrzeni liniowej, a następnie w iloczyn skalarny.

Uwaga 1. Często w literaturze, definiując przestrzeń Sobolewa, używa 
Się, w miejsce pochodnej klasycznej, pojęcia pochodnej dystrybucyjnej, da­
jącej w wyniku różniczkowania dystrybucji regularnych, dystrybucje regu­
larne. Ponieważ mamy wzajemnie jednoznaczne przyporządkowanie pomiędzy 
omawianymi klasami funkcji [frtJ a dystrybucjami regularnymi oraz w tym 
przypadku, pomiędzy różniczkowaniem klasycznym i dystrybucyjnym [12], 
s. 39, 40, 43, 44)., więc zrezygnowaliśmy w definicji przestrzeni Sobolewa 
z ujęcia dystrybucyjnego. □

Dodawanie elementów zbioru w| ^ n (0jT) oraz mnożenie ich przez liczby 
rzeczywiste określamy wzorami:

gdzie:

f + g « (^ + gr ...,fn +

C • f * (cf*̂  9 • • • f f

f,gewl,^,n(°jT), c e R .

(2)
(3)
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ściślej, dodawanie wspomnianych klas [fj, [ g j  rozumiemy jako otrzymanie 
nowej klasy poprzez dodawanie dowolnych elementów przynależnych kolejno 
do jednej i drugiej, a mnożenie przez liczbę rzeczywista - jako mnożenie 
dowolnego elementu danej klasy przez tę liczbę. Działania te są, jak łatwo
zauważyć, poprawnie określone i nie wyprowadzają poza zbiór wl ~ „(OłT). .....wnioskujemy o tym, ponieważ suma dwu funkcji mierzalnych f* , gJc 
(określonych prawie wszędzie) na przedziale <OjT> jest funkcją mierzal­
ną określoną na różnicy mnogościowej tego przedziału i pewnego zbioru mia­
ry zero i ̂ ponieważ ze spełnienia nierówności (fj^(t) + (t))2 <
ó  2(( f ( t ))2 + (g^r^(t))2) wynika całkowalność kwadratu sumy dwu funk­
cji posiadających tę własność. Prześledzenie poprawności określenia dzia­
łania jest prostym ćwiczeniem.

liany więc określoną przestrzeń liniową (Wg ^  n (0}T), R0, +, .) nad 
ciałem liczb rzeczywistych R0. Potrzebne tu wiadomości z teorii miary i 
całki Letesgue’a Czytelnik może znaleźć np. w książkach [10], [1 1].

Podkreślamy, że argumenty i wartości funkcji prądów i napięć u, i poz­
bawiamy wymiarów fizykalnych i dlatego funkcje te możemy traktować jako 
elementy wspólnego zbioru powyższej przestrzeni liniowej. Motywacja takie­
go stanowiska podana jest w pracach £2],

Zdefiniujmy teraz iloczyn skalarny w ten sposób, by indukował on normę 
określoną wzorem (1). Iloczyn ten ma być odwzorowaniem: (| ),„:W'i , (0:T)x
x — 2 A, Jest on określony wzorem:

1 T
(f|g)w = J G (/ )(t)dt, (4)

r=0 O

w którym zastosowano konwencję sumacyjną (w zakresie od 1 do n) odnośnie 
do wskaźnika powtarzającego się w iloczynie i numerującego wejścia od­
biornika. Odnośnie do tego rodzaju wskaźników <*, h t  przyjmujemy tę kon­
wencję w dalszym ciągu artykułu. Łatwo sprawdzić, że cztery aksjomaty ilo­
czynu skalarnego ([jJ, s. 62) są spełnione. \Y przypadku czwartego z nich 
istotny jest fakt operowania klasami funkcji Ijf̂ ] tworzącymi wspomniane 
ciągi oraz założenie: > 0 ,  A»r >  0, re{l,...,l} . Oczywiście norma
jest określona za pomocą tego iloczynu skalarnego:

II f II w = <f I f)w (5)
wzorem (1).

Badanie zupełności omawianej przestrzeni sprowadzamy najpierw do bada­
nia zupełności przestrzeni ^(Oj^) (przypadek n=1, £13], s- 55). Z ko­
lei badanie zupełności przestrzeni wij ^(0;T) opiera się na wykorzystaniu 
pochodnej dystrybucyjnej dystrybucji regularnych (por. Uwaga 1) oraz wy­
korzystaniu faktu zupełności przestrzeni L2(0; 2) ([1], s. 214, 215).
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Czyli przestrzeń Sobolewa ((v| (°*")> “0> +> •)> (l)„) jsst przestrzenią
Hilberta. Oznaczamy ją symbolem Wg ^ n(OjT)- Jaic wspomnieliśmy już, ma­
my tu do czynienia z rodziną przestrzeni ze względu na wybór liczb 1, n 
oraz ciągu X. Wybór parametrów 1, X  służy do wspólnego ujęcia zagadnienia 
strat mocy na doprowadzeniu prądów do odbiornika oraz zagadnienia "sKaże- 
nia" tych prądów wyższymi harmonicznymi (w ten 3posób realizowany jest óv; 
kompromis, o którym mowa w streszczeniu).

Dalsza analiza prądów odbiornika odbywać się będzie w oparciu o pewien 
szczególnie wygodny układ ortonormalny w przestrzeni Wg J®31"
on następujący:

K,0,...,0),...,(0,..., 0,AQ ),..., (o)

~\j2' cos htt>( .),0,...,0),..., (0, • • •,0,A^”̂  ¿' cosco( •)),

(A^ "V?1 sin hco(•),0, •••,0),..., (0,..., 0,Â "(/"21 sincd(• ), * • •}

gdzie:

=\j (X0 + (hco)2 + • • • + Chu;) ) *, (7)

a) = I? , h 6 :t0 = Ił U {o} .

Bezpośrednim rachunkiem sprawdzamy ortonormalność układu (6), czyli:

(ek K > w  = 5kl* k-1 6 V  (d)

przy czym zgodnie ze wzorem (3) numerujemy elementy tego układu (zbioru) 
kolejnymi liczbami podstawowymi.

Wykorzystując wzór (1) oraz powiązanie współczynników Fouriera iunkcji 
i jej pochodnych, w prosty sposób sprowadzamy dowód zamkniętości układu 
(6) do dowodu zamkniętości zwykłego układu trygonometrycznego w przestrze­
ni L2(0jT) ([7], 3. 78, 79).

Jak w każdej przestrzeni Hilberta mamy rozkład dowolnego jej elementu 
względem przeliczalnego układu ortonormalnego zamkniętego ([5]. s. 75, 7b):

* = £  (fl0k>w • ek . f 6 ' 4 , X , n < < f lek V  6l2‘
k=0

(9)
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Dostrzegając podobieństwo układu (6) do zwykłego układu trygonometrycznego 
w przestrzeni 12(0|T) ([3]), możemy zamiast wzoru (9) napisać:

OO
fcfc = p<*oAo PochAb “ P d M O ) ,  (10)

h=»1 s

gdzie:

T
>  = V h F<#h , F ^  «^¡L J  f(t) e ^ d t  
S 0

dla
T

h “ °* p<*0 = f J f(t)dt, (|f |) e i 2 , (1 1)
o 8<<h

V h = A h , be l c , * 6 { i  n J. (12)

Wyrażenia nazywać będziemy współczynnikami Sobolewa.
8

Zamknietość układu (6) oznacza w tej nowej notacji, użytej we wzorze
(10), spełnienie wzoru:

Pa n oo

£  £ i h 2- £h=0 dt=1ls 1 h=1 ot=sl v hl^hl (13)

dla dowolnego elementu f 6l2 A, n^0,T^‘
W oparciu o ten fakt, metodą podobną do zastosowanej w pracy [9J, s. 5, 6,
wykazujemy, dla dowolnych elementów f.gewi , (OjT), wzćr:f a», n

Oo Oo
(fig),, = Re ^  F(th 0 ^  . Re V h P<*h G<*b ' 

h=0 0 8 h=0

z którego będziemy często korzystać, albowiem z jego pomocą można orzekać 
o ortogonalnośoi funkcji f i g w powyższej przestrzeni Sobolewa, używa­
jąc ich sobolewowskiego lub zwykłego fourierowskiego widma.
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3. Problem optymalizacyjny

Problem ten polega na znalezieniu funkcji prądu ie Wg ^ n (0;T) minima­
lizującej kwadrat funkcjonału normy (jj || ̂ ) we wprowadzonej przestrzeni 
Sobolewa, przy ubocznym warunku orzekającym, że moc czynna dostarczona do 
odbiornika jest stała i równa Pi

P = ( u | i ) L , (15)

gdzie symbol (|)^ oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni Ł^(OjT) okreś­
lający właśnie tę moc. □

Uwaga 2. Warto zaznaczyć, że milcząco godzimy się tu na pewne przybli­
żenie, charakterystyczne dla lokalnego potraktowania problemu optymaliza­
cji (tzn. dotyczącego jednego odbiornika), polegające na założeniu sztyw­
ności napięcia na samym odbiorniku (zadanie funkcji uewi , „(0}T) - 
rys. 1). □

Uwaga 3. Minimum omawianego funkcjonału odpowiada, pod względem strat 
występujących na doprowadzeniu mocy do odbiornika, stanowisku opisanemu 
w punkoie 1, gdy n przewodów doprowadzająoyob do niego prądy posiada 
rezystancję A R  a (n+1 )-szy - zerową. Gdyby (n+1)-szy miał również re­
zystancję AR, to w sumach określających iloczyn skalarny i normę prze­
strzeni Sobolewa dodawanie powinno odbywać się w zakresie od 1 do n+1, 
a prądy spełniać równanie

n+1
£
ot=1

i* “ °-

Równanie to wyznacza podprzestrzeń Hilberta naszej przestrzeni Sobolewa 
(jest ona liniowa i domknięta). Przyjmując takie stanowisko, należałoby 
zastąpić w całej pracy wprowadzoną przestrzeń Sobolewa tą jej podprzestrze- 
nią.

Powstaje też pytaniej jak wyglądałoby zagadnienie optymalizacji w przy­
padku, gdy rezystancje poszczególnych przewodów nie byłyby równe? Widać, 
ża we wzorach (1), (4) należałoby, w analogii do nieujemnych współczyn­
ników wagi A)r. wprowadzić inne, dotyczące, dla ustalonej harmonicznej, 
kolejnych przewodów odbiornika. Mielibyśmy wówczas również do czynienia 
z iloczynem skalarnym i normą; lecz z innym układem ortonormalnym i nieco 
bardziej skomplikowanymi rachunkami występującymi w zagadnieniu optymali­
zacyjnym. Natomiast trudno przewidzieć, jak wyglądałoby wówczas zagadnie­
nie ortogonalnego rozkładu funkcji prądu odbiornika, którym w przypadku 
symetrii rezystancyjnej zamierzamy się zająć. Sygnalizujemy powyższą moż­
liwość asymetrii, lecz nie będziemy jej w niniejszej pracy rozpatrywać.

□
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Uwaga 4. Minimalizowany funkcjonał może być rćwnież funkcjonałem o war­
tości (ur I O w» gdzie uR jest macierze funkcji napięć na przewodach o re­
zystancji AR. Można wówczas, utrzymując to samo oznaczenie - lecz 
zmieniając jego definicję, łatwo uwzględnić zjawisko naskćrkowości dla 
tych przewodów, za pomocą takich samych rozumowań jak przeprowadzone w 
całej pracy.□

Ponieważ przyporządkowanie funkcjom feWg ^ n(0|T) ich współczynników 
(f l®k\r J®8* fcijekoj« pomiędzy zbiorami ^ 1 ^  (P°r*! tXI>
s. 74-76)), więc podany problem optymalizacyjny można wyrazić w przestrze­
ni l2. Mianowicie, polega on na znalezieniu minimum funkcji f : ¿2-»-R:

s

f ( A )  -  f ( A , B )  - 2  V h E I I« b | 2 " <1 6 >
8 8 h=0 at=1

E v h E (4  +  b=co ■  ° »
h=0 0C»1

f(A.B) = II i II 2

gdzie:

Joth " AcCh " JB<*h * A “ *AcCĥ * B ” (Bctĥ *

2 - O y h).
!

A<*h d*a r  - * .

BoCb dla t  - n + p ♦ <17j

P e {1 a} . h e N0 ,

A -  H  AoCĥ  6 1  • B “ <BoCh> -  ^ h  .

(i analogicznie do A określamy A), przy warunku:
s

©O
g(A) - g(A,B) - P - (C^ A ^  + Both j - 0 , (18)
8 8 h=0

g(A,B) - P - (u|i)L,
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gdzieś

u*h - °och - iDoch- D*o - °* ; - ^  = W 6i2 (19)

D - (D^) = (7hDdh)6 l 2 s s

i np, zapis (A^) oznacza ciąg pojedynczy utworzony, powiedzmy, przez upo­
rządkowanie, przy kolejno wzrastających wskaźnikach h 6 N Qf wskaźników oc 
rosnących od 1 do n. Uporządkowanie to jest obojętne, albowiem szeregi 
występujące we wzorach (16) i (18) są bezwzględnie zbieżne.

Warunek konieczny dla istnienia ekstremum związanego podaje następujące 
twierdzenie ([V], s> 199, 200), dostosowane tu do rozpatrywanych odwzoro­
wań, pNiech funkcja g s 1'—*■ R będzie różniczkowalne w sposób ciągły w pew­
nym otoczeniu punktu A , punkt A jest punktem regularnym zbioru
, , 80 „ SO ^
g ({°}), funkcja f s 1' —*• R różniczkowalna w punkcie A , Jeśli funk- 
s ^ so
cja f posiada w punkcie X ekstremum, to istnieje taka stała ¡x e R, że:

s so

f'(A ) + ug(A ) = O , (20)
8 80 8 80

gdzie symbol ' oznacza pochodną Frecheta (1X1, s. 125, 126) - (zarówno 
przestrzeń l2, jak i R posiadają strukturę banachowską).

Warunek wystarczający dla istnienia ekstremum związanego podaje z kolei 
twierdzenie ([X]» s- 201)*

Niech funkcje f oraz g będą w pewnym otoczeniu punktu A dwukrot-
s s so

nie różniczkowalne w sposób ciągły, niech punkt ten będzie punktem regu­
larnym zbioru g“1 ({o})* Jeśli istnieje taka stała ̂ 6 R ,  że spełnione 

s
jest dla niej równanie (20), oraz taka stała c 6 R, c >  O, że zachodzi:

(f"(A ) +ug"(A)) (B, B) 3* o||b || (21)
s so s so s s 6 l2

dla B e g “1 ({o}) , 
s

to funkcja f ma w punkcie A minimum związane, 
s so

Trzeba teraz zastosować oba przytoczone twierdzenia do zdefiniowanych
wzorami (16) i (18) funkcji f i g ,

8 8Zajmijmy się najpierw warunkiem koniecznym. Funkcje f, g są oczywis-
8 s

cie różniczkowalne w sposób ciągły dowolną liczbę razy w każdym punkcie
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swojej dziedziny. Zbiór g-1 ({°}) 39st zbiorem tyob sobolewowskioh współ-
* 8 2 czynników prądowych z przestrzeni 1 , które przy zadanych sobolewowskioh

współczynnikach napięcia z tej przestrzeni realizują moc czynną P dostar­
czaną odbiornikowi. Dowolny punkt dziedziny funkcji g jest punktem re-

s
gularnym, jeśli tylko nie wszystkie współczynniki C ^  są równe ze­
ru - czyli wykluczamy przypadek, gdy |[ u || L = 0, lub w sposób równoważny 
|| u||w = 0. Założenie to oczywiście przyjmujemy, gdyż oznacza ono, że w 
ogóle jakieś (niezerowe) napięcie zasila odbiornik. Wypisujemy z kolei 
równanie (20), a właściwie jego odpowiednik, gdzie zastosowano powiązanie
współczynników Sobolewa ze zwykłymi Fouriera (wzór (11)). Mamy więc:

2 V b A*h - ^ Cech = 0 • (22)

2 V h Bcch '^«th = 0 • (23)
gdzieś

A h “ °<*h • (24)
h

Boch = ^  Doth • (25)
h

(Widaó, że ponieważ: > ^ > 0 ,  więcs V h >  0 dla dowolnego h 6 H 0).
Podstawiając prawe strony wzorów (24), (25) do wzoru (18), mamy:

£  2  2  ( < £ b +  = p  •
skąd:

n ii
, gdzie I U*h I" = X X h  + W

r7 £. £__| ' ocn atn- ~ » (26)
h=0 h <*=1

2P

IV? h 
b=0 h

Ze wzorów (17), (19), (24)-(26) otrzymujemy współczynniki A^.
o o

podejrzane o realizację minimum związanego funkcji f i w  ślad za tym
s

współczynniki 1^, które będziemy oznaczać teraz gl^ (sens wyboru takie­
go oznaczenia niebawem okaże się jasny). Więc:
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asceta “ ?b U<*b •S 6
(28)

gdzie:

(29)

oraz czasowa funkcja prądu określona tymi współczynnikami Jest następująca:

i widaó, że gie »^^„(OjT).

Analizując z kolei warunek wystarczający widzimy, że lewa strona nie­
równości (21) przyjmuje postać:

b=1 cc=1

prawa zaś jest podobna, tylko zamiast współczynnika 2 występuje c . 
Zatem wystarczy dobrać jakikolwiek współczynnik c spełniający nierów­
ność 0 <■ c <  2 i wówczas nierówność (21) będzie spełniona.

Wnioskujemy stąd, że funkcja prądu gi rzeczywiście minimalizuje funk­
cjonał || ||̂  przy warunku ubocznym (15).

Otrzymany rezultat zilustrujemy pewnym przykładem. Mianowicie, porówna­
nie prądu „i, gdy wszystkie współczynniki A._ spełniają nierówności 

s r
hj, >  0, z prądem gi, dla ktprego mamy: A.Q « 1, ^  • ••• = Aj « 0, jest
pouczające.
(Mamy wówczas równość Wg ^  ) a (0iT) = I^(OjT)). Prąd ai minimalizuje 
jedynie straty na doprowadzeniu mooy 4 o odbiornika, prąd fli - jak już
wspomniano - stanowi kompromis pomiędzy minimalizacją tycb strat i skaże­
nia go wyższymi harmonioznymi. Ze wzoru (29) widać, że dla prądu 0i ma­
my stały (niezależny od h) współczynnik:

oo
(30)

8



82 U. Brodzki, J. Walczak

a dla omawianego prądu gi współczynniki G^ maleją szybko wraz ze wzro­
stem numeru harmonicznej:0

V l  <  Gh * ( 3 2 )o 6

(tym samym amplitudy harmonicznych tego prądu „i maleją w porównaniu do
as

odpowiednich amplitud harmonicznych napięcia u), lecz zachodzi nierówność:

G ć  Go • ( 3 3 )e e

Gdyby obliczyć moc czynną, jaką transportuje prąd „i, to okaże się, że
as

jest to całkowita moc czynna odbiornika - taka sama jak w przypadku prądu 
gi. Pokazuje to prosty rachunek:

o° po y2
( u | a i ) L = Re X ]  «och < «och “  F £  — T T ------------  = p * ( 3 4 )

8 h=0 8 h=0y2 > 1 it2
‘ fei V ?  ”*

Wyodrębniliśmy więc z całego prądu odbiornika i prąd i. Podobnie, jak
2 8w rozważaniach przeprowadzanych w przestrzeni L^iOjT), pojawia się teraz

problem rozkładu prądu i - „i na dalsze składniki wraz z podaniem moty-
8

wacji fizykalnej tego postępowania oraz problem zbadania wzajemnej prosto­
padłości tak otrzymanych składników, ważny ze względu na powiązanie każde­
go z nich z pojęciem pewnej mocy.

4 .  Rozkład, grądu, .o jb ^ o j-ą i^ a .

Prąd i - gi rozłożymy na następujące składniki:

^  = Y F R e  I ]  j V  >  « P < 3 M O ) ,  ( 3 5 )
h=1

oo
U *  ( V >  " e ° V V  +^ Re X X | S h  -  « P ( 3 M O ) ,  ( 3 6 )
00 ° ' ' h=1
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( <5 jest macierzą jednostkową), lub też rozkładając składniki gi na dwa 
dalsze mamyt 3

jeat charakterystyczny dla odbiornika liniowego. W przypadku gdy, jak to 
już stwierdziliśmy, mamy do czynienia z jednym napięciem u i prądem i

gdzie pionowe kraski, w które ujmujemy wskaźnik ot, oznaczają zakaz sumo­
wania podług niego. Wzór (4-0) staje się wówczas dla parametrów G<*b> B<*h 
definicyjny. Gdyby dla pewnych wskaźników <*, h był spełniony warunek 

= 0, to wówczas funkcje prądów określone odpowiadającymi niezerowymi 
wyrażeniami Zcth należałoby przedstawić w postaci osobnego składnika do­
łączonego do wzorów (30), (35)-(38). Sytuacja taka może byó spowodowana 
nieliniowością odbiornika.

Następnie mamy:

OO

as* “ (V >  " aoS*p}^o +^ Re S  (G*|ih " Qh uphexp(jh«X.)), (37)

d** = <Go - Go > V | ł o  Ra S (Gb “ Gh)Ó̂ Û  « P < J M O ) .
h=1

(38)

Podstawą do sformułowania wzorów (35)—(38) jest wzór:

(39)

(przypominamy, że sumujemy tu podług wskaźnika j5e{l,...n}). Wzór (39)

odbiornika, można również, przy założeniu
h 6 NQ, przyjąć:

■*oth = (G|<*|h + JB|«*|h)Uoth* B<*o = 0 » (40)

(41)

(42)

Uwagą 5. Gdyby dla pewnego h zachodził przypadek = 0, wówczas od­
powiedni współczynnik (41) nie byłby zdefiniowany i nie występowałby we 
wzorach (37), (38), O
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Jeśli założyć:

B<*(Sh “ Bjjoth ' > h 6 N , (43)

to wzór (42) możemy przedstawić:

Pb - Re< V  U*b <44)

Łatwo zorientować się, że z założenia u,i 6 W, j _(OjT) wynika wniosek: 
r -¿,A,n

a*> Tg’ aSg* dg e 22,^,n (°5T^

Widać również, że zachodzą wzory:

1 " a1 + r1 + s1 » <45)
8 8 8

(46)'

Sens składnika „i został omówiony* Potrzeba wyodrębnienia składnika 
as

ri o takim samym kształcie, jak w przypadku analizy odbiornika dokonywa- 
s o

nej w przestrzeni L^(OjT), opiera się na możliwości jego kompensacji, z
dowolną dokładnością w sensie użytej normy, w klasie skończonych układów 
ŁC (ta intuicyjnie sformułowana hipoteza wymaga oczywiście dowodu). Nato­
miast zagadnienie kompensacji składników n_i, ji (podobnie jak w prze- 

2 s s
strzeni L*(0}T) składników agi, di) wymaga prześledzenia i stwierdzenia,
w jakiej ewentualnie klasie elementów jest ona możliwa oraz jakie konsek­
wencje praktyczne to pociąga* Jest to jednak zagadnienie syntezy, którego
nie będziemy tu poruszać. Składnik „i pojawia się na skutek asymetriisfazowej i dyspersji częstotliwościowej konduktancji odbiornika. Można go
rozłożyć na składnik ODi związany z asymetrią fazową tych konduktancji 

aBs
dla ustalonej harmonicznej i składnik ,i fazowo symetryczny, lecz zwią-

s
zany z dyspersją częstotliwościową konduktancji.

Zajmiemy się teraz, w oparciu o wzór (14), wykazaniem ortogonalności 
dowolnej spośród par złożonych z różnych elementów zbioru | ai, ri as5- , ^
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(ai|asi)w = «« £  V2 o U<jth (G - 0 ^ ) 1 1 , * ,  (48)
3 8 h=0 8 r

oo
- Re S v b u«b <°h - % K b  ■ <«>sl s t^O 6 6

OO

4 | a s ^ w  = Re S  jVb B*ph >  «fcfta - “b^T^ih • <5°)
h=1 i

oo

(rslds)w = Re Z! ^  V  V  (Gh " eh)Ûh ’ (51)
h=»1

oo
< a s * |d * > w  = Re S  V h (0^ b  -  GhÓV V Gb " ^ )U*h* ( 5 2 )

h=0

W przekształceniach wzorów (47)-(52) wykorzystujemy definicję konduktancji
G. , pamiętając o uwadze 5« W przekształceniu wzoru (47) wykorzystujemy
0 * wzór (43) stwierdzając, że dowolnego h e N wyrażenie B<*£h Uoth U0h jest
rzeczywiste i stąds

- 0 . (»>

Wykorzystując wzory (43), (44), (41), (15), (29), przekształcamy prawą 
stronę wzoru (48) otrzymując«

 - = ^  » •  <54>
E M  E Mk=0 k k=0 k

W przypadku wzoru (49), podobnie wykorzystujemy wzory (29), (41), (44), 
(15):

~ r —  - - s r -  I L h  (55)

k=0V k * k=0V k k
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Jeśli dodatkowo, oprócz wzoru (43), założymy spełnienie warunkuj

G<*,|lh \-fih ~ Gdt̂ h B ’ <*»P6 {1«"*»n} » h e H  (56)

to idea wykazania wzoruj

M l a s ^ w  = 0 WBI S

pozostaje taka sama jak w przypadku wzoru (53)» To samo założenie (43) 
wystarcza do wykazania wzoruj

4 k }* “ ° (58)s< s

(znów w podobny sposób jak w przypadku wzoru (53))*
Wreszcie wykorzystując te same wzory (29), (41)» (44), mamyj

<as* |d*>w ■ Re £ V b<Gh G«cftb UcTh >  “
81 8 h=0 r

"  Gh Got(łb U<*ta Upta “  Gh U<*ta U<*h +  Gh Gb U<*ta Uctb^

- Z  « S - ś r * — ,5”
h=o h 2 ^ uk h

k=0 k k=0 k

W przypadku rozważania jednego stanu naplęciowo-prądowego odbiornika 
i przyjęcia w miejsce wzoru (39) wzoru (40), warunki (43), (56) są auto­
matycznie spełnione. Spełnione one są oczywiście również w przypadku n=1. 

Czyli mamyj

-L -L aBi * d1 * r*- as*' * r* d*’ as* d*as w *s s w a8s as w s ra w aas *s w us aas w s

i stąd oczywiście w przypadku rezygnacji z rozkładu ai na składniki
(60)
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Do tej pory zajmowaliśmy się prądem i pewnego indywidualnego odbiornika 
Wyobraźmy sobie teraz, że mając zadaną pewną funkcję napięcia 
uewł i 0 którym zakładamy, żet

uoch * 0 , * 6 ( 1 n } * h 6 No (62)

dysponujemy wszelkimi odbiornikami realizującymi dowolne funkcje prądu
^,n^0,T '̂ (Nazwa odbiornik jest tu cały czas umowna, gdyż niektóre 

z nich mogą wydawać moc czynną). Opisaną sytuację możemy osiągnąć dobie­
rając ciągi parametrów (G^^), l̂ub Ĝotĥ * B̂otĥ  " 8Prawiaja0®. że
warunki (43), (56) nie krępują wówczas ich doboru) w ten sposób, by współ­
czynniki A dla tych funkcji prądu względem układu ortonormalnego (6) by-
r S O
y dowolnymi elementami zbioru 1 (po to też potrzebne jest założenie 
(62)). Zauważmy, że wszystkie uzyskane w ten sposób funkcje prądów gi
tworzą jednowymiarową podprzestrzeń liniową przestrzeni Wg ^ n (0jT).
Jednowymiarowość ta wynika z faktu, iż wszystkie współczynniki Gh różnią

e
się, dla ustalonego numeru h, stałą P. Można dowieść, że jest to podprze­
strzeń domknięta. Jest więc ona przestrzenią Hilberta. Oznaczamy ją sym­
bolem H„. Analogicznie dowodzimy, że funkcje prądów i tworzą podprze- 

a rs
strzeń Hilberta H , prądów -i-H., prądów aai-Haa. prądów di-Hd (są one

8 8 8 
nieskończenie wymiarowe). Ponieważ ww. przestrzenie są parami ortogonalne
(fakt ten dowodzimy bardzo podobnie jak wzory (53), (54), (55), (57),
(58), (59), trzeba jednak pamiętać, że poszczególne składniki, będące 
elementami ortogonalnych podprzestrzeni, są teraz zdefiniowane przez róż­
ne ciągi parametrów, tzn-: (G*|jk)i (Bccjbĥ  lub ĝrî ĥ * (gocjłĥ  oraz dowolna 
funkcja prądu ieW«  ̂ „(OjT) jest przedstawialna za pomocą wzorów (45), 
(4 6) w sposób jednoznaczny (na mocy twierdzenia o rzucie ortogonalnym - 
por. pozycję [Y], s. 69, 70), więc przestrzeń Hilberta Wg ^ n (0|T) roz­
kładamy sumę prostą ((V], 8. 15) odpowiednich podprzestrzeni parami orto­
gonalnych. Czyli i

ff2,*.,n(0»T) = Ha ©  Hr ©  Hs , (63)

Hs “ Has ©  V  (64)

Ha-L Hp, Ha_L Hgs, Ha± H d, HrJ_Has, Hr-LHd, Has-*-Bd* ^a^^s*
(65)

Zajmowanie się nie indywidualnymi prądami, a całymi podprzestrzeniami 
Hilberta jest racjonalne choćby z tego względu, że przy zadanym napięciu 
u, podprzestrzeń Hr jest tą, która składa się z prądów kompensowalnych,
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z dowolna dokładnością w sensie normy, skończonymi układami LC. Zauważmy, 
że gdyby nie założyć spełnienia warunku (62) (tzn. dla pewnego wskaźnika 
taQ zachodziłyby równości U*h„ " ° dla dowolnych wskaźników <*) - wzór
(przy żadnym wyborze parametrów (G^jj), (Bot|jh)) nie byłł>y spełniony i 
w przedstawionej sumie prostej mielibyśmy jeszcze jeden składnik (ortogo­
nalny do pozostałych), dotyczący prądów nierealizowałnych w liniowych od­
biornikach (w stanie ustalonym) przy tak zadanych napięciach.

5. Moce

Z chwilą wyprowadzenia wzorów (45), (46), (60), (61) zagadnienie zde­
finiowania odpowiednich mocy staje się standardowe. Natychmiastową kon­
sekwencją tych wzorów jest fakt*

< « >

[»II - - l..|ll I - lail I • <«)

Mnożąc obie strony wzorów (66), (67) przez || u || ̂  i wprowadzając defini­
cje*

J. - I“ II, ll.il w  <«>8 S

«r " M l  w Ir* U  • <69)

gS “ l U i W | Sg i W » i70)o o

^as = IIu II w II ae^ ll w , (71)S o

8
mamy*

£d “  I I  u i l  w I I  d| |  w , (72)

f m “  I I  u  I I  w I I 1 I I  w ’ <73)

S_ = i  + «r + «s • <74)S',m s 8 8

= <aL + • (75)8 8 8
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Wprowadzone moce nazywamy kolejno aktywną, reaktancyjną, rozproszenia, 
asymetrii, despersji oraz pozorna w sensie Sobolewa. Interpretacja prądów 
przenosi się na interpretację mocy. Sens geometryczny wzorów (74), (75) 
jest jasny. VI ślad za zdefiniowanymi mocami można podać definicje wielu 
współczynników mocy, czego nie będziemy tu czynić.

Interesujące jest zagadnienie zasad zachowania dla zdefiniowanych mocy. 
Przypuśćmy, że odbiorniki będziemy łączyć równolegle, rozumiejąc przez to 
łączenie ze sobą ich zacisków o numerach ot od 1-go do m-go odbiornika. 
Wówczas na mocy I prawa Kirchhoffa mamy:

i = i + ... + i , i,.. •, i , U f l j  r,(0|T). (76)
1 m 1 m -¿ .A ,n

Przypuśćmy, że m=2. Z aksjomatów dowolnej przestrzeni unitarnej wynika 
nierówność:

Nierówność ta przechodzi w równość (przy założeniu i , i + 0) wtedy i 
n  1 2tylko wtedy, gdy (|_7J, s. 64) : i = c eR, c>0. Sytuacja taka nie musi

zachodzić dla żadnego z prądów i, i, „i, i, ,i, ij za wyjątek można
as rs ss ass s 

uznać prąd i, gdy: P >  0. Mnożąc obustronnie nierówność (77) przez
s

|| u || w ( || u || w = 0) widzimy, że zdefiniowane moce nie są zachowawcze.
Uwagą 6. Obserwując negatywny wynik, dotyczący zasady zachowania wpro­

wadzonych mocy, można spytać, czy są jakieś definicje innych mocy oparte 
na używanej przestrzeni Sobolewa, sprawiające, że moce te zadość czynią 
zasadzie zachowania? Konstrukcja takich mocy opiera się na pojęciu sobo- 
lewowskiego iloczynu skalarnego i I prawie Kirchhoffa dla odbiorników po­
łączonych równolegle (wobec lokalnego postawienia zagadnień optymalizacyj­
nego i mocy rozpatrujemy tylko takie połączenia). Wystarczy zauważyć, że 
jeśli określimy parametry prądów o charakterze admitancji jako sumy

a f iparametrów odpowiednich prądów częściowych v i , X. 6<a,r,as,d ),
,  ,  " ’■jj e {1, • • • ,®>, to mamy:
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Obie strony równań (45), (46), (73) mnożymy lewostronnie skalarnie przez 
u i otrzymujemy:

H y ^ w  = H - K ^ w + + (ulyijw * i8«»

(u|i)w = (uji)w + ... + (ul i)w . (31)
1 m

Hiestety, te zachowawcze moce nie wiążą się z prostopadłościanem mocy 
(wzory (66), (67)) uzyskanym w oparciu o rozważany problem optymalizacyjny.

Dla pewnej orientacji w wielkościach tych mocy podajemy, przykładowo, 
dla prądów całkowitych, proste do wyprowadzenia wzory (w oparciu o wzory 
(13), (14), (29), (41), (30), (35), (37), (38), (72), (68)):

OO

<«l r . 1“ )

k=°v2

H r iJw = °* (u w ri) ' (83)S S 1

H a s ^ w  = °* (u w as15 • <84>

£ u b
l" k > w  ’ X X  Pn - - ¥ " 7  (85)

E Sh=0
k=0 V k

M  *>w = S V h Ph - (86>
h=0
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Jj=0_
V  Uk
2_j &  
k=0 k

| P | , (87)

£  < ■ »  feo W  h=0 ^h ^  ^
! V h k=0 ' k

Jak widać ze wzorów (83), (84), równość (80) dla X =  r lub X  = as sta­
nowi równość 0 = 0 .

6. Podsumowanie

Przedstawiona praca pokazuje, że rzeczywiście norma w przestrzeni So­
bolewa V?2 ̂  n (0jT) określona wzorem (1) za pomocą iloczynu skalarnego 
(wzór (4)) spełnia rolę wskaźnika ustalającego kompromis pomiędzy oceną 
strat na doprowadzeniu mocy czynnej do odbiornika a zawartością wyższych 
harmonicznych w jego prądach. Minimalizacja kwadratu tej normy doprowa­
dza do wyróżnienia funkcji prądu ai, posiadającej w stosunku do widma

s
funkcji napięcia u stłumione wyższe harmoniczne (wzór (32)). Podany 
jest rozkład całkowitej funkcji prądu i na cztery składowe. Oprócz skła­
dowej i występuje składowa „i, związana z możliwością kompensacji 

as rs
układami LC, oraz składowa i, ,i .9 as * d„s s
W oparciu o nie zdefiniowane są odpowiednie moce. W ślad za tym powinny 
pójść rozważania pozwalające stwierdzić, ile z pozostałego prądu i - 0i 
i z pomocą jakich środków da się skompensować. Jest to, jak wspomnieliśmy, 
zagadnienie syntezy nie rozpatrywane tutaj.

Porównanie rozważań zamieszczonych w niniejszej pracy oraz w artykule 
W .  wskazuje na pewne wspólne cechy postępowania w procesie definiowania 
nowych mocy, związanych z pojedynczym odbiornikiem (a nie z całą siecią). 
Centralnym zagadnieniem jest wybór, dla danego typu przebiegów napięcio­
wych i prądowych oraz układu o pewnej liczbie zacisków, odpowiedniej prze­
strzeni Hilberta. Odpowiedniej - to znaczy dysponującej normą, której 
kwadrat chcemy zminimalizować, wyróżniając w ten sposób pożądany prąd, 
zapewniający jednocześnie dostarczenie określonej mocy czynnej do odbior­
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nika. Następnie wykorzystujemy iloczyn skalarny naszej przestrzeni Hilber- 
ta, rozkładając funkcję całkowitego prądu odbiornika na pewną liczbę para­
mi prostopadłych składowych, pomiędzy którymi jest oczywiście funkcja prą­
du będąca rozwiązaniem powyższego problemu optymalizacyjnego. Składowe te 
powinny posiadać jasną motywację fizykalną, najlepiej związaną z możliwoś­
ciami syntezy w takiej lub innej klasie elementów i mającej na celu kom­
pensację niepożądanego prądu. Można też stosować, w sposób opisany w pra- 
cy, operację rozkładu ww. przestrzeni Hilberta na sumę prostą parami pro­
stopadłych podprzestrzeni. Po dokonaniu tego definicja odpowiednich mocy 
jest już zwykłą foimalnością. Natomiast otwartym zagadnieniem jest znale­
zienie tych przestrzeni Hilberta, które mogłyby nastąpić z punktu widzę-

2 1nia nakreślonych celów przestrzenie L,_(OsT), Wi .> „(0;T). Jest rzecząn c. f n
znamienną, że problem optymalizacyjny rozważany jest nie w ww. przestrze-pniach, a w skojarzonej z nimi przestrzeni 1 z użyciem wyróżnionych zam-pkniętych baz (układów ortonormałnych). Jest to w przestrzeni L„(0;T) zwy-
kła baza trygonometryczna, a w przestrzeni W, . „(0;T) - baza bardzo po-n
dobna do niej. Uprzywilejowanie tych baz jest faktem psującym estetykę 
rozumowania oraz sugerującym pewne tylko metody kompensacji niepożądanych 
prądów w dziedzinie częstotliwościowej. Również otwartym zagadnieniem jest 
skonstruowanie właściwego wskaźnika jakości, jego optymalizacja oraz kom­
pensacja pewnych prądów w sensie globalnym w całej sieci.
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MBTOÄ OifEHKH HECHHycOiUAjlbHhiJt TOKOB MH0r03AjtMilHtiA npHEMHHKOB 

C NC110Jlbb 0 3  AHiiEM ¡10HHTHH I1P0CTPAHCT3A COBOJIEBA

P e a 10 M e

B p a d o i e  o n p e ,ą e jie H  n o K a3a i e j i b  K a q e c iB a  H ecH H ycoH A ajiL H ux t o k o b  U H o ro3a -  

j c h u h u x  npneM HHKOB, onpejtejiH iom H ii KOMnpoMHcc uexxy o u e s K o ii  n o T e p a  s k t u b h o ^  

m o ą h o c t h  npH  n o ^ B e ^ e H n ii  k  OAHOuy n p a e m u iK y  a oqeHKott x e $ o p u a i]H B  (HajiHVHe 

B u c a m x  rap u o H H K ) t o k o b  n p a e u K K K a .

3tot noK a3aiejib onpeae^ ea KaK KBa^pai Hopau cneuaaJibHO ckohctpyapoBaHoro 
npocTpaH ciBa CoSoJieBa. Pemeaa npodjieMa uaHHuajiH3auaK sT oro noK a3aiejia npa 
orpaHH^eHMH p aB eaciB a oiHocaiąerocH k noABexeKaio saxaaH oii aKTHBHOä mohjbocth 
k npaeHHaxy.

Aamee b p a d o ie  apoasBe^sHO pa3JioxeHne tokob uaoro3axaM aoro npaeuaHKa Ha 
v e iu p e  B3aauao op i oroaajibHue cociaBJiaiouHe, npejncTaBJiaa ax  <pn3naecKyio aaT ep- 
n p e ia iia n .

BBe^eaa hobub onpe^eaeHaa moüjhocth, CBa3aaHbie c noxy^eaaaua opToroaaJib- 
auu pa3xoxeH aea tokob npaeuaaKa.

THE METHOD OF EVALUATING DISTORTED CURRENTS OF MULTITERMINAL 
RECEIVERS APPLYING SOBOLEV’S NOTION OF SPACE

S u m m a r y
The quality coefficient of distorted currents of multiterminal recei­

vers, determining a compromise between an assessment of the active power 
losses at the lead to a single receiver and evaluation of the distortions 
(the higher harmonics contents) of the receiver currents, has been defined.

The above coefficient has been determined as a square of the norm of a 
certain, specially constructed Sobolev’s space.

The problem of minimization of this coefficient, with equality limita­
tion referring to the application of the assigned active pcwer has been 
solved.
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A distribution of the currents of a multiterminal receiver into four 
reciprocally orthogonal components has been carried out, and their phy­
sical interpretation has been given.

IJew definitions of power associated with the obtained orthogonal distri­
bution of the receiver currents have been introduced.
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ODBIORNIKA DWUZACISKOWEGO ZASILANEGO NAPIĘCIEM ODKSZTAŁCONYM

StreBzczenie. W pracy opracowano metodę syntezy układów kompensa­
cjiskłaaowejreaktancyjnej (ri) prądu odbiornika dwuzaciskowego za­
silanego napięciem odkształconym. Wykazano, że spełnione są warunki 
konieczne i wystarczające realizowalności układu kompensacji w po­
staci dwójników LC.
Układ kompensacji, w ogólnym przypadku składa się z dwóch dwójników 
LC opisanych funkcjami reaktancyjnymi n-tego stopnia i kompensuje 
n-1 harmonicznych składowej reaktancyjnej prądu odbiornika.

1. Wprowadzenie

Problematyka obejmująca zagadnienia energetyczne obwodów jedno i wie­
lofazowych z przebiegami odkształconymi wiąże się ściśle z problemem mi­
nimalizacji wskaźników jakości tych przebiegów. Minimalizacja wskaźników 
jakości przebiegów odkształconych, definiowanych w postaci pewnych funk­
cjonałów w przestrzeniach Hilberta L2(0jT), L2(OjT), wł ^(OjT), 
W2,ct,n(0»T)* umożliwia [>], [3], [4], [>], [6], [7], [sjl [9] rozkład 
prądów odbiornika na wzajemnie ortogonalne składowe:
- aktywną odpowiedzialną za transport całkowitej mocy czynnej do odbiorni­
ka i minimalizującą wybrany wskaźnik jakości prądów odbiornika,

- rozproszenia, związaną z częstotliwościową fazową dyspersją konduktan- 
cji odbiornika wokół pewnych konduktancji zastępczych,

- reaktancyjna ri, określoną wzorem (dla odbiornika dwuzaciskowego)!

OO
ri =YiFRe ^  j Bh Ub expjh«*.), (1)

h=1
gdzie:

Bb - susceptancja odbiornika dwuzaciskowego dla kolejnej harmonicznej,
Ub - współczynniki szeregu Fouriera (w postaci symbolicznej) funkcji 

napięcia u zasilającego odbiornik, określone wzorem!
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x
Uh =^Ę- J u(t)exp(-jht»rt)dt,he{l,2f...,} . (2)

Po3tać składowej reaktancyjnej (1) prądu odbiornika w odróżnieniu od dwóch 
pozostałych składowych nie zależy od tego, czy przeprowadzimy minimaliza­
cje funkcjonału (II II „ )2 czy też funkcjonału (II 1 i )2

11 11 L2(0jT) 11 W|^OjT)
[4], [7], [V], w przypadku odbiorników dwuzaciskowych oraz minimalizację
funkcjonałów (|| || „ )2 (|| || . )2 w przypadku odbiorni-

L|(0łT) 11 " w ^ ^ O j T )
ków wielozaciskowych [2], [3], [9], przy tym samym ograniczeniu równoś­
ciowym na zadaną moc czynną doprowadzaną do odbiornika.

Ze wzoru (1) wynika, że składową reaktancyjną prądu odbiornika dwuza- 
ciskowego można kompensować dwójnikiem reaktancyjnym LC o skończonej licz­
bie elementów, gdyż w tym celu wystarczy (dla skończonej liczby harmonicz­
nych) zaprojektować dwójnik, którego susceptancje będą równe co do wartoś­
ci i przeciwne co do znaku w stosunku do susceptancji odbiornika dla 
pewnej zadanej liczby harmonicznych.

Kompensacja taka zachodzi z dowolna dokładnością w sensie normy przy­
jętej przestrzeni funkcyjnej, tzn.i

A V A2 iu >n ne.w ud . U
i — i li

¿>0 neN usL^iOjT) 11 r r 'I L2(OjT) (3)
lub

A V A II i. - a.“li 1 ^ £,Ł>0 neN uew£ł0t(OjT) 11 r r 11 w|><jt(0}T) (4)

gdzieś

rin »"^Re 3 Bh -h exPhh0,)(*). (5)
h=1

Kompensacja składowej reaktancyjnej prądu odbiornika zwiększa wartość 
współczynnika mocy źródła zasilającego £7] i zmniejsza straty mocy czyn­
nej na doprowadzeniu do odbiornika £3]* Z powyższych stwierdzeń wynika 
potrzeba i celowość opracowania metod syntezy układów kompensacyjnych 
składowej reaktancyjnej prądu odbiornika, złożonych ze skończonej liczby 
elementów LC. Zagadnienie to, nierozwiązalne w sposób ogólny do chwili 
obecnej [7], [V], zostało podjęte w niniejszym artykule.
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2. Formalizacja problemu syntezy i .jego analiza

W teorii syntezy układów liniowych proces syntezy przeprowadza się

- etapie aproksymacji, polegającym na określeniu transmitancji (immitan- 
cji) dwójnika spełniającej warunki jego realizowalności fizycznej,

- etapie przyporządkowania danej transmitancji (immitancji) konkretnego 
modelu dwójnika,

- analiza uzyskanego modelu fizycznego pod względem wrażliwości i reali­
zacji technicznej.

W pracy zagadnienie syntezy sprowadza się do rozwiązania pierwszego z wy­
mienionych etapów, gdyż do chwili obecnej nie znaleziono [7] jego ogólne­
go rozwiązania.
Drugi etap syntezy jest dobrze znany w literaturze dotyczącej teorii syn­
tezy, np. Ql], [lo], [13], i nie będzie w pracy rozpatrywany.

Sformalizujmy obecnie problem syntezy układu kompensacji składowej re- 
aktancyjnej prądu odbiornika (w sensie omówionym we wstępie pracy) w po­
staci ogólnej.

Problem syntezy I (PSI.)
Wyznaczyć funkcję reaktancyjną o postaci:

Dl» [10], [i3} z reguły w dwóch, kolejno po sobie następujących etapach:

Br : R — *■ R (6 )

gdzie: n

(7)

i=1
AsR, nsH

dla i = 2k-1, keN, zera funkcji reaktancyjnej,
dla i = 2k, keli, bieguny funkcji reaktancyjnej

której zera i bieguny posiadają własność określoną wzorem:
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przy założeniu, że dane są wartości tej funkcji: 

“ Br(t0h') = “ Bh ’
Br(w) (9)

gdzie:
Bh - susceptanoja odbiornika (por. wzór (1)), 
u>h = bu), oj= jjr ,

w skończonej liczbie punktów h6{l,2,...m} .
Funkcja określona wzorem (7) spełnia warunek:

lim Br(oo) = - 00 , lim Br(oo) 
+ oj —*•£>£>

oj —► ()

(10)

Przyjęcie funkcji określonej wzorem (7), która spełnia warunek (10), sta­
nowi dodatkowe ograniczenie możliwych realizacji struktur dwójników LC. 
Wiąże się ono z koniecznością kompensacji składowej reaktancyjnej prądu 
odbiornika (z dowolną dokładnością w sensie wprowadzonej normy por. wzory 
(3), (4)), gdyż wtedy:

lim | Bh||uh | = 0 gdy sup { | Uh |} = C , (11)
h-*°° heli

a zatem liczba wprowadzonych przez dwójnik kompensacyjny wyższych harmo­
nicznych (do prądu odbiornika) maleje ze wzrostem indeksu h.

Przedstawiony problem syntezy (PSI) sprowadza się zatem do rozwiązania 
układu równań algebraicznych nieliniowych o postaci:

n n
Br(h«>)hoo ( ( M 2 - w ^ )  = A Jl ((hco)2 - “>|i_1), (12)

i=1 1=1
gdzie:

Br(hcu) - jest znane i spełnia zależność określoną wzorem (9)
względem niewiadomych A, °°i > W 2’" ’ ,a)2n-1' ̂ Pn’ Przy ozVm niewiadome

(ie{l,2,...,m} ) winny spełniać warunek określony wzorem (8). Układ rów­
nań (12) można zapisać w sposób następujący:

Ah ft <
i=1

ah " x2i5 = TT <e 
1=1

" x2i-l) > (13)
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gdzieś

h e{l,.. • , 2m} ,

B, (hu>)ha> 2 2
Ah   j  , ah = (bu) , x. = w. .

Rozwiązanie układu równań (13) względem zmiennych (i e {i,... ,m|) pozwa­
la wyznaczyć zera i bieguny funkcji wymiernej o postaci określonej wzorem
(7)* Funkcja ta będzie funkcją reaktancyjną, gdy będzie spełniony warunek
(8 ).

Rozwiązanie postawionego problemu (PSI) wymaga więcs
- wykazania istnienia rozwiązania silnie nieliniowego układu równań (13) 
wraz z konstrukcją efektywnej procedury rozwiązywania tego układu równań 
zawierającej sposób doboru punktu startowego (przybliżenia początkowego)

- wykazania, że przy odpowiednio dobranym punkcie startu rozwiązania wy­
mienionego układu równań spełniają warunek określony wzorem (8).

Po wykazaniu powyższego, syntezę konkretnego modelu dwójnika kompensacyj­
nego przeprowadza się znanymi metodami, np. Cauera, Fostera [i], |jo] itp.

Ponieważ rozwiązanie postawionego problemu (PSI) jest rzeczą bardzo 
trudną [/17], sprowadźmy omawiany problem syntezy do postaci umożliwiają­
cej wykorzystanie teorii równań liniowych, następnie do jego rozwiązania. 
Pozwoli to ominąć trudności związane z analizą istnienia rozwiązań układu 
równań (13) oraz problemy związane z doborem odpowiedniego punktu starto­
wego (przybliżenia początkowego rozwiązania), co ma duże znaczenie przy 
praktycznym rozwiązywaniu wymienionego układu równań.

Funkcję reaktancyjną określoną wzorem (7) i spełniającą warunek (0) 
można przedstawić w następującej postacis

, M  . i H Ł  , „ •2n“;n- a - ^ ° ' 2" 2 n - y ' 4 ~ ~

' " <*2n,f"2”-‘20-l"2°'2 * ” • -*3i“2

gdzie:

w, ke{o,1,...,2n+l} , neN, H = - 1,

co pozwala na sformułowanie problemu syntezy (PSI) w następujący sposób.

.2

Problem syntezy II (PS II)
Wyznaczyć współczynniki wielomianów L(a>̂ ), Mice2) określonych wzorem 

(14) mając dane wartości funkcji (14) w m (melf) punktach.
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Zera i bieguny tak uzyskanej funkcji wymiernej winny być tak dobrane, aby 
funkcja wymierna (14) była funkcją reaktanoyjną.

Rozwiązanie problemu syntezy (PSU) sprowadza się do rozwiązania ukła­
du równań liniowych o postacit
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- v
2n+1

-B m' m
2n-1

1,
■;2n+1 „2n

-1

2n-1 02n-2•Bp2 , 2ł", B?2tu -2

2n B^h2n-1 -h2n-2

m2n 2n-1m , -Bmm , _2n-2

, “B1 , 1

» ^

, -Bhh, 1 (19)

Można wykazać, że rząd każdej podmacierzy (o wymiai^e (2n+2, 2n+2)) ma­
cierzy A określonej wzorem (19) jest rćwny 2n+2.
Zatem każdy układ równań liniowych przyporządkowany tym podmacierzom po­
siada wyłącznie rozwiązania zerowe [jl5] •
Z wymienionego powodu interesujący jest przypadek:

m < 2n+2 , (20)
sprowadzający się do założenia pewnej liczby zer i biegunów funkcji (14). 
Chcąc wykorzystać do syntezy teorię równań liniowych, konieczne jest zało­
żenie znajomości wszystkich zer (lub wszystkich biegunów funkcji (14)). 
Wygodniej jest przyjąć jako znane bieguny funkcji (14), zakładając tym sa­
mym, że odpowiedni wielomian mianownika M(o>̂ ) jest wielomianem stabilnym 
(Hurwitza |jl8]).

Z przedstawionych rozważań wynika, że problem syntezy (PSU) można 
sprowadzić do następującego problemu PSIII.

Problem syntezy III (PSIII)
Niech

/ \  Bh >  °| n = 21+1} l.neN, (21)
h e{l,...,n+l}

gdzie:
B^ - susceptancja odbiornika (por. wzór (1)).
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Należy wyznaczyć współczynniki wielomianu Licu2) (wzór (14)) mając dane n 
(n - liczbę biegunów) biegunów funkcji M(oo2) dobranych zgodnie ze wzo­
rem«

Ahe { 1 , ...nj^bh-l “ h^  Cł> ^  Cł), h (22)

oraz mając dane n+1 wartości funkcji reaktancyjnej (14) dla częstotli­
wości oo b równej«

AbXe{l n+l } W  = - B* ’ ^ ahC°-
(23)

Dobór biegunów przeprowadza się zgodnie ze wzorem (22), mając jednak na 
uwadze techniczne warunki realizowalności dwójnika reaktancyjnego (np. ko­
nieczność stosowania cewek o niezbyt dużych dobrociach).

2 2Zera wielomianów L(oo ), M(co ) winny spełniać warunek przeplatania (3) 
[10], [16].

Rozwiązanie problemu syntezy (PSIII) wiąże się z zagadnieniem istnie­
nia pewnych rozwiązań następującego układu równań liniowych«

VX

gdzie«

I r r 2n -a <o2n-2 /*»2n-4
x = r jcl ' x 2' * , x n + l ]  = L a 2nw  • 2n"2

(24)

(25)
dim x' = n+1j a^ >  0 dla k e{o,... ,2n } ,

b = [bv  b2, b3,...t V l ] ł = [B1 B22o<M(2w)2),

En+1 (n+1)oo(M(n+1)oo)2)] * . (26)

1 1 1 1
22n 22n-2 22n-4 1

V  = h2n h2n-2 h2n“4 1 (27)

aCVł+c (n+1)2n“2 (n+1)2“-4 1 •
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Macierz V Jest macierzą Vandermonde’a [l5] rzędu n+1, zatem« 

det V  i 0 . (28)

Układ równań (24) Jest układem Cramera (jl5j i posiada zawsze rozwiązanie 
niezerowe. Twierdzenie Cramera nie pozwala na określenie warunków
istnienia rozwiązań układu równań (24) o postaci określonej wzorem (25) 
(tzn. o znakach zmieniających się na przemian)«

Zauważmy, że spełnienie warunków określonych wzorami (21), (22), (23) 
implikuje zależności«

M(wd) > 0

M(2ca) ) <  0 

M((3oo)2) >  0

M((n+1)tor) <  0 .

(29)

Zatem«
B1 M(u) ) > 0  

B2 M((2oj)2) <  0

Bn+1M((n+Ooor) <  0 .

(30)

Składowe wektora b posiadają taką samą strukturę Jak składowe wektora X 1 
(rozumianą Jako zgodność znaków współrzędnych wektorów b, X' o tym sa­
mym wskaźniku oraz tę samą liczbę zmiany znaków)j tak więo mamy«

b = p B 1 M(oj2)|, - | B22«M((2a>)2)| , | B33ooifl((3u>)2)|, •««

... - |Bnn«M((nuj)2)| , | Bn+1(n+l)wM((n+l)w)2 ̂  • (31)

Wykażemy, że operacja liniowa określona wzorem«

v 1b = x;
gdzie« X* b określają wzory (25), (26), odwzorowuje stożek [j i] , [jl2j| 
T(n-1), Rn+^) zdefiniowany następująco«

T(n-1, Rn+1) -|b=[bv b2 bn+J  t«b1>0,b2> 0 .... V l >0}’ (33)
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gdzie:
|blcleR+>  n+l| ,

na siebie«
Macierz Vendermonde’a o wymiarze n+1 jest regularna co do znaku [14], 

tzn« wszystkie minory tej macierzy do rzędu n+1 włącznie posiadają ten sam
znak, stąd na podstawie pewnego twierdzenia (jlfj, [12] dotyczącego opera­
torów dodatnich można stwierdzić, że operacja liniowa określona wzorem 
(24) odwzorowuje stożek, T(k,Rn+1) na stożek VT(k,Rn+1)

iioaonśelBS e+uiiiląoi

A r 1V:T(k,Rn+1) -> VT(k,Rn+1)CT(k,Rn+1). (34)
ke{l,2...n-l}

0 >  (S(U)S)M
Ponieważ operator V (por. wzór (28) jest bijekcją, stąd:

.££) , \  0 ' i j (ło£))M

A f , T(k, Rn+1) = VT(k,Rn+1), (35)
ke

a zatem operatory V i V-1 nie zmieniają stożka. pRozwiązania układu równań (24), tzn« współczynniki wielomianu L(cu ), 
spełniają warunek konieozny realizowalności funkcji reaktancyjnej (dwój- 
nika kompensacyjnego).

Drogą analogicznych rozważań można wykazać, że spełniony jest warunek 
konieozny rozwiązalności następującego problemu syntezy PSIV.

I . 0 >  (S(ao(f+n))M!>!.a
Problem syntezy IV (PSIV)

Niech:

A  (, Bh 0h e {1 , • • •, n+1 ę 
gdzie:

Bh - susceptancja odbiornika (por. wzór (1)).
o

Należy wyznaczyć współczynniki wielomianu l(ou ) (14), mając dane n-bie-
gunów co. funkcji M(w2) dobranych zgodnie ze wzorem (22) oraz dane n+1 

b
wartości funkcji reaktancyjnej (14) określonych wzorem (23).

Zera wielomianów Ho?) winny spełniać warunek przeplatania ( 8 ) . H  
Obecnie wykażemy, że zaproponowane procedury syntezy dwójnika kompen­

sacyjnego spełniają warunek wystarczająoy realizowalności funkcji reaktan- 
cyjnej. W rozważaniach przyjęliśmy postać funkcji reaktancyjnej:

soosGnąęiesn inswoJtnłleba (f+IIH ,(r-n)T

ęJ sstio  u i ł f l ś  p.aa (36)
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,  M  . - s m ,
U (co )

gdzie:

st(L(a^) = st(M(c*£)).

Zatem

'¡ii - o. . « >  0 (37)

('38)

lim “ °» o > 0CO—►oo u (o) )

lim B (to) - -«> .
to-»-o+

Jeśli
3Br (to) .

lim B (to) - -o® i + 0 • (39)
OJ~*0+

to tym samym funkcja Br(«) jest ściśle rosnąca.
Tak wiec wystarczy wykazać, że dla przyjętej przez nas funkcji (1) zacho­
dzi:

3B (to) / \  / 40 )

Zauważmy, że:

aBrfrfl M(to2)+ mW 2) # (41)
3 to 3 to^to?)]2

Mianownik wyrażenia (41) jest ściśle dodatnio określony z wyjątkiem przy­
padku co » 0, ) « 0 (znanych biegunów).
Zatem

dB (co)— E  „  o ,  wtedy i tylko wtedy, gdy:
3to

l/(o^)wM(o^) - L(to2)[M(to2) +toM'(tô )] - 0 . (42)

Przekształćmy równanie (42) w nastepująoy sposób:

L(w2) ̂ (to2) - Lr (tô )to- 0 , (43)
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gdzie:

ł(tu2) = 1 . (44)M(u) )

Równanie (43) Jest słuszne w każdym punkcie osi rzeozywistej (co), z wyjąt­
kiem punktów, dla których M(u>2) = 0.ONa współozynniki wielomianu L(u) ) narzucone Jest n+1 więzówj Jest to 
układ równań, z którego wyznaczamy te współczynniki (por. równanie (24)).

Przyjmijmy, że istnieje punkt na osi co, w którym spełnione Jest równa­
nie (42). Współrzędne tego punktu oznaczmy przez co_. Wtedy na współczyn-p *niki wielomianu Ł(oo ) oprócz n+1 warunków określonych równaniem (24) 
byłby narzucony dodatkowy warunek:

w xn(£(wx)"2n)a2n “w xn-2( ^  “ (2n"2^ a 2n-2 + *'*

... - w 2(£(u£) - 2)a2 + aQ £(c02) = 0 . (45)

Wykażemy, że równanie (45) oraz dowolne z równań (24), są liniowo nieza­
leżne.
Aby równania (24) i (45) były liniowo zależne, musiałby byó spełniony 
ciąg warunków:

Cu£n + t’J£n(£(t‘|) “ 2n) = 0

Oo^n-2 + o^n"2(̂ (co2) - (2n-2)) = 0

I (46)
• •

Cal + wx(£(&x) " 2) = 0

c  +  =  0

oraz warunek dotyczący prawych stron równań (24), (45):

C u k  3 r <f JJx ) U ^  =  0  *  ( 4 7 )

Z założenia, że M(co2) ^ 0 wynika C = 0 , (48)
a stąd

£(<n2) = 0 , (49)
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co prowadziłoby do warunków:

co* 2 - 0

4 = 0

(50)

u>*n 2n = O .

Wzory (50) dla cox f O nigdy nie będą spełnione, a więc zachodzi wzór 
(40), który łącznie ze wzorem (38) pozwala stwierdzić, te:

Tak więo wykazano warunek wystarczający realizowalności problemów syntezy 
(PSIII), (PSIV).

Wykorzystajmy obeonie wykazane zagadnienia syntezy do syntezy układów 
kompensacji składowej reaktancyjnej prądu odbiornika.

Składową reaktancyjną prądu odbiornika przedstawiamy w postaci wzoru:

k i k
pi Re J Bh Jih exp Jhcof. ) - Y ^ R 0 Xj')Ah^hexp +

h=1 h-1

k
+Y 2  Re JChUh exp Jhce(.) = ri1 + rl2 » 

h=1
(51)

gdzie:

Jeśli Bh >  O
(52)

(53)

Na dobór stałych nie narzucamy tadnych warunków.
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Rozwiązując problem (PSIII), określamy strukturę dwójnika kompensujące­
go prąd ri1, natomiast rozwiązując problem (PSIV), określamy strukturę 
dwójnika kompensująoego prąd ri2.
Bieguny dwójników kompensująoych składowe ri1 i. ri2 są takie same.

Strukturę układu kompensacji prądu odbiornika opracowanego na podstawie 
powyższych rozważań przedstawiono na 1 7s. 1 .

Rys. 1 
Fig. 1

Układ kompensacji K1 kompensuje harmoniczne składowej reaktanoyjnej prą­
du odbiornika, przyporządkowane dodatnim susoeptanojom odbiornika, dla 
odpowiednich harmonicznych, natomiast układ kompensacji K2 kompensuje har­
moniczne składowej reaktanoyjnej prądu odbiornika przyporządkowane ujem­
nym susceptancjom odbiornika.

3.

1. W artykule sformalizowano problemy syntezy układów kompensacji skła­
dowej reaktanoyjnej prądu odbiornika dwuzaciskowego zasilanego napięciem 
odkształconym:
(PSI) - sprowadzający się do rozwiązania układu równań nieliniowych (12), 
(PSU), (PSIII), (PSIV) - sprowadzające się do rozwiązania układ&r równań 
liniowych.
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2. Rozwiązaniom problemów (PSIII), (PSIV) można zawsze przyporządkowaó 
funkcje reaktancyjne, realizowalne w postaci dwójników LO.

3. Zaproponowano strukturę układu kompensacji składowej reaktancyjnej 
prądu odbiornika dwuzaciskowego złożona z dwóch połączonych równolegle 
dwójników kompensacyjnych LC opisanych funkcjami reaktanoyjnymi. Jeden
z tych dwójników kompensuje harmoniczne składowej reaktancyjnej prądu od­
biornika, którym przyporządkowane są dodatnie susceptancje odbiornika, 
natomiast drugi kompensuje harmoniczne składowej reaktancyjnej, którym 
przyporządkowane są ujemne susceptancje B^. Zaproponowany układ kompensa­
cji umożliwia wyeliminowanie skończonej liczby harmonicznych składowej 
reaktancyjnej prądu odbiornika.

4. Układ kompensacji umożliwia kompensację skończonego widma składowej 
reaktancyjnej prądu odbiornika w przypadku, gdy widmo to zawiera wszystkie 
harmoniczne prądu oraz w przypadku, gdy niektóre harmoniczne składowej 
reaktancyjnej prądu odbiornika nie występują.

Zaproponowany sposób syntezy dwójników kompensacyjnych składowej reak­
tancyjnej prądu odbiornika umożliwia konstrukcję prostego algorytmu nume­
rycznego (sprowadzającego się w zasadzie do rozwiązania układu równań li­
niowych i poszukiwanie zer rzeczywistych wielomianów), który w skończonej 
liczbie kroków (brak procedur iteracyjnych) pozwala na określenie struk­
tury dwójników.

Proponowane metody syntezy są ogólne w tym sensie, że umożliwiają one 
wyznaczenie admitancji dwójników kompensujących dowolnie wysokiego rzędu.
W szczególnych przypadkach można dla niewielkiej liczby harmonicznych dro­
gą prób i błędów określió admitancję jednego dwójnika kompensacyjnego (za­
miast dwóch).
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MET OH CHHTE3A IJEnBii KCMIIEHCHPyjCniHX PEAKTHBHYIO COCTA3JUIXHY10 TOKA 
HJIH OHHOSA3HMX UENEii C HECHHYCOHHAJIbHO^ XAPAKTEPHCTHKOii

P e 3 x> u a

B paOose n p e a c sa s a e a  u eioA  c n a ie s a  ąeneił KOMneHcapynmix peaxTHBHym
c o c T a B J i a m y r a  loaa nnn o s H o 4) a 3 H H X  n p n e u H H K O B  c  H e c H H y c o H ^ a j ib H U M  H a n p n jK e H H e u  

H C i o a H H K a .  ,H o K a 3 a H i i  H e o d x o A H M b ie  h  f l o c T a i o a H u e  y c j i o B H a  j u  p e a i H 3 a n H H  n e n e t t  

K O M n e K C H p y iO m H X  p e a K T H B H H l ł  T O K  C  n p M p m M J  p e a K T H B H H X  A S y x n o J B C H H K O B  C.
KoMneHCHpyimaa ą e n b  b oómeu c j iy ia e  c o c t o h t  «3 «B yx flByxnojnocHHKOB C 

coe^HHeKBHx napamiejiŁHO rjih. KouneHcaniiH — rapuoHHK peaKTHBHoił c  oo T asjia— 
omeił TOKa.
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THE METHOD OP THE SYNTHESIS OP THE COMPENSATION NETWORKS FOR THE 
REACTIVE COMPONENT OP THE CURRENT OF THE TWO-TERMINAL RECEIVER 
SUPPLIED FROM THE PERIODIC NONSINUSOIDAL VOLTAGE SOURCE

S u m m a r y
The method of the synthesis of the network compensating the reactive 

component (ri) of the current of two-terminal receiver supplied with pe­
riodic nonsinusoidal voltage has been worked out.
It has been proved that the necessary and sufficient conditions of its 
realizability as LC one-ports are fulfilled.
Generally the compensation network consists of two LC one-ports descri­
bed with reactance functions of the n-th order and compensates n-1 har­
monics of the reactive component of the receiver (load) current.
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PROPOZYCJA ROZKŁADU MOCY W UKŁADACH Z OKRESOWYMI 
PRZEBIEGAMI NIESINUSOIDALNYMI

Streszczenie. W artykule przedstawiono propozycję nowego rozkładu 
nocy w układach liniowych z przebiegami okresowymi niesinusoidalnymi. 
Proponuje się rozkład mocy pozornej |S| = J U1111na cztery składowe 
wytworzone przez dwie ortogonalne składowa prądu pobieranego przez 
układ. Moce te oznaczono P, Pd,Q i Qd, przy czym P jest mocą
czynną, a Q mocą bierną Budeanu. Prąd, który związany jest z po­
borem przez układ mocy czynnej, powoduje również pobór mocy P^. Na­
tomiast prąd związany z mocą bierną wytwarza również moc Q,. Skła­
dowa Pd bywa czasem oznaczona Qs [i]•
W pracy podano wzór na wprowadzoną nową składową mooy Qd oraz uza­
sadniono potrzebę wprowadzenia nowego rozkładu mocy. Proponowany 
rozkład porównano z lansowanym ostatnio rozkładem mocy L. Czarnec­
kiego [1J. Pokazano przykłady układów, w których proponowany rozkład 
mocy zapewnia uzyskanie bardziej pełnego obrazu stanu energetycznego 
układu.
Wykazano, jaka część mocy pozornej |5 | może zostać skompensowana za 
pomocą pasywnego dwójnika reaktancyjnego.

Istnieje wiele koncepcji teorii mocy dla układów z niesinusoidalnymi 
przebiegami okresowymi. Liczni autorzy proponują różne rozkłady mocy na 
składowe [l][V|.

Wady większości z tych rozkładów omówione zostały w pracy L. Czarnec­
kiego [i].

W proponowanym rozkładzie moc pozorną |S| = |u| | l |  rozbija się na czte­
ry składowe: P, Q, Pd, Qd, gdzie: P jest mocą czynną, a Q jest mocą
bierną (Budeanu).

Rys* 1 
Fig. 1
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Rozpa'trzray pasywny dwojnik liniowy pokazany na rys. 1. Dwójnik ten Jest 
zasilany napięciem t

«

OO
u(t) = ]>] lu^l sin(kort + *k) 

k=1
oraz pobiera prąd

OO
i(t) - F ,  I xvm l sin(kwt + cck + Y k ). 

k=1

Prąd ten można rozdzielić na dwie ortogonalne składowe p]j

OO
V 0  " Z ]  lUkml Gk sin(kurt + *k)

k=1
oraz

OO
"  y ~ ! l Uk a l B k  c ° s ( k w t  + o t k )

k=1

gdzie Gk oznacza konduktancję, a 3k susceptancję dwójnika dla k-tej 
harmonicznej•
Ponieważ

i(t) = iG(t) + iB (t)

oraz

T
J  iG(t)iB (t)dt = 0
0

mamy

oraz

ls l2 = Is g I2 + l^ l 2
gdzie

ISG I = IU !IIGI *|Sb I = Iu II b̂ I



Propozycja rozkładu mocy.. 115

Wiadomo, że

oraz

2 5= P‘,2 (1)
i

Z zależności (1) widać, że prąd iG(t) powoduje pobieranie przez układ 
mocy czynnej P oraz dodatkowo pewnej mocy, którą oznaczono Pd, a prąd 
ijit) jest odpowiedzialny za pobór mocy biernej (Budeanu) oraz pewnej mo­
cy, dla której przyjęto oznaczenie Moce PH i można wyznaczyć

Jeżeli we wzorze (2) dla wszystkich k i n  mamy = Gn, to moc 
Pd = 0 i prąd iG(t) ma taki sam kształt jak napięcie (nie jest odkształ­
cony).
Podobnie jak Pd można również wyznaczyć moc Qd.
Ponieważ

PO
(2)

k,n=1
kfn
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a więc

■>2 - £ W X *  £  k ! 2k l V „
k=1 k,n=1

wobec tego

= 1  £  luk!2|uni2<Bk - V 2 (3)
k,n=1

2 2 2Suma + Qd = K , gdzie K Jest tzw. mocą odkształcenia w rozkładzie 
Budeanu.
Moc K nie powinna być Jednak rozpatrywana Jako Jedna moc, ponieważ jej 
składowe mają różny sens fizyczny- Moc Pd ma charakter mocy wydzielanej 
na elemencie rezystancyjnym, a moc Qd ma charakter mocy wydzielanej na 
elemencie reaktancyjnym.
Moc Pd może być uważana za całkowita miarę odbiegania kształtu prądu 
iQ(t) od kształtu napięcia u(t). Natomiast moc może być wskaźnikiem
tylko jednej z przyczyn odkształcenia prądu ijj(t) względem napięcia u(t), 
tzn. zmiany susceptancji w funkcji częstotliwości. Druga przyczyna, która 
Jest przesunięcie każdej z harmonicznych prądu ig(t) o nie wpływa 
na Q<j. Qd nie może być więc uważana za moc odkształcenia.
Moc | &g | Jest tożsama z mocą Qr w rozkładzie L. Czarneckiego, o której 
to mocy autor twierdzi, że Jest kompensowałna równolegle włączonym dwój- 
nikiem pasywnym.
Ze wzoru (3) widać Jednak, że np. całkowita kompensacja kątej harmonicz­
nej prądu powoduje kompensację k-tej składowej mocy biernej Q (Bu­
deanu). Nie kompensuje natomiast żadnej ze składowych mooy Qd» Składowe 
te mogą wzrastać, Jeżeli przed kompensacją Bĵ Bjj >  0, a maleją gdy przed 
kompensacją B j ^  ̂  0. Moc | Sg | 2 = Q2 + Q2 .
Ponieważ kompensowalne są tylko moce bierne poszczególnych harmonicznych, 
nie można w ogóle mówić o kompensowalności mocy |Sg | (Qr).
Moc ta nie dostarcza żadnych informacji przydatnych przy doborze dwójnika 
kompensacyjnego.
Jako przykład rozpatrzmy dwójniki pokazane na rys. 2a i 2b.
Dwójniki te zasilane są napięciem

u(t) = | U1m |sin(tnt + <*.| ) + | U2m I sin(2cirt + <*2̂
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Wartości elementów w tych układach spełniają zależności* 

G = I L = 55 ł Li = | i

tv(t)

u(t)

bj
Rys. 2 
Fig. 2

W tabeli 1 podano zależności między konduktancjami (susceptancjami) po­
szczególnych harmonicznych.

Tabela 1

k Układ a Układ b

1 G1 G1

1 B1 B1

2 G2 G2

2 B2 ~B2

Z wartości tych widać, że w obu układach jednakowe są wartości skuteczne 
składowych prądów | XQ | i |Xg|* Równe są również moce P, Pd i |Sg|(Qr)>
Różne są natomiast moce Q i (tabela 2).

Tabela 2
Moc Układ a Układ b

Q l u j 2 B1 + | U2 I2 B2
IU1 2 Bi - N 2 B2

*1 I U-,1 2|u 2| 2 (B1 - B2)2 IU1 2lU2 |2 (B, + B2)2



118 K. Stec

Podsumowanie

Rozłożenie mocy | | na dwie składowe Q i Qd pozwoliło stwierdzić,
że moc |Sjj| nie jest kompensowalna za pomocą równolegle dołączanych dwój- 
ników pasywnych. Kompensowałne są wyłącznie moce hierne poszczególnych 
harmonicznych.
Moc |SB | nie dostarcza również żadnych informacji o potrzebnym dwójniku 
kompensacyjnym. Z pokazanego przykładu widać, że dwa układy mające tę samą 
moc |sB |mogą wymagać zastosowania dwóch zupełnie różnych układów kompensa­
cyjnych.
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nPEJMIOaEHHE PASJIOiiCEHłlH MOUHOCTM a OEIliDC C HECHHycOłiĄAJIbHHMH 

nEPEJWHECKHMH I0KAMH

p e 3 jo u e
AaHo npejyioxeHae HOBoro pa3JioxeHHH moiuhocth b sjteKipnvecKHX JiHHeftHux

nejiax c nepeoAnvecKBMH HecHHycoHxaxbabaiH TOKaxa. npeAJiaraeica paajioxeHHe
n o J J H o d  M omH OC T H | S  | =  | U 1 1 1 1  H a  v e T h t p e  c j i a r a e M t i x ,  B o s H H K a i o m a x  a s  A B y x

cxaraeaux loxa npoxoAJimero vepe3 uenb. 3*a mouhoctb oCo3KaveHu P, P ,
a Qd . MoqHOCTb P sto aKTHBHa« MoqHOCTb, MoqHocib Q - pe aKT h b saa Eyxeaay
Tok C B H 3 a H H M Ü  C a K T H B H O f t  MOJKHOCTbB n p O R 3 B O A H T  T 0 X 6  M0QJH0CT b  P., a  I  OK C B S -03aHHjJił c peaxiHBHoH uoqHocibjo nponsBoaht Taxxe mouhoctb Qd> Caaraeuoe Pd 
o0o3Ha<iezcx xaaxe Qg p ]  .

B ciaxbe Aaaa $opuyxa axa hoboK cxaraeuoB mouhocih a AOKaaaHa HeoOxo- 
Axuocib HOBoro pasxoxeaxA Moquocxa. IIpeAciaBJieHBoe pa3xoxesae cpaBHSHO c 
pa3xoxeHaeu uoqHOCTa J I .  '-iapneuKoro [ i ^ j .  ücKaaaHU npauepu ueneH, b Koiopux 
npeACTasxeHaoe pa3xoxeHae lioqaocia qaei Jiyamyjo HHjopuauaB 06 anepreiavecKoa
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COCTOflHHH u e i l H .  Y K a s a H O ,  K O I O p a H  U a C T b  nO JIB H O Ü  UOI3HOCTH u o s e i  S U T Ł  K O U n e B -  

OHpOBaHa peaKTHBHHM B̂yxnOJIKJCHHKOM.

THE SUGGESTED DECOMPOSITION OP THE POWER IN THE CIRCUITS 
WITH PERIODIC NONSINUSOIDAL CURRENTS

S u m m a r y
Tbe suggestion concerning the new decomposition of the power in linear 

electric circuits with periodic nonsinusoidal currents has been presented. 
The decomposition of the apparent power | s |  = | u | | l |  into four components 
produced by the two orthogonal components of the circuit current has been 
suggested. The power components has been denoted P, P^, Q and Qd, where 
P is the active power, and Q is the reactive power in a Budeanu sense.
The current producing the active power produces also the power P^, and 
the current producing the reactive power produces also the power Q^. The 
component is sometimes denoted QB [l]«
The formula for the calculation of the new power component Qd has been 
given and the need for tbe introduction of the new decomposition of the 
power has been proved.
The suggested decomposition of the power has been compared with the one 
suggested by L. Czarnecki Ql]. Tbe examples of the circuits in which the 
suggested decomposition gives more information about the energetic state 
of the circuit have been presented.
It has been also shown what part of the apparent power | S | can be compen­
sated by means of the reactive two-terminal network.
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GLOBA1KIE ZBIEŻNA ANALIZA HYBRYDOWA

Streszczenie. W praoy przedstawiono globalnie zbieżny algorytm 
analizy hybrydowej sieci rezystancyjnyob nieliniowych oparty na me­
todzie kontynuacji. Algorytm ten posiada dwie fazy.
W fazie pierwszej związany Jest z rozwiązywaniem zagadnienia począt­
kowego dla układu równań różniczkowych zwyczajnych stowarzyszonych 
ze zmodyfikowanymi homotopijnie równaniami hybrydowymi sieci. W fa­
zie drugiej rozwiązuje się równania hybrydowe sieci metodą Newtona- 
-Raphsona z przybliżeniem początkowym otrzymanym w fazie pierwszej. 
Użyteczność algorytmu zademonstrowano na przykładzie obliczań nume- 
rycznyoh wybranego obwodu nieliniowego.

1• Wsteo

W pracy rozważone zostanie zagadnienie rozwiązania równań hybrydowych 
nieliniowej sieci rezystancyjnej o postacis

F(x) = f(x) - Ax - b = 0

A11 A12 } n1 b = ’bi
A21 A22 } “2 ’ *2 ff

n 1 n2

gdzie:
x&Rn - nieznany wektor napięć i prądów rezystorów nieliniowych,
A - macierz n x n reprezentująca część liniową obwodu,
f(.) - odwzorowanie na Rn reprezentujące charakterystyki rezystorów 

nieliniowych, 
b - stały wektor źródeł,
n1 - liczba uzależnionych napięciowo rezystorów należących do drzewa

grafu sieci,
n2 - liczba uzależnionych prądowo rezystorów należących do przeclw- 

drzewa [[i].
Skuteczne rozwiązanie równania (1) wybraną metodą iteracyjną wiąże się 

z wyborem punktu startowego.
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W przypadku m6tody Newtona-Raphsona pojawia się zasadnicza przeszkoda 
związana z brakiem systematycznej metody wyboru punktu startowego.
Trudność ta może być pokonana przez wykorzystanie metody kontynuacji, w 
której zamiast funkcji F : D-»-Rn, gdzie DcRn, rozważa się specjalną 
funkcję H(x, t) s DxT-*-Rn , gdzie T = {t|OaSt«l}, zwaną homotopią, tzn.s

H(x(t), t) = 0 , xeD, teT (2)

H(x, 1) = F(x) , H(x, 0) - E(x) V xeD (3)

taką, że:
a) rozwiązanie x° = x(0) równania E(x) = 0 jest znane lub łatwo je 

uzyskać,
b) rozwiązania x(t) wyznaczane dla t rosnącego tworzą ścieżkę łączącą 

punkt x(0) z rozwiązaniem x* = x(1) funkcji F(x).
Niech

H_1 = {[x,t] | H(x, t) = o} (4)

oznacza zbiór wszystkich rozwiązań £x,t[] eRn układu H(x,t) = O.
Z twierdzenia o funkcji niejawnej [V] wynika, że ścieżka bomotopii istnie­
je, jeśli H jest regularna, tzn. macierz Jacobiego H;(x,t) » [h^(x,t).ff 
ma maksymalny rząd dla każdego [x,t]eH-1 .

2. Y/yznaczanie ścieżki bomotopii

Wprowadźmy oznaozenie:

w o [x,t] (5)

tak, aby:

wŁ » xit i = 1.....  wQ+1 . t .

Następnie, niech oznacza częściową macierz Jacobiego utworzoną z
pełnej macierzy H przez usunięcie i-tej kolumny.
Zauważmy, że istnieje n + 1 macierzy H ^ ,  ponadto:

H-(n+1) = (6)
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Przyjmujemy, że w = [x,t] zależy od parametru a, który można interpre­
tować jako drogę przebyta wzdłuż ścieżki homotopii, tzn«:

w(s) = [x(s)t(s)J dla w(s)&H-1 (7)

Pokażemy, że Jeśli funkcja H jest regularna i jest klasy C2, można wyzna­
czyć ścieżkę homotopii w H-1 rowziązująo zagadnienie początkowe o posta­
ci [5] :

wt = (-1)1 det H^iw) = <p(w(s), s) i = 1,...,n+1 (8)

w(s°) - w° - [x°, oj (9)

gdzie:
dw.

*i 3 "i(s) “ cis” *

Ponieważ H e c 2, więc det H ^ e C 1 i - 1,...,n+1, zatem jeśli dodatkowo 
przyjąć, że funkcja «p(w(a),s) spełnia warunek Łipschitza, to wiadomo [3], 
że istnieje dokładnie jeden układ funkcji w 1(s),...,wn+1(s) będących roz­
wiązaniem równania (8) i spełniających warunki początkowe (9)- 
Rozwiązanie to istnieje na pewnym przedziale zmiennej s obejmującym war­
tość początkową s°.
Jeżeli w ( s ) e H ~ \  to:

H(w(s)) = 0 . (10)

Różniozkując równanie (10) względem s, otrzymuje się:

n+1Ei-1
Podstawiając wzór (8) do (11), mamy: 

n+1Ei-1

UT I
X  Ü j  " i ( B ) " 0
4 1

(1 1 )

n+1 r -i
£  I S j  [<-1 ) l  det Hl i ] a 0 • (12)

Ponieważ H Jest regularna, więc np. dla i - 1  macierz H_1 jest nle- 
osobliwa.
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Zatem:

n+1
Iw ?  [< "1 ) i  det K i j  -  | £ -  dat H l i  . (13)

i=2 1 1
(13)

Na podstawie wzorów Cramera dla i = 2,...,n+1 zachodzi:

(14)

Po wyłączeniu czynnika det i przestawieniu kolumn otrzymuje się:

(15)

a zatem równanie (8) spełnia (11), co oznacza, że rozwiązując równanie (8) 
dla danego w(s°) = w°, otrzymuje się ścieżkę homotopil w(s)eH"1.
Warto zauważyć, że podejście to pozwala wyznaczać ścieżkę homotopil także 
wtedy, gdy dla pewnej wartości t macierz Hx (x,t) jest osobliwa, co - 
jak wiadomo - stanowi główne ograniczenie dla ciągłej metody kontynuacji 
opartej na tzw. równaniu Dawldenki £2].

Przy rozwiązywaniu równania (8) należy zwrócić uwagę, jak zmienia się 
t - (-1)n+1 det H^U.t) przy zmianach parametru s, gdyż zależy nam na 
tym, by te<0,1> .

Proces obliczeniowy rozpoczyna się od t = 0.
Jeżeli więo t >  0, to zwiększając s, zwiększamy t, jeśli natomiast 
t<0, należy zmniejszać s, by zwiększać t.
Zatem jeśli t(s°) <  0, należy rozwiązywać układ równań:

Uzyskanie dokładniej wartości rozwiązania x (1) może wymagać stosowania 
małego kroku przy rozwiązywaniu równania (8), co zwiększyłoby czasochłon­
ność procesu obliczeniowego. Dlatego całkuje się równanie (8) z maksymal­
nym krokiem As, by uzyskać rozwiązanie dla pewnej wartości tx ~  1, by 
następnie przyjąć je jako przybliżenie początkowe dla ciągu iteracji New- 
tona-Raphsona:

w t  = ( - O ^ d e t H ^  , i = (16)
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3. Homotopie równań hybrydowych

Aby uzyskać rodzinę rćwnań (2), modyfikuje się obwód nieliniowy zastę­
pując wszystkie rezystory uzależnione napięciowo przez równoległe połącze­
nie liniowe rezystora o konduktancji (l-Oy^ z rezystorem nieliniowym 
o charakterystyce ik = tgk (uk ), k = 1,...,n^. Podobnie wszystkie rezy­
story uzależnione prądowo są zastąpione szeregowym połączeniem liniowego 
rezystora o rezystancji (1-t)zk z rezystorem nieliniowym o cbarakterysty-

Przybliżenie początkowe x° uzyskuje się łatwo rozwiązując dla t = 0 
układ równań liniowych:

Macierz Jacobiego, która stanowi podstawę do formułowania układu równań, 
jest równa:

ce uk = trk (ik ), k = n.|+1,• •• .n-j+ng [4]. 
Równania hybrydowe tego obwodu są następujące:

H(x, t) = tf(x) - Bx - b = 0 (17)
Z

B = A - (1-t) K (18)

(19)

gdzie:
Y = diag [yn, y2 y ]]

Z = diag ( 2 0 )

(2 1)

(2 2)

Równanie (2) można uzyskać również w następujący sposób:

H(x, t) = P(x) - (1 - t)P(x°) (23)
Ponieważ

E(x) = F(x) - F(x°) (24)

zatem rozwiązanie x° e D może być dowolnie przyjęte.
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Macierz Jacobiego w tym przypadku jest równaj 

H ' (x, t) = . A, f(x°) - Ax° - b] (25)

W obwodzie z elementami rezystancyjnymi pasywnymi f(0) = 0, więc przyjmu­
jąc x ° = 0, otrzymuje sięt

H ' (x, t) = - A,- bj (26)

4« Przykłady

A) Przedstawione rezultaty wykorzystano do rozwiązania równań hybrydo­
wych o postaci [[4] J

gdzie:

-A V—
» 1

a
_r(i2)_

g(un) - 0,5

r(i2) = 0,25

0,5 - 0,5

0,5 - 1,5 L Ł2J

2 1 2 r

Macierze Jacobiego, na podstawie których formowane są równania (8), mają
postaói
macierz (22)

H'(x, t) =
tg(u1)+0,5+(1-t)y 

-0,5
0,5 g(u1 )~y u-i

tr(i2)+1,5+(1-t)z r(ig)-z i2

macierz (25)

H'(x, t)

gdziet

¿ ( O

g(u1)+0,5 0,5 g(u°)+0,5 u° + 0,5 i£ - 1

- 0,5 r(i2)+1,5 r(i2)-0,5 u? + 1,5 i| - 3

(a)

(b)

dg<ul) . dr(i2)
“3irp- • r <12) = s r r
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W szczególności opierając się na macierzy (26) otrzymano układ równań 
o postaci:

u1 = - r(i2)

i2 = - 2 - ¿(u-j) (c)

t = - 1 - g(u.j )r(ig) - 1,5 g(u.|) - 0,5 r(i2)

z warunkiem początkowym:

u.,(0) = 0, i2 (0) = 0 , t(0) = 0 .

Ponieważ t(0) <■ 0, rozwiązywano układ (c) w postaci (16). W tabeli zesta­
wiono wyniki uzyskane przy rozwiązywaniu równań (8) utworzonych na podsta­
wie macierzy (a) i (b).

Tabela 1

Macierz
Jacobiego x(0) S U1 Ł2

(a)
r a 0 >

0,005 0,2802544 1,6422668 t (0 ,7 2 5 ) = 0,9994

[o ,1 5 3 8 4 6 l(2)
[_1,230769j 0,005 0,2718017 1,6371297 t(0 ,2 6 5 ) = 0,9924

(b )

[0] 0,025 0,2640274 1,6201000 t(0 ,7 2 5 ) = 0,9747

0,005 0,2771341 1,6422924 t(0 ,7 2 5 ) = 0,9976

W 0,01 0,2750000 1,6512000 t(0 ,5 5 )  = 0,9793

0,005 0,2775000 1,6464167 t(0 ,5 5 5 ) = 0,9918

[0,1538461

[1,230769]
0,005 0,2787483 1,6423877 t (0,545) = 0,9977

= 0, z = 0 ,
(2)y =2, z = 1.
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Przyjmując wszystkie wyniki jako przybliżenie początkowe dla ciągu itera­
cji (17), uzyskiwano rozwiązanie:

u., = 0,2790562, i2 = 1,6430714

z błędem || A x  ||  ̂<  10*"̂ .

B) Rozważano także obwód nieliniowy przedstawiony na rys. 1.

Rys. 1. Obwód nieliniowy 
Fig. 1. Nonlineai Circuit

Równania hybrydowe tego obwodu mają następującą postać pi]:

g1(u,) 1 1 1

i
c

i r 
■

m

g3 (u3) - 0 - 1  0 u3 - 5
_r2(i2)_ 0 1 1_ 1 H* r\

3
L

. _-5_

gdzie g1(u^), g^u^), r2(i2) reprezentują charakterystyki rezystorów
nieliniowych pokazane na rys. 2.
Równanie (d) rozwiązywano wykorzystując opracowany ogólny program kompu­
terowy rozwiązywania równań o postaci (1), zmodyfikowanych do homotopii 
(17) lub (23), na podstawie zależności (16) i (17). Program napisano w ję 
zyku Fortran, wykorzystując procedury biblioteki systemu Odra 1305:
a) obliczania wyznacznika macierzy - F4DET; do formowania równań różnicz­

kowych o postaci (1 6) na podstawie macierzy (22) i (25),
b) rozwiązywania równań (16) metodą Runge-Kutty 4-rzędu - F4RUNG,
c) rozwiązywania układu równań liniowych - FPIMDE, przy rozwiązywaniu 

równania (21) oraz przy poszukiwaniu kolejnych przybliżeń rozwiązania 
równania (1) na podstawie zależności (17).

W tabeli 2 przedstawiono wyniki rozwiązania równania (d) na podstawie za 
leżności (16) dla przybliżenia startowego x ° = Po 5 o], co odpowiada ma­
cierzy K=0.
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Rys. 2. Charakterystyki rezystorów nieliniowych 
Pig. 2. Characteristics of nonliaear resistors

Tabela 2
Homotopia As s(tx )

(17)

0,05
-0,1263494"
2,6167815
2,4899940_

t(0,80 = 1,077

0,01 •
'-0,1369311' 
2,7315580 

_ 2,3834697.
t(0,76) = 1,004

(23)

0,05
'-0,1611111" 
2,6388889 

_ 2,4953704.
t(0,85) = 1,046

0,01
'-0,1422222" 
0,2722222 

_ 2,3962963.
t(0,82) = 1,020
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Uzyskane rezultaty pozwoliły na otrzymanie w jednej iteracji (17) rozwią­
zania:

U1 -0,150
u3 = 2,750

2,375

z błędem || Ax  || 1 10-8,
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rJIOBAJIbHO CXOARMií rH£PH£Hii,i AHAJIHb

P e 3 jo m e

3  ciaibe npeacTasjieH aarapaiu raopa,nHoro aH 3 JiH3 a HeJiHHe3 HHX pe3 HCiHBHtix 
ąenefl. AaropaiM ochobsk Ha ueio^e npoflajixeHaa pemeHHa no napauerpy. A j i r o -  

pHTM Hueei ABe $a 3 M. 3  nepBoft oh CBa 3 aH c pemeaneM 3 axavH Koma jyia cHcxeuu 
oÓUKHcaeHHux «H$pepeHUHajibKbtx ypaBHenxa nepBoro nopaaxa conpaaceHHHX c roiio- 
TonHftHO uo^HipHUHpoBaHHUMH rHÓpHAHbiMH ypaBHeHaaua uena. do btopoíl c¡)a3 e pema- 
*31 ca raópaaHue ypaBHeHaa ueiokou IibiOTOHa - PaipcoHa c nepBOHaaaabHuu npaóJiH- 
xeuaeu, noayaeHHUK b nepBoa <pa3 e. uojieaaocTb aaropaixa noxa3 UBaei npauep 
aacJieHHoro pacveia HejiHHeaHoa uena.
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A GLOBALLY CONVERGENT HYBRID ANALYSIS 

S u m m a r y
A globally convergent algorithm of the hybrid analysis of nonlinear 

resistive networks based on continuation method has been presented in the 
paper. The algorithm has two phases.
In the first one, it is related to the solution of initial value problem 
of the systems of first order ordinary differential equations associated 
with homotopy modified hybrid equations of the network.
In the second phase, hybrid equations are solved by Newton-Raphson method 
with the initial approximation obtained from the first phase. Usefulness 
of the algorithm has been demonstrated by numerical computation of a cho­
sen nonlinear network.
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Streszczenie. W pracy opisano nową metodę komputerowego modelowa- 
nia dynamiki i drgań liniowych układów parametrycznych. We wstępie 
omówiono metodę cyfrowego modelowania operatora splotu. Poleca ona 
na równoczesnym próbkowaniu w dziedzinie czasu i częstotliwości i 
posiada dobrą dokładność, gdy w układzie nie występują ostre rezo­
nanse amplitudowe i fazowe. Czasową zależność parametrów wprowadzo­
no w formie dodatkowego sprzężenia zwrotnego. Prowadzi to bezpośred­
nio do równania całkowego Volterry. W pracy opisano metodę cyfrowe­
go modelowania jądra równania Volterry i efektywnego jego rozwiąza­
nia. Istniejące w układzie warunki początkowe uwzględniono w postaci 
dodatkowego sygnału wejściowego. Przeprowadzono przykładową analizę 
filtru selektywnego z przestrajaną częstotliwością rezonansową. Po­
dana tu metoda znajdzie zastosowanie do badania dynamiki układów 
nieliniowych opisanych równaniami Voltery. Nieliniowe równania cał­
kowe zamieniane są wówczas na przyrostowe równania liniowe, które 
modelowane są układem z parametrycznym sprzężeniem zwrotnym.

1. Modelowanie czasowe liniowych operatorów czasowo niezmienniczych

Operator liniowego układu czasowo niezmienniczego jest splotem:

gdzie h jest tzw. pojedynczą odpowiedzią impulsową układu spełniającą 
warunek przyczynowości:

Równomierne próbkowanie w dziedzinie czasu zmienia operator (1) na rów­
noważny operator splotowy dyskretny:

90

(1 )

b(t) = 0 dla t <  0 .

(2)
m** — °°
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gdzie hD jest przyczynową dyskretną odpowiedzią impulsową układu, którą 
można otrzymać numerycznie z charakterystyki częstotliwościowej h układu 
oryginalnego za pomocą wzoru przybliżonego»

gdzieś
t - krok dyskretyzacji,
N - ilość punktów równomiernego podziału okręgu jednostkowego.
Wzór (3) posiada dobrą dokładność, gdy w układzie nie występują ostre 

rezonanse amplitudowe i fazowe.
Przejście sygnału T-okresowego przez układ liniowy czasowo niezmienni­

czy opisuje operator splotu cyklicznego:

gdzie h jest tzw. cykliczną odpowiedzią impulsową układu związaną z po­
jedynczą odpowiedzią impulsową związkiem*

skąd wynika T-okresowość funkcji h.
Przez próbkowanie z odstępem X splot cykliczny (4) można zamienić na 
dyskretny splot cykliczny*

gdzie M jest liczbą próbek w okresie T. Cykliczną odpowiedź impulsową 
hD modelu dyskretnego można otrzymać z pojedynczej odpowiedzi impulsowej

N-1

m=0
(3)

T
(4)

0

O©
(5)

M-1

m=0
(6)

O©
(7)

gdzie n = 0,1,...,N-1 i N >  M .
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2. Modelowanie czasowe liniowych operatorów czasowo zależnych

Liniowy operator czasowo zależny ma postać:

OO
H x(t) = I h(t, t-r)x(r)dr . (8)

Operator ten przekształca sygnał T-okresowy w sygnał T-okresowy, gdy 
jadro jest okresowe względem pierwszego argumentu:

h(t + T, t - r) = h(t, t - r). (

Jeśli podstawić:

g(t,r) « h(t, t - r),

to warunek okresowości przyjmie postać:

g(t + T, r + T) = g(t,r) .

Oznacza to, że jądro g musi być okresowe względem obu argumentów.
Operator cykliczny odwzorowujący zbiór sygnałów okresowych w siebie 

można zapisać w formie:

jest jądrem okresowym względem zmiennych t i t-r.
Dla sygnałów spróbkowanych liniowy operator czasowo zależny przyjmie po-

T
H x(t) = J  h(t, t - r)x(r)dr , 

0
(1 0)

gdzie:

OO

h(t, t - r) = ^ h(t, t - r + pT) (1 1)

stać:
OO (12)

gdzie:

hD (n, n - m) = tb[nt, (n - m)Tj. (13)
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3- Równania całkowe Yolterry liniowych układów czasowo zależnych

Model rzeczywistego układu liniowego o zmiennych parametrach i zerowych 
warunkach początkowych przedstawić można w postaci układu z Jednym wejś­
ciem i i wyjściem y. Związek między sygnałem wejściowym x i wyjścio­
wym y opisany jest równaniem różniczkowym*

P
[at " bk ^ ]  = *(*) (14)

k=0

z warunkiem początkowym y ^ ( 0 )  = 0 dla k = 0,...,p-1
lub

ak y ^ ( t )  » x(t) + ̂  
k=0 k=0
y 1, ak y (k)(tJ ” x (ł> + y  bk (t)y(k)(t) (15)

przy

y (k)(0) = 0  dla k = 0,...,p-1.

Wprowadzając sygnał pomocniczy v(t)* 

P
v(t)  = y ]  bk (t )y (k^(t) (16)

k=0

równanie (15) można zapisać w formie*

P
y  \  y^k)(t) = x(t) + v(t) . (17)
k=0

Wyrażenie (17) jest równaniem liniowym o stałych parametrach. Może być 
zatem rozwiązane za pomocą operatora splotowego*

y(t) = J hQ(t - r)x(r)dr + J  hQ (t - r)v(r)dr (18)
— OO h OO

gdzie:
h„(s) = — 1o'“' p

ksk=0 ak 8
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Wykonując przekształcenie lapłace’a na równaniu (18), otrzymuje się: 

y(s) = bQ (s).x(s) + h0 (s).v(s) , (19)

skąd:

sk y(s) = sk hQ (s)x(s) + sk hQ (s)v(s) . (20)

Po przedstawieniu:

□k isj = S UqVBJ =

S sq=0

hv.(s) = sk b (s) = v 3 , k = 0,1,...,p • (21)

Z wyrażeń (16) i (20) otrzymuje się:

P oo P
v(t) = \(t) J  ńic(t“r 5x(r)dr + bk (t) J  bk (t-r)v(r)dr (22)

k=0 -«» k=0 -°°
albo

Oo
°° Pv(t) = J  b(t, t - r)x(r)dr + J b(t, t - r)v(r)dr , (23)

gdzie:

P
b(t, t - r) = bk (t)hk (t - r) , (24)

k=0

a funkcje impulsowe hk są k-tymi pochodnymi dystrybucyjnymi funkcji im­
pulsowej h0 układu czasowo niezależnego o parametrach aQ,...,ak.

Równanie całkowe (23) jest równaniem Volterry.
Przyczynowość funkcji hk':

hk (t - r) = 0 dla r >  t k = 0,1,...,p

pociąga za sobą warunek przyczynowości:

b(t, t - r) = 0 dla r > t  .

Rysunek 1 przedstawia schemat blokowy układu opisanego równaniem cał­
kowym (23). Poszczególne bloki schematu zawierają jądra odpowiadających 
im operatorów całkowych.
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—  bft-ł-r) 

pffy-r) -

Rys. 1 
Fig* 1

Ten schemat blokowy można zredukować. Z równania*

Ii = ó + (6 - b)-1 o b ,

gdzie 5 (funkcja Diraca) jest jądrem całkowego operatora tożsamościowego, 
a fb jest jądrem operatora zastępczego (patrz rys. 1), otrzymuje sięt

(6 - b) . (2> = (<S - b) .6 + b b + b = S

skąd:

(i = (<5 - b)"1. (25)

Ze wzoru (25) wynika uproszczony schemat blokowy układu przedstawiony 
na rys. 2.

U,
h.tt-T)

-/SCiy-r-)

Rys. 2 
Fig. 2
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Zredukowana część schematu blokowego może być opisana równaniem całkowym 
Volterry:

o©
u(t) = x(t) +J b(t, t - r)u(r)dr . (26)

■ oe
Próbkowanie czasowe zmienia równanie (26) w równanie dyskretne:

uD (n) = XjjCn) + bD (n, n - m)uD (m)
m= - 00

gdzieś

P
bD (n, n - m) = | bk (nt)hkD(n - m) ,

k=0

(27)

(28)

hkD<E> - 4 Ś  M *  I  ’ (29)
N-1
2m=0

k = 0t1»•••»P*

Kolejne przekształcenia równania (27) dają:

n-1
uD (n) => Xjj(n) + y  | bD (n, n - m)uD (m) + bD (n, 0)uD (n)

— 0 5

skąd:

a— »
UD (n) - *b(a)+ l'- V 'n-T) X i  bD < » . « > “D W -  (30)

n-1
Z
m =  — 0 0

Wzór (30) w sposób rekursywny pozwala wyznaczyć kolejne próbki sygnału 
uD . Próbki sygnału wyjściowego określa wzór:

n
yD (n) = | boD(n - m)u(m) . (31)

m =  — 0 0

Związek między sygnałem wejściowym x a wyjściowym y można opisać 
równaniem różniczkowym odpowiadającym postaci (14):
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przy warunkach początkowych y ^ ( 0 )  = yk dla k = 0,1,...,k-1 , 
gdzie i"k (t) = ak “ bk (t) jest funkcją ograniczoną, a współczynniki ak 
są stałe i takie, że wyrażenie ■■■■■■ —  —  ■ ■ jest rekursywnie stabilne.

Czyli można zapisać:

ak y ^ ( t )  = x(t) + ¿ ] [ bk (t)y(t)j|^  ̂ (33)
k=0 k=0

przy warunkach początkowych 

y (k)(o) = yk ,

Ha równaniu (33) wykonano przekształcenie Laplace’a, oznaczając 
(bk a)(k)(0) = (bk y)k:

P k
Z j ak [sk y(s) - Z Z " 1 ^l-ij + a0 = +
k=0 1=1

p  ̂ k
= Z E 8^ *  y)(s) - Z ]  y)i_i J + (b~y)(s) . (34)

k=1 1=1

Wtedy transformata Laplace’a sygnału wyjściowego ma postać:

P
Zk=0

P k 

k=1 1=1

P _  r
y(s) = Z ]  bk (s)(bk y)(s) + bois)! x(s) + 

k=0

Z! Z[“k sk"1 yl-1 " sk"1(bk y)l-l]} (35)
gdzie:

h0 (s) =  ̂  , bk (s) = 8k hQ (s), k = 0,1,...,p.

S
ICssO
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Po przekształceniu odwrotnym: 

P O©

E Jk=0 -o° 

p k

y (t) = f hk(t - r)bk (r)y(r)dr + j h0(t - r)x(r)dr
k=0

p k
X  XI bk-i(t)[ak ^1-1+ (bk y>i-i] (36)
k=1 1=1

gdzie:

hk-l(t) =X [hk-l^s)] =Z
-1 -1 k-1

• x
k=0

aks
k = 0,1,• • • ,p 
1 = 1,2,...,k

Po zmianie kolejności sumowania oraz całkowania i przy oznaczeniu:

bg(t, t - r) = hk (t - r)bk (r) 
k=0

(37)

(38)u ( t )  =  J  h 0 ( t  -  r ) x ( r ) d r

mm O O

o t r z y m u j e  s i ę :

OO ? k
y ( t )  =  J  b g ( t ,  t - r ) y ( r ) d r + u ( t ) +  X h k - 1 ^ f ~ a k y l - l ' t ^ b k y  ^ l - l ] *

Otrzymane równanie (39) jest równaniem Volterry* Funkcje impulsowe hk 
są przyczynowe. Warunek przyczynowośoi bk (t-r) = 0 dla r>t, k=0,1,...p 
pociąga za sobą warunek bg(t,t-r)=0 dla r > t  .

Schemat blokowy równania (39) przedstawia rys. 3-

"7!
wp

Rys. 3 
Fig. 3
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Hiezerowe warunki początkowe wprowadzone są sygnałem oznaczonym przez
wps

P k
wp - yi - i + (bk y)i-i]k=1 1=1

Po dyskretyzacji czasu wyrażenia (37)-(39) przyjmują postaćt 

n-1
y (n t) = | tb g j j ł t ,  (n -  nOt] yimTi + u (n t) +

m=0

P k
+ Z ]  Z !  W ® * 5 [ak yw  + (bk y)w ] ,

k=1 1=1

gdzie:

bg [nt, (n - m)t] = ~̂> bk [(n - nOT^b^fcnt) , 
k=0

n-1
u(nt) = N  %h0 [(n - nOT^zOnt) ,

(40)

m=0
n = 0,1, ...,Ii— 1«

Przed autorami stoi zadanie wykazania, kiedy i na ile przedstawiona 
metoda jest efektywna»

4- Przykład

W obwodzie, w którym indukcyjność L zależy od czasu (rys. 4), należy 
wyznaczyć napięcie y(t) na oporniku R:

Ltt)----- y r ć - \ \ - ---------o i
f Ld) ‘ SM, 7
U(V) \ 

0------------------ ■ • <

>0 W

o.oe
Rys. 4 
Pig. 4

u(t) = 10 sin 2lt50 t [v], C = 0,16 10"6P, R = 10& .
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Ig prawa Kirctaoffa:

t
1
0

,2

W
y(t) + ¿ 3  J y(i50<n?>+ ¿ [y(t)L(t)] = u(t)

*< * )]  + h  y(t) + Rn y(t) = I r  u(t)

Przyjęto poniższe oznaczenia:

'99,47 10~3 - 0,921 t [jjJ dla O ^ t  <0,06 a

44,21 10“3 dla t 3*0,06 a
a2 - b2 (t) =

|| « x(t) = 3140 coa 314 t, 

a1 = 1 ,

a0 = ÏÏC = 6280 a *

Jtedy równanie obwodu przyjmie postać:
j2 , . . . .  ^2

a2 ~ w  y(t) + a1 4tp y(t) + aO y(t) = x(t) + — n [b2(t)y(t)[] , 
dt dt

gdzie:

a2 = 79,47 10-3  |

b2 (t)
-2 0 10“3 + 0,921 t dla O ś t  < 0 , 0 6  a

35,26 10"3 dla t 3* 0,06 a

Warunki początkowe:

y(0) = 0,8767 [V],

= -24,0095 [«
Rys. 5 przedstawia rozwiązanie dla 11-1 = 256 kroków o długości 

t= 1,5 ms. Maksymalna wielkość napięcia y(t) na oporniku wynosi 5,4 V 
i występuje po 120 milisekundach.
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Rys. 5 
Fig. 5
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COMPUTER-AIDED ANALYSIS OP RETUNED ANALOG FILTERS 

S u m m a r y
New computer-aided method of the linear time-varying systems modelling 

has been described in the work. The convolution operator numerical model­
ling has been discussed in the preface. It consists in time and frequency 
sampling, simultaneously, and has sufficient accuracy when there are no 
frequency peaks in the circuit. Time - varying parameters have been intro­
duced in the form of additional feedback. It leads directly to the Volter- 
ra integral equation. The method of numerical modelling the Volterra equa­
tion’s kernel and solving it effectively has been described in the work.

The initial conditions existing in the circuit have been taken into 
account in the form of additional input signal. An example of the analy­
sis of the selective filter with pretuned resonance frequency has been 
presented.

The method given herein may be applied to testing dynamics of nonlinear 
systems described by Volterra equtions. Then the nonlinear integral equa­
tions are changed for incremental linear equations with time-varying pa­
rametric feedback.
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NIEZMIENNIKI WRAŻLIWOŚCI W OBWODACH SKOLIGACONYCH

Streszczenie. Rozszerzono właściwości obwodów podobnych o zwit­
ki między wrażiiwościami transmitancji na zmiany parametrów tych ob­
wodów.
Rozpatrzono dwie klasy obwodów podobnych, mianowicie: obwody skoli- 
gacone z inwersja impedancji oraz skoligacone z konwersja impedan- 
cji i przeanalizowano związki między wrażiiwościami w tych obwodach. 
Otrzymano zależności pomiędzy wrażiiwościami czterech typów transmi- 
tancji. Wrażliwości transmitancji względem identycznie położonych 
impedancji w obwodach skoligaconych z inwersja impedancji sa ze so­
bą związane przez uogólniona inwersję. Natomiast dla obwodów sko­
ligaconych z konwersja impedancji te wrażliwości sa równe dla każde­
go z czterech typów transmitancji. Zależności te można nazwać - w od­
różnieniu od niezmienniczych właściwości sum wrażliwości - niezmien­
niczymi właściwościami składników wrażliwości (szczegółowymi niez­
miennikami) w obwodach podobnych.

Podano przykład liczbowy i zwrócono uwagę na możliwości praktycz­
nego wykorzystania szczegółowych niezmienników wrażliwości.

1. Wstęp

W pracach prof. Zagajewskiego dotyczących teorii podobieństwa obwodów 
wyróżnione są cztery typy podobieństwa obwodów elektrycznych, mianowicie:
la - obwody dualne z inwersją impedancji,
Ib - obwody dualne z konwersją impedancji,
Ila - obwody skoligacone z inwersja impedancji,
Ilb - obwody skoligacone z konwersja impedancji.
Przez podobieństwo Autor rozumie "ścisłą zależność między określonymi 
właściwościami dwóch obwodów" £2]. W pracach prof. Zagajewskiego są poda­
ne następujące właściwości obwodów podobnych:
1° - związki między prądami,
2° - związki między napięciami,
3° - związki między transmitancjami obwodów podobnych.

Ponieważ "wrażliwość jest immanentną cechą obwodu, tak jak transmitan- 
cja" [4J, należy do teorii podobieństwa dodać związki między wrażliwościa-
mi w tych obwodach. Ten kierunek badań, zainspirowany pracami prof. Zaga-
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jewskiego, został zapoczątkowany w pracach [X] i [XI* Zauważmy, że obwody 
skoligacone są podklasą obwodów dołączonych [V].

W pracy rozpatrywane aą obwody skoligacone z inwersją i konwersją im- 
pedancji. Obwody takie podlegają ogólnej zasadzie podobieństwa obwodów 
elektrycznych i znane są dla nich zależności między prądami, napięciami 
i transmitancjami [i, 2]. Rozważania w niniejszej pracy pozwalają okreś­
lić związki między wrażliwościami transmitancji względem odpowiadających 
sobie gałęzi obwodów skoligaconych i można je uważać za naturalne rozsze­
rzenie podanych w pracach [j] i [2] zależności dotyczących transmitancji. 
Uzyskane wyniki są uzupełnieniem pracy [j], w której przeprowadzono podob­
ne rozważania dotyczące wrażliwości obwodów dualnych z inwersją i konwer­
sją impedancji. IRozważmy kolejno wrażliwości dla dwóch klas obwodów podobnych:
- obwodów skoligaconych (topologicznie jednakowych) z inwersją impedancji

z' z" - zf (1)

gdzie zi jest impedancją inwersji, ẑ  impedanoją gałęzi j' obwodu 
oryginalnego, z(i impedancją identycznie położonej gałęzi j" w obwodzie 
skoligaconym,
- obwodów skoligaconych (topologicznie jednakowych) z konwersją impedan­
cji

^t= A (2)
Zj

gdzie A jest stałą konwersji.

2. Obwody skoligacone z inwers.ia impedanc.ii

Obwody o identycznej strukturze (topologii) mają macierze impedancyjne 
o tej samej strukturze. Stąd:

Kuu = u^ ” (3)

Kuu = sf = .... zj ^

gdzie K^u odnosi się do obwodu oryginalnego, k ”u do obwodu z nim sko-
ligaconego.
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Uwzględniając we wzorze (4) zależność (1) mamy:

Kuu = f  (z^/z^, • • • ,  z ^ / z j , • .  • ,  z jVz^ )•

Ponieważ transmitancja napięciowa jest funkcja jednorodna stopnia zerowego, 
więc:

Kuu = f(1/z^,...,1/z!|,...,1/z^) • (5)

Przekształcenie zależności (3) w (5) jest nazywane uogólniona inwersja |j] 
i oznaczane następująco:

K" = i(K' ). (6)uu ' uu

Zatem na ogół transmitancje napięciowe obu obwodów będą różne. Przejdźmy 
teraz do wrażliwości transmitancji napięciowych w obu obwodacb.

Wprowadzając następujące oznaczenia dla wrażliwości transmitancji w
pierwszym obwodzie względem impedancji gałęzi j :

sKuu _ 3i(z^, ...,z',...,z^) ________Zj_________ _
Zj 3zł f (z!j,... ,z j,..., z^)

R Z )
 - -J------S- z'. = h(z1t...,zi,...tz') , (7)777 i  f-s Zj > h<*i *j V  f

Obliczamy wrażliwości w drugim obwodzie względem identycznie położonej im­
pedancji w gałęzi j":

sKuu _ 9f(z1.... z'i’--->zn )_________j . {8)
- a.,» -a»" t"j ozj r(z^,.•.,zj,...,zQj

Uwzględniając inwersję impedancji z7 = z?/z7 = z?Y^ mamy:
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Ale f jest funkcja jednorodną stopnia zerowego, więc:

if = uf f(Y’ YW Y«} ~^ TJ 3 fCY, y',...,Y^)

2 v '3f(Y, y; Y;)n 4 Y
3Y' z‘f(Y'.... Y'.... Y')

■f y ; = h(Y{ y ! Y') =
m ; .................. y '  y ^ )  j  1 y  n

— h(1/z.j.... 1/z>...,1/z^) = (z^,»»»tZj,»<*tZg)}*

Zatem:

Sz f  = i(sj*u). (9)J 3

Wrażliwości transmitanoji napięciowych względem identycznie położonych 
impedancji w obu obwodach są podobnie jak transmitancje związane przez 
uogólnioną inwersję. Podobnie można wykazaó, że dla transmitanoji prądo­
wych:

i"■»■O
KII = » = i K̂H ^  (10)

X1

jj
¥  = i(s7? ) . d o

K.

Dla transadmitencji mamy:

U1 z i

S ^ 1  =  K s ^ 1 )  .  
j j

(13)
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Podobnie dla transimpedancji»

Zwróćmy uwagę, że zależności (9), (11), (13), (15) są analogiczne do za­
leżności między wrażliwościami obwodów dualnych z konwersją impedancji £3]»

Przykład
Sprawdzić słuszność zależności (15) wrażliwości transimpedancji dla 

obwodu podstawowego N’ przedstawionego na rys. 1a oraz obwodu z nim 
skoligaconego z inwersją impedancji dla impedancji inwersji z^ = R^, na 
zmianę parametru pierwszej gałęzi.

b) N
li

— 0 — m— ■- - - - - - 1- - - - O
r ' -  L 'i R l R i

L ^ r ,2
J

)} 1- - - - - 0
R - Ą t

— O - - - - -

3 R 3 I J

u,"

Rys. 1. Obwód podstawowy N* (a) i skoligacony z nim z inwersją impedancji 
obwód H" (b) dla impedancji inwersji z^ = R^

Fig. 1. The basic network K* (a) and the affined network with impedance 
inversion N" (b) (impedance inversion z^ = R^)

Obwód skoligacony R" przedstawiono na rys. 1b. Transimpedaneja obwodu 
podstawowego N* równa sięł

/ _ j ^ l  R2
1X1 jod' + Rg + R3



natomiast transimpedancja obwodu skoligaconego N" określona jest zależnoś­
cią:

x 5 2 __________________    J. Oho Jean, Ł. Karwan

K.ii ___ (1 6)IU 1 + joJCl (R" + R" ) 

gdzie:

c" . Í1 h - . S  R " _ ¿
1 ^  ’ 2 R' ’ R3 “ r ' '

Wrażliwość transimpedancji obwodu oryginalnego względem parametru 
pierwszej gałęzi:

s f p    -Rl  l-Ri.____
L 1 jot,' + R¿ + R3

Natomiast wrażliwość podobnej transimpedancji względem parametru pierw­
szej gałęzi w obwodzie skoligaconym:

KIU “ *^1 (R2 + R3)
s° f  ■ t :  A ;  l i  A ; >  ■ <m

Uwzględniając we wzorze (17) zależność (1 6 ) oraz związek SR^X =-s| 
otrzymamy:

v" ir + 4r vi

■ - ?  • 03)
1 +  +  T T  1

3. Obwody skollgacone z konwersją impedancji

Rozpatrzmy na przykład wrażliwości transadmitancji względem odpowia­
dających sobie impedancji gałęzi j' oraz j":
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Z1Uwzględniając konwersję impedancji z',' = -A oraz zależności między tran-
u tsmitancjami obwodów skoligaoonyoh z konwersją impedancji Kyj = A 

gdzie A - stała konwersji impedancji mamy:

»• • •»zj *

= S^V1 . (19)
z 3

Podobnie można wykazać równość wrażliwości trzech pozostałych rodzajów 
transmitancji względem odpowiadających sobie gałęzi. Zwróćmy uwagę, że uzy 
kane zależności dla wrażliwości obwodów skoligaconych z konwersją impedan 
cji są podobne do związków między wrażliwościami w obwodach dualnych z ir 
wersją impedancji

4. Podsumowanie

Dla dwóch typów podobieństwa obwodów elektrycznych, mianowicie: 
obwodów skoligaconych z inwersją impedancji i skoligaconych z konwersją 
impedancji, określono związki wrażliwościowe.

Dla obwodów skoligaconych z inwersją impedancji wrażliwości transmitan 
cji względem parametrów identycznie ¡położonych gałęzi są związane przez 
uogólnioną inwersję, tj. = i(S^/), gdzie T oznacza jedną z czterec

z 3 3
transmitancji K^, K-j-j , K-^, Kyj. Otrzymana zależność jest podobna do za 
leżności między wrażliwościami w obwodach dualnych z konwersją impedancji

Dla obwodów skoligaconych z korjwersj^ impedancji analogiczne wrażliwoś 
ci są sobie wprost równe,' tj. sL, = S;?/, podobnie jak w obwodach dualnyc

3 3
z inwersją impedancji. Uzyskane rezultaty dla tych dwóch typów podobień­
stwa obwodów można by nazwać niezmienniczymi właściwościami składników 
sumy wrażliwości, w odróżnieniu od znanych niezmienniczych własności całe 
sumy wrażliwości ^4-8], obowiązujących dla szerszej klasy obwodów.

Podane w pracy niezmiennicze właściwości składników sumy wrażliwości 
obwodów podobnych można wykorzystać do określania optymalnych struktur, 
np. układów generacyjnych.
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HHBAPRAHTM W/BOT BMTEJIbHOCTH B A0>5HHH;ÍX 4EIHX

P e  3 10 u  e

P a h o i a  nocBaąeHa HHBapaaMOM ^yBCTbu tejibHoctu b a^HHHhix u e n s x  c  HHBep- 
caeii  h KOHBepcuetł nune^aHcoB.

&xn KaauiOBo Tana nojoóaa noayvemi cb«3h ueamy ayacTBHTeJibHocTHUH ipaHC- 
MHTaHCoB aeiapex TanoB. UyBCTBHiejibHOCTH TpaHcaaiaHcoB cooiCTBeTCTByiomHX 
¿pyr 3pyry 3JieMeHT 03 a^HHHax ueneft c HHBepcaeíí aMne^aaca cbh3hhu oómea 
HHBepcaefl. B ueirax a$$aHHUx c KOHBepcaeil Hune^aHca sia aycTBHTexbHocTa 
poEHü ana veiupex TanoB TpaHCMaiaHca.
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SENSITIVITY INVARIANTS IN AFFINED NETWORKS 

S u m m a r y
The features of similar networks have been extended by the relations 

between transmittance sensitivities to the changes in these networks pa­
rameters.
Two types of similar networks have been discussed^ viz, the affined 
networks with impedance inversion and the affined ones with impedance 
conversion; the relations between sensitivities in these networks have 
been analysed.
The relations between sensitivities of four types of transmittance have 
been obtained.
Transmittance sensitivities in relation to identically situated impedances 
of the affined networks with impedance inversion are related to one ano­
ther through a generalized inversion whereeas for the affined networks with 
impedance conversion these sensitivities are equal for each of the types 
of transmittance.
The relations may be called, as opposed to invariant features of sensiti­
vities totals, the invariant features of sensitivity components (detailed 
invariants) in affined networks.
A numerical example has been given and our attention has been drawn to 
possibilities of practical use of the detailed invariants of sensitivity.
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Andrzej DRYGAJŁO

MODUŁOWA POSTAĆ ALGORYTMÓW SZYBKIEJ TRANSFORMACJI WALSHA

Streszczenie. W pracy przeanalizowano algorytmy szybkiej trans- 
formacji Walsha pod kątem widzenia ich modułowości. Przedstawiono 
odpowiadające im struktury drzew pozwalające na bieżące równoległe 
wykonywanie podstawowych operacji motylkowych złożonych z operacji 
dodawania i odejmowania. Rozpatrzono dwie odmiany wielostopniowego 
przetwarzania, jedną wykorzystującą opóźnienia czasowe między prób­
kami sygnału, drugą opartą na zmianie częstotliwości próbkowania w 
kolejnych stopniach przetwarzania. Liczba operacji arytmetycznych 
wymagana dla otrzymania bieżącej N-punktowej transformaty jest pro­
porcjonalna do NlogpN. Podano struktury dla naturalnego, diadycznego 
i sekwencyjnościowego uporządkowania w algorytmach szybkiej trans­
formacji Walsha i porównano je z odpowiadającymi im strukturami al­
gorytmów szybkiej transformacji Fouriera.

1. Wprowadzenie

Praktyczna przydatność dyskretnych transformacji, przede wszystkim dla 
potrzeb cyfrowego przetwarzania sygnałów, jest uwarunkowana możliwością 
budowy skutecznych algorytmów obliczeniowych do wyznaczania prostych i od­
wrotnych transformat. Z tego powodu istotne znaczenie mają algorytmy obli­
czeniowe redukujące liczbę operacji mnożenia i dodawania, które przyjęto 
nazywać algorytmami szybkich transformacji [i]. Do najbardziej efektywnych 
należą algorytmy szybkiej transformacji Walsha (FWT - Fast Walsh Transform) 
wymagające jedynie NloggN operacji dodawania i odejmowania [2]. Oprócz 
złożoności obliczeniowej coraz częściej rozpatrywana jest modułowość i moż­
liwość bieżącego wykonywania algorytmów szybkich transformacji M M [5]. 
Struktury zapewniające modułowość algorytmów szybkich transformacji można 
złożyć ze struktur prostych filtrów cyfrowych. Podejście to, wykorzystane 
w przypadku algorytmów szybkiej tranśformdcji Fouriera (FFT - Fast Fourier 
Transform), oparte jest na rekursywnej faktoryzacji wielomianów DOf/TJ.

W niniejszej pracy zastosowano podejście wielomianowe w celu przekształ­
cenia wybranych algorytmów FWT do postaci modułowej.
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2. Algorytm modułowy z uporządkowaniem naturalnym

Jeden z podstawowych algorytmów szybkiej transformacji Walsha z upo­
rządkowaniem naturalnym wykorzystujący operacje motylkowe z podsta­
wianiem można otrzymać za pomocą faktoryzacji macierzy Hadamarda w nastę­
pujący sposób:

p-1
%  - TI <i,p-1-i ®  i2 ®  l2i> (1)

i=0 A

gdzie«
gjj - macierz Hadamarda o wymiarach N x li,
I j - macierz jednostkowa o wymiarach 2i x 21.
“2
Stąd dla N=8 macierz 2g można przedstawić w postaci następującej ilo­

czynu macierzy i odpowiadającego mu grafu przepływu sygnału (rys. 1).

Pi 1 1 1 1 1 1 1 Pi 1 0 0 0 0 0 ol
1 —1 1 -1 1 1 1 -1 0 0 0 0 0 0
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 -1 -1 1 1 1 c 0 1 -1 0 0 0 0
1 1 1 1 -1 -j -1 a 0 0 0 0 1 1 0 0
1 1 -1 1 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0 0
1 1 -1 -1 -1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
_1 -1 -1 1 -1 1 1 “1 0 0 0 0 0 0 1 -1

~1 0 1 0 0 0 0 o’ ~1 0 0 0 1 0 0 o"
0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 -1

Tak wyprowadzony algorytm FWT odpowiada ogólnej postaci transformacji 
ortogonalnej mającej strukturę drzewa (rys. 2) i opisanej następującym 
iloczynem macierzy [VI«

Si % 811—N a12—H
4

of £2 a21—N a22^V
- -I

dla

S 2* -■ Łb . k i  - (4)
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gdzieś 

A = a11 °12 

a21 a22
Lg, Ljj - macierze diagonalne.

Rys. 1 
Fig. 1

Rys. 2 
Fig. 2

W przypadku FWT z uporządkowaniem naturalnym a^ = a12 = a2l = 1* 
a22 = * Przylcia(iowa modułowa struktura FWT dla N=8 ma postać
przedstawioną na rys. 3«

Widać stąd, że faktoryzację macierzy Hadamarda można zastąpić rekursyw- 
ną faktoryzacją wielomianu z*1 - 1, N=2^, polegającą na obliczaniu reszt
[ó] w sposób wieloetapowys



160 A. Drygajło

zN - 1 (z1*/2 - 1)(zN/2 + 1)
zH/2 - 1 = (z3*'4 - 1)(zN'4 + 1) 

z2 -1 = (z - 1)(z + 1)
(5)

Zapewnia to rozdzielenie danych w każdym z etapów FWT i stwarza możli­
wość równoległego ich przetwarzania. Struktura drzewa z rys. 3 pozwala 
na obliczanie bieżącej transformaty przy zachowaniu złożoności oblicze­
niowej FWT równej HloggH operacji dodawania i odejmowania w odróżnieniu 
od N2 operacji proponowanych w pracy [10].

,- 7 _ P  Z<- '  P  

~L-l z4+ 1 l—

z2-1

z2 -1

z2+ 1

_ n

z -  1

z + 1

h _ n  z ~' ~
*— Z4-1 --

z- 1

z -1

—  o

—  7

3 

A 

1 

6

—  2

5

Rys. 3 
Fig. 3

Rys. 4
Fig. 4

W celu porównania algorytmów FWT i 
FFT na rys. 4 podano graf przepływowy 
algorytmu FFT o takiej samej geometrii 
operacji motylkowych jak algorytm FWT 
z rys. 1, a na rys. 5 równoważną mu 
strukturę modułową będącą odpowiednikiem 
struktury z rys. 3. W odróżnieniu od al­
gorytmów FWT algorytmy FFT o takiej sa­
mej strukturze charakteryzują się więk­
sza złożonością obliczeniową. Wymagają 
one HloggN operacji dodawania i odejmo­
wania liczb zespolonych oraz H/21og2N 
operacji mnożenia liczb zespolonych przez 
współczynniki zespolone gdzie 
W = exp(-j2Tl/li).
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Rys. 5 
Fig. 5

3. Algorytmy modułowe z uporządkowaniem diadycznym i sekwency.lnośeiowym

Spośród algorytmów FWT z uporządkowaniem diadycznym i sekwencyjnościo- 
wym [~2] można wyróżnió dwa mająca podobną właściwość rozdzielania danycb 
jak algorytm z rys. 1. Przedstawiają je grafy przepływowe z rys. 6 i 7*

I - C

L-T^TT

z^-1

z - \

z2+ 1

z+1

r
Z+J

* +J

r_Wł

z+W

: - w ł

z+w3

Rys. 6
Fig. 6

Rys. 7 
Fig. 7
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Odpowiadająca im faktoryzacja macierzy może być przeprowadzona w nastę­
pujący spoeóbs

n  1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1-1-1-1-1 1-1 0 0 0 0 0 0
1 1-1-1 1 1-1-1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1-1-1-1-1 1 1 0 0 1-1 0 0 0 0
1-1 1-1 1-1 1-1 ss 0 0 0 0 1 1 0 0
1-1 1-1-1 1-1 1 0 0 0 0 1-1 0 0
1-1-1 1 1-1-1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
1-1-1 1-1 1 1-1_ _0 0 0 0 0 0 1-1_

'1 1 0 0 0 0 0 0 "1 1 0 0 0 0 0 o!
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
1-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1-1 0 0 0 0 • 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 0 1-1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1-1 0 0 0 0
0 0 0 0 1-1 0 0 0 0 0 0 1-1 0 0
0 0 0 0 0 0 1-1 0 0 0 0 0 0 1-1

f i  1 1 1 1 1 1 1 "1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1-1-1-1-1 1-1 0 0 0 0 0 0
1 1-1-1-1-1 1 1 0 0 1-1 0 0 0 0
1 1-1-1 1 1-1-1 = 0 0 1 1 0 0 0 0
1-1-1 1 1-1-1 1 0 0 0 0 1 1 0 0
1-1-1 1-1 1 1-1 0 0 0 0 1-1 0 0
1-1 1-1-1 1-1 1 0 0 0 0 0 0 1-1
1-1 1-1 1-1 1-1_ 0 0 0 0 0 0 1 1_

"1 1 0 0 0 0 0 0" "1 1 0 0 0 0 0 o"
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
1-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1-1 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 0 1-1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1-1 0 0 1-1 0 0 0 0
0 0 0 0 1-1 0 0 0 0 0 0 1-1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1-1

(7)

Algorytmy te prezentują inny sposób pobierania danycb do obliczeń w 
kolejnych etapach przetwarzania opisywany ogólnie następującym iloczynem 
macierzy:

Si ! %

% ! ^2 _

S11 12

a11 “12

*11 “12

a21 a22

a21 a22

a21 a22

(8)
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Takiemu sposobowi faktoryzacji można przypisać strukturę drzewa z re­
dukcją częstotliwości próbkowania przedstawioną na rys. 8 £9]. Redukcja 
próbkowania (oznaczona na rys. 8 symbolem U ) polega na rejestrowaniu 
tylko jednej spośród N kolejnych próbek i na odrzucaniu pozostałych.

W przypadku F\VT z uporządkowaniem diadycznym a^1=a12=a2^=1> a22= 
i przykładowa modułowa struktura dla 11=8 ma postać podaną na rys. 9. 
Dla uporządkowania sekwencyjnościowego wystarczy w wybranych gałęziach 
zamienić miejscami człony (z - 1) i (z + 1), jak to pokazano na rys. 10.

łO -

a«z+a<2-  2 ;
-  Nł— y0

Bi ;
— | Hi[— yH.,

N< —  Hn
2ł

NI yżN-4

Rys. 8 
Fig. 8

*' HjZ - i 2- i

z +1 2V

H z - i 2ł —  0

z - i 2\ Z+< 21 —  1

Z+ł 2ł H z - i 2* —  3

z+< 2* —  2

H z - ł 2\ —  7

z - i 2ł z + f 2i —  6

Z+i 2ł

4 .

z - i 21 —  4

z+i 2* —  5

Rys. 9
Fig. 9
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Rys. 10 
Fig. 10

Tak opisane struktury algorytmów FWT 
pozwalają na równoległe przetwarzanie 
w kolejnych etapach rozdzielonych grup 
danych przy jednoczesnym dwukrotnym 
zmniejszaniu częstotliwości próbkowania 
w każdym etapie w porównaniu z etapem 
poprzednim. Struktury te zachowują zło­
żoność obliczeniową równą NloggN opera­
cji dodawania i odejmowania i mogą być 
realizowane przez coraz częściej stoso­
wane układy wieloszybkościowe [li].

W celu porównania algorytmów FWT i 
FFT na rys. 11 podano graf przepływowy 
algorytmu FFT o takiej samej geometrii 
operacji motylkowych jak algorytmy FWT 
z rys. 6 i 7, a na rys. 12 równoważna 
mu strukturę modułową będącą odpowied­

nikiem struktury z rys. 9 i 10. Oprócz zwiększonej złożoności obliczenio­
wej będącej konsekwencją stosowanych operacji na liczbach zespolonych, te­
go typu algorytmy FFT wymuszają uporządkowanie zgodnie z odwrotną kolej­
nością bitów zarówno próbek wejściowych, jak i wyjściowych, co wymaga do­
datkowych etapów przetwarzania i znacznie ogranicza stosowanie struktury 
modułowej w połączeniu z redukcją częstotliwości próbkowania.

Rys.
Fig.

11
11
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r t i
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4. Podsumowanie

Rys. 12 
Fig. 12

W pracy przedstawiono modułowe struktury algorytmów FWT pozwalające na 
równoległe przetwarzanie danycb i wielostopniowe zmniejszanie częstotli­
wości próbkowania. Zagadnienia te w opracowaniach i monografiach o cha­
rakterze teoretycznym dotyczących transformacji Walsha są najczęściej po­
mijane [̂12].Opierając się na prezentowanych strukturach algorytmów FWT 
można budować użyteczne procedury służące do wyznaczania bieżących dys­
kretnych transformat Y/alsha za pomocą nowoczesnych procesorów sygnałowych 
z równoległym przetwarzaniem lub układów wieloprocesorowych. Na podstawie 
przeprowadzonego porównania z algorytmami PPT charakteryzującymi się taką 
samą geometrią operacji motylkowych jak algorytmy FWT można stwierdzić, 
że algorytmy FWT z upoi-ządkowaniera diadycznym i sekwencyjnościowym mają 
właściwości pozwalające na budowanie skuteczniejszych struktur modułowych 
z wielostopniowym zmniejszaniem częstotliwości próbkowania niż odpowia­
dające im algorytmy FFT.
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üOflyjlbHAH Í0PMA AJirOPHIMOB EiiCTPOrO IIPEOEPAGOBAHHH yOJMA

P e 3 io 11 e

B paOoie npoaHaaaa osami a a r o p a m u  duciporo npeoOpa3 0BaHaa yoama c iovxh 
3 peHEH ax MoayabHociH. IIpeflCTaBJieHu SKBHBaseHTHue cipyxiypu AepeBbeB, xoxo- 
pue no3BajiaioT Ha xexymee napaJiJiejibHoe BunoAHeHHe ochobhhx MoiiuibxoBux one- 
paitHíl, cocioamax H3 onepanañ caoaeHaa h BuvHTaHHa, PaccxoxpeHU absl BapnaHia 
MHorocxyneH^axoro npeo6pa3 0saHHH. IlepBbiii - HcnoJib3 yni¡Hit 3a^epiKH BpeueHHtix 
BblfiopOK B Blopoft - OCH OBaHHHÜ Ha nepeUeHe VaCIOIH AHCKpeiH3anHH B OVepeflHUX 
axanax odpaCoxxH. KoaaneciBO BuvacaeHH8 jwh noayaeHaa xexynero npeo6pa30Ba- 
ehh  fljia xoaex oxaauBaexca nponopnaoHaabHim.

IIpegciaBBeHH cipyxxypn aaa HaxypaJibHoro aaaflHoro a cexBeHnaoHHoro yno- 
paAoaeHHH b ajiropamax Cucxporo npeo6pa3 0BaHoa yojtma a cpaBHBHae hx c co- 
oxBexcxByxmauH capyxxypaim aaropaxxcB fracxporo npbo6pa30BaHaa $ypbe.
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A MODULAR FORM OF THE FAST WALSH TRANSFORMATION ALGORITHMS 

S u m m a r y
The fast Walsh transformation algorithms have been investigated in 

the paper from the view-point of their modularity.
Three structures corresponding with them and allowing to perform simulta­
neous butterfly operations which consist of addition and substration have 
been presented. Two forms of multistage processing: the one using time 
delays between signal samples and another one based on the change of sam­
pling frequency in sequent stages of processing, have been considered.

The number of arithmetic operations required for calculation of the 
N-point running transform is proportional to NloggN.

The structures for natural, dyadic and sequence order in the fast 
Walsh transformation algorithms have been given and compared with the 
fast Fourier transformation algirithms structures corresponding with them.
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Lesław TOPÓR-KAMIliSKI

POJAWIANIE Sią ELEMENTÓW OSOBLIWYCH W IDEALNYCH UKŁADACH AKTYWNYCH

Streszczenie. Przedstawiono różne przypadki pojawiania się ele­
mentów osobliwych w idealnych układach aktywnych, w tym również in­
nych niż nullator i norator. Posiadają one charakterystyki zawiera­
jące oprócz linii krzywych także obszary ciągłe, płaszczyzny prądo- 
wo-napięciowej lub jej izolowane punkty. Powstają one na bazie ideal­
nych elementów diodowych jako dwójników nieliniowych. Opisano pewne 
czwórniki aktywne zawierające dwa źródła sterowane, a charakteryzu­
jące się zerową kolumną współczynników w opisujących je macierzach 
łańcuchowych odwrotnych. Własności tych czwórników pozwalają na mo­
delowanie niektórych osobliwości. Pokazano przykład syntezy genera­
tora harmonicznego z wykorzystaniem jednego z takich czwórników oraz 
podano jego realizację praktyczną z zastosowaniem wzmacniaczy opera­
cyjnych.

1. Wprowadzenie

Jakkolwiek od wprowadzenia przez Carlina i Youla [jlJ do teorii obwodów 
aktywnych pojęcia podstawowych elementów osobliwych mija już blisko 30 lat, 
nie docenia się ważności tych elementów nie tyle w obliczeniowej praktyce 
inżynierskiej, ile w teoretycznym opisie sieci aktywnych i częstości ich 
pojawiania się w modelach teoretycznych. Powszechnie pojęcie elementu 
osobliwego wiązane Jest jedynie z elementami typu nullator i norator 
(także nullor), lecz już Davies [Y] dołączył do nich także przerwę i zwar­
cie. 0 wiele dalej poszedł Chua [3], rozszerzając pojęcie osobliwości na 
wszystkie dwójniki bezinercyjne zawierające w swoich charakterystykach 
na płaszczyźnie prąd - napięcie oprócz linii krzywych także części obsza­
rów ciągłych płaszczyzny lub jej izolowane punkty. Kontynuując to rozumo­
wanie, do zbioru elementów osobliwych można zatem także wprowadzić idealne 
źródła autonomiczne jako przesunięte na płaszczyźnie u-i przerwy^ i zwar­
cia [5], przesunięty nullator jako izolowany punkt w dowolnym miejscu tej 
płaszczyzny [V], idealne elementy diodowe [Y] jako złożone z części cha­
rakterystyk przerwy i zwarcia, w tym także "diodę ujemną" (rys. 1) oraz 
powstały z idealnych diod "norator bezmocowy" o charakterystyce podanej 
na rys. 2.

Norator bezmocowy pojawia się także w aktywnych sieciach nieliniowych 
z analogowymi układami mnożącymi, co pokazano w pracy |Y]. Chociaż znacze­
nie praktyczne analizy i syntezy liniowych układów aktywnych, w których
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Rys. 1 
Fig. 1 Fig. 2
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Rys. 3 
Pig. 3

para nullator i norator odegrała duża rolę w modelowaniu jej podstawowych 
układów £)], stopniowo maleje i przechodzi do klasyki teorii obwodów na 
skutek wypierania jej przez dyskretne przetwarzanie sygnałów, jednak blo­
ki łączące te dwa rodzaje układów nadal zawierają wzmacniacze operacyjne 
oraz przede wszystkim idealne komutatory (klucze), które można opisywać 
w ogólności jako zmienne w czasie elementy osobliwe [̂4]. Szczególnie wy­
raźnie widać to na przykładzie układów przełącznikowo-kondensatorowych [[73 
oraz przełącznikowo-rezystancyjnych [jo[].

Wprowadzenie elementów osobliwych było konsekwencją potrzeby opisu 
idealnych układów aktywnych, ale także zachodzi zjawisko odwrotne, zało­
żenie istnienia na przykład idealnego źródła napięciowego sterowanego na­
pięciem implikuje pojawienie się elementów osobliwych. Przykład tego zja­
wiska przedstawia rys. 3*

lia rysunku tym dwójnik b) równoważny dwójnikowi a) zawiera elementy 
osobliwe norator i źródlator (rys. 5) o charakterystyce punktowej [53» 
która jest równoważna punktowi i1 = E/R na charakterystyce dwójnika ak­
tywnego E oraz połączonego szeregowo rezystora R dla uzyskania wymu­
szonego napięcia u = 0.
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Przykład ten ilustruje możliwość zamodelowania autonomicznego źródła 
prądowego za pomocą źródła napięciowego i rezystancji. Praktyczny układ 
realizujący to zjawisko przedstawia rys. 4* Podobnie w układzie z rys. 6a) 
pojawiają się trzy źródlatory przedstawione jako punkty , D2 i na 
rys. 6b).

' 6

Rys. 4 
Fig. 4

Rys. 5 
Fig. 5

Wprowadzenie w tych układach idealnego elementu diodowego pozwala uzy­
skiwać osobliwości o charakterystykach będących częścią płaszczyzny u-i.
I tak półpłaszczyznę dla prądów dodatnich modeluje układ z rys. 7, w któ­
rym pojawia się element osobliwy D0, a który można nazwać zwarciem dodat­
nim.

Wprowadzając dodatkowo autonomiczne źródło prądowe I (rys. 8) uzyskuje 
się półpłaszczyznę przesuniętą o wartość I, co w konsekwencji pozwala 
łatwo uzyskać charakterystykę w kształcie pasa o szerokości I1 do I2 
(rys. 9).

Na podstawie pokazanych układów diodę ujemną z rys. 1 można zamodelować 
w układzie dwu źródeł sterowanych w sposób pokazany na rys. 10.
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Rys. 6
Fig. 6
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Rys. 7 
Fig. 7

Łączenie przytoczonych układów z dowolnymi dwójnikami nieliniowymi pozwa­
la uzyskiwać osobliwości o bardzo różnorodnych kształtach charakterystyk 
będących wycięciami o ograniczonej i nieograniczonej powierzchni z płasz­
czyzny u-i (przykłady pokazano na rys. 11a i b).
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b)

Rys. 8 
Fig. 8

U

Rys. 9 
Fig. 9

Jak wynika z przytoczonych kilku przykładów, bezinercyjne elementy 
osobliwe stanowią obszerną klasę dwójników, którą należałoby uważać za 
ogólniejszą od klasycznych dwójników rezystancyjnych, a które zgodnie z 
definicjami Chua’y zawierają także w swoich charakterystykach obszary 
ciągłe lub izolowane punkty.
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Rys. 10 
Pig. 10
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Rys. 11 
Pig. 11

2. Pewne czwómiki aktywne o właściwościach osobliwych

W tablicy 1 przedstawione są czwómiki aktywne charakteryzujące się 
zerową kolumną w opisujących je macierzach łańcuchowych odwrotnych. Kie 
są one ujmowane w klasyfikacjach klasycznej teorii układów aktywnych [V] 
jako nie mające praktycznego zastosowania. Czwómiki te jednak nadają się 
dobrze do modelowania pewnych osobliwości. W tablicy 1 podano wyrażenia 
na zmienne zaciskowe wejściowe tych czwóraików przy założeniu, że są one 
obciążone dwójnikami opisanymi ogólnym równaniem operatorowym typu:
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=  b 2  i g  *  ( 1 )

Jak wynika z podanych wyrażeń, we wszystkich przypadkach jedna zmienna 
zaciskowa może być dowolna, natomiast druga nie zależy od poprzedniej, 
lecz jedynie od dwójnika obciążającego.

Tablica 1

3« Przykładowe modele osobliwości

Dla przykładu rozpatrywane będą różne przypadki pracy układu z p. 2
A .1  /vw tabeli 1 . 1  tak, jeżeli założyć oc b2 a2 jł = k , wtedy»

(2)
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Stad, jeśli przyjąć i: = 1, to może być dowolne i układ na zaciskach 
wejściowych widziany jest jako norator, natomiast dla k  ̂1, aby (2) było

, Aspełnione, może byc tylko równe o i układ jest zwarciem. Aby k było 
równe 1 dla (i bezwymiarowego i cC= R, dwójnik obciążający z równania 
(2) musi być równy konduktancji o wartości:

G2 = — —  • (3)
Ł (2> R

Ogólnie dla dwćjnika D2 jako nieliniowej konduktancji określonej wielo- 
mianem o miejscach zerowych UQn zachodzi:

n
i2 = a F I  <u2 - Uok) • (4)

k=1
Wtedy:

u1 = a<* O  <P>U1 “ Uok} 
k=1

(5)

Rozwiązaniem tego równania są miejsca zerowe Sq1 do Eon* Zatem cały 
układ na wejściu będzie widziany jako dwójnik osobliwy, którego prąd może 
być dowolny, a napięcie przyjmować tylko wartość Eo1’ Eo2 d0 Eon 
(rys. 12).

Szczególnymi przypadkami obciążenia nieliniowego mogą być: układ z ide­
alną diodą (rys. 13) o charakterystyce podanej na rys. 14 oraz układ z 
obciążeniem o charakterystyce odcinkami liniowej, której pewna część ma 
nachylenie 1/<*|ł (rys. 15), w wyniku czego otrzymuje się układ o charak­
terystyce w kształcie pasa pokazanego na rys. 16.

Rys. 12 
PiG* 12

Rys. 13 
Pig. 13
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Rys. 14 
Fig. 14

Rys. 15 
Fig. 15

Rys. 16 
Fig. 16

4. Synteza generatora harmonicznego .iako inercyjnego układu osob^iwe^o

Rozpatrywany będzie tak jak poprzednio układ 2 z tablicy 1, obcia-ony 
w sposób podany na rys. 17*

Rys. 17 
Fig. 17
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Napięcie wejściowe określa relacja:
i

u 1 = t tb 2 a 2 ¡2(?>u1 + e j  .  (6 )

Zakładając <* = R, (i = 1, bg1 a2 = Y(s) oraz e = const, otrzymuje się 
równanie (6) w postaci operatorowej jakoś

(s) = HY(s)U1(s) + RY(s)E(s) (7)

co po przekształceniach daje:

V 8 ) = K T W i T *  <8)

Aby układ był generatorem napięciowego przebiegu harmonicznego o pulsacji 
w  i amplitudzie Um, należy dobrać admitancję Y(s) tak, aby transforma­
ta napięcia û  wynosiła:

U l ( 0 )  =  u “ ? T 7
(9)

Z relacji (8) i (9) można zatem obliczyć admitancję Y(s), którą określa 
wzór:

1 um s2
y(a) “ 5 * eTu" * "g ' 1 i |  * <10>

m

Odpowiada jej dwójnik Y2(s) z rys. 18 (zawierający FDNR), określony re­
lacją:

y 2 ( s )  =  k  *  ~ g . -a  i  •  ( 1 1 )2 8 + n r2 2

Stąd porównując relacje (10) i (11), otrzymuje się wyrażenia na wartość 
amplitudy i pulsacji określone przez parametry układu R, E, Rg, d2s
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Opierając się na powyższej koncepcji, za- 
modelowano rzeczywisty układ generatora z 

o zastosowaniem wzmacniaczy operacyjnych 
przedstawiony na rys. 19.
Wydaje się możliwe otrzymanie w tym ukła­
dzie także generatorów przebiegów innych 
kształtów niż harmoniczny (w tym także pra- 
wieokresowych) poprzez dobór odpowiedniej 
admitancji dwójnika D2 na przykład o cha­
rakterze inercyjnym nieliniowym.

Rys. 19 
Fig. 19
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HBJIEHKE AHCKÀJIhHfaiX 9JIKMKHT0B B MÄEAJIbHbiX AKTHBHUX CHCTEMAX

P e 3 jo u e

IIpê cxaBjieHH paeHue cjiyqati HBJienził aHOMajibHHx sjieMeKios b HÆeajibHbtx 
aKTMBHHx CHCieiiax, b tom qjicjie Äpyrnx Heaejia Hyjiaiop a HopMaiop. Ohh cosep- 
xai xapaKiepHCTHKH npocipaHCTBa hjiockocth TOK-Hanpaxenae hjih ee H3oanpoBaH- 
Hbie ToqKH. Bo3HHKaJ0T OHH Ha HÄeeuibHhix ynpaBjiaeubix hctoqHHKax a Taicxe Ĥ eajiŁ- 
HUX flHOflHKX SJleMeHTaX KaK HejIHHeÖHbiX flByXnCUIECHHKOB.
OnacaHbi HexoTophie aicTHBHHe qempexnoJiBCHHKH, co^epsam ae flBa ynpaBJieMbie hc- 
TOHHHKa, HMemniHe HyjieBoä cioJiCen k 0 3(£(pHUH e ht ob b hx oÖpaTHux uenHHx M aipa- 
n a x . CBOäcTBa othx qeiupexnojimcHHKOB Aara bo3moxhoctb MojerapoBaHHa B eKoio- 
pux aHOMajibHocieü. IlpHBeAeH npHMep CHHTesa rapMOHnqecKoro reH epaTopa c npa— 
MeneHHeM oflHoro H3 a ia x  qeTüpexnoJiiocHHKOB a Taxsce iipaKiaaecKoe ocym eciB jie- 
aae  e ro  c npaMeHeHaeM onepanaoHHHx ycH M iejie ił.

APPEARANCE OP SINGULAR ELEMENTS IN IDEAL ACTIVE SYSTEMS

S u m m a r y
Various cases of appearance of singular elements in ideal active sys­

tems, including also the other than nullator and norator, have been pre­
sented. They have the characteristics comprising apart from curves al30 
continuous domains of current - voltage plane or its isolated points. 
They are originated being based on ideal diode elements as non-linear 
two-terminal network. Some active four-terminal networks containing two 
controlled sources and characterized by zero coefficient column in the 
string inverse matrices describing them have been presented. Properties 
of those four-terminal networks enable modelling of some singularities.
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An example of harmonic generator synthesis using one of such four-termi­
nal networks has been presented and its practical realization applying 
operational amplifiers has been described.
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MODELOWANIE NIELINIOWYCH FUNKCJI NIEMONOTONICZNYCH 
W KLASIE UKŁADÓW REZYSTANCY JNO- PRZEŁĄCZNIKOWYCH

Streszczenie. Opierając się na wcześniejszych pracach £3]» [4J 
dotyczących analizy dwójników złożonych z liniowych rezystancji oraz 
idealnych przełączników (kluczy), które to pozwalają uzyskać układy 
rezystanoyjne o zmiennych parametrach poprzez zmianę funkcji <p ste­
rujących kluczami oraz na pracach dotyczących obwodów rezystancyj- 
no-przełącznikowych modelujących rezystanoyjne obwody nieliniowe o 
charakterystykach nieliniowych monotonicznych, przedstawiono reali­
zacje funkcji nieliniowych niemonotonicznycb. Pokazano możliwość 
realizacji niemonotonicznycb funkcji nieliniowych w układach zawie­
rających liniowe rezystancje, wzmacniacze operacyjne oraz idealne 
klucze przełączane funkcjami okresowymi. Jeżeli stany pewnych prze­
łączników będą sterowane sygnałem proporcjonalnym do wybranych zmien­
nych zaciskowych, uzyskuje się funkcje nieliniowe, w układzie współ­
rzędnych o wartościach uśrednionych za pewien okres czasu. W pracy 
przedstawiono dwie metody: z funkcją okresową o zmiennym przesunię­
ciu fazowym impulsu sterującego oraz z zastosowaniem konduktancji 
sterowanych dwu przeciwnych znaków. Przedstawiono obliczeniowe przy­
kłady projektowania układów praktycznych.

1. ffstep

Jednym z częstych sposobów uzyskiwania nieliniowych charakterystyk w ob­
wodach elektrycznych jest modelowanie ich za pomocą układów parametrycz­
nych sterowanych niektórymi wewnętrznymi zmiennymi zaciskowymi tych obwo­
dów [1], [2], [s]. Obecnie znanych jest wiele sposobów realizacji układów 
o sterowanych parametrach z zastosowaniem takich elementów jak tranzystor 
połowy lub różnego typu analogowe układy mnożące. W układach tych zarówno 
parametry, jak i sygnały zmieniają się w sposób ciągły £5], [j]. Zastoso­
wanie Idealnego przełącznika (klucza) elektrycznego realizującego uprosz­
czoną funkcję mnożenia pozwala także budować układy o parametrach stero­
wanych sygnałami dyskretnymi. Uzyskanie nieliniowych funkcji dla sygna­
łów ciągłych wymaga jedynie uśredniania sygnałów wyjściowych za pewien 
okres czasu (jtj* Dodatkową ważną obecnie zaletą układów przełącznikowych 
■jest możliwość zastosowania ich jako stopni wiążących układy ciągłe z dy­
skretnymi [j>3.
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2. Metoda dwó.inika RS z funkcją sterująca o zmienianej fazie

Na rys. 1 przedstawiona jest proponowana struktura dwójnika rezystan- 
cyjno-przełącznikowego g(t) złożona z "n" równoległych gałęzi RS, w któ­
rych przełączniki włączane są zgodnie z funkcjami ^  o postaci stałej 
względem zadanego okresu T, natomiast funkcja <pQ sterująca kluczem sze­
regowym względem wszystkich gałęzi jest zmieniana sygnałem zewnętrznym x.

Gi

Gi
-l=Z>

y,

%
i —

£

Rys. 1 Rys. 2
Fig. 1 Fig. 2

Konduktancję dwójnika z rys. 1 opisuje relacjai

n
g(t) “ To 2  °k ▼ic * (1)

k-1

Wartość średnia tej konduktancji za okres T wynosi»

T T
J  g(t)dt = £ J
0 0 k-1

Zakładając, że długość *t0 impulsu <f0 jest stała, natomiast zmienia się 
jego położenie względem początku okresu 7 proporcjonalnie do sygnału x, 
wartość średnia konduktancji G będzie jego funkcją, czyli:

<* +t0
G(<*) - f J  g(t)dt , (3)

gdzieś eC — k x .
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W celu ułatwienia teoretycznej i praktycznej realizacji układu zakłada 
się, że funkcje są impulsami także o szerokości “Ĉ , rozmieszczonymi
w odległościach będącymi wielokrotnościami V w stosunku do początku 
okresu T, czyli:

\  = kt0 . (4)

Mając na uwadze, że między momentami <*i cC+ tQ może zaistnieć tylko 
jeden punkt przełączenia funkcji ̂f»k, G(ot) można zapisać w postaci:

Xk * + &
G(ee) = f i g(t)dt + f J g(t)dt . (5*)

CC \

Uwzględniając konduktancje gałęziowe Gj£_1 i Gk, wykonując całkowania oraz 
porządkując względem zmiennej ot, otrzymuje się*

G(cc) = ^ ( G f c - C W  - W W  + V k l  * <5b)

Konduktancja ta ma zatem postać funkcji liniowej o parametrach zależnych 
od dwu kolejno włączanych konduktancji gałęziowych.
Wartości G(ot) dla punktćw A^ zależą jedynie, na podstawie wzoru (5b), 
od wartości konduktancji w gałęzi k+i otwieranej kluczem ,pk+1 dla prze­
działu czasu A^ do ?^+1» gdyż podstawiając ot= A^ otrzymuje się*

GiAfc) = \jr Gk . (6a)

Stąd wprost można wyliczyć wartości konduktancji gałęziowych Gk zakładając 
podział okresu na n taktćw o długości tQ, a relacja (6) przyjmuje po­
stać:

G ( V  = i Gk . (6h)

Fakt ten upraszcza dobór elementów układu ze zmiennym położeniem impulsu 
<p0 w stosunku do układów ze zmienną szerokością <p0 przedstawionych w 
pracy [4]. Między momentami A<k przełączeń funkcji 'f>k konduktancja 
g(t) przyjmuje wartości stałe, ma zatem postać czasowej funkcji schodko­
wej (rys. 3)
Wartość średnia tej konduktancji zgodnie z relacją (5b) ma charakter 
funkcji odcinkami liniowej w zależności od zmiennej ot (rys. 4).
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Rys- 3 
Fig. 3

Rys. 4 
Pig. 4

Aby funkcja ta była ciągła (brak skoków), sąsiednie proste opisane wzora­
mi (5b) winny przecinać się w punktach przełączeń A.̂ . Prostą sąsiednią 
do opisanej wzorem (5b) jest prosta wyrażona równaniems

'Sc+I <* +tQ
G(<*) = f J  g(t )dt + ̂  j g(t)dt =

<* A.k+i

= f Gka k+1 " + T Gk+1(<* + ̂ o “ \ + 1 } ’

Wstawiając <* = A^ i na podstawie tego, że tQ = otrzymuje się:

G(\) = ^ G^CA.^ - A^)+ ^ Gk+1[-(\+1 - A^) + £0] = f G ^

co jest zgodne z wynikiem otrzymanym dla prostej (5b) wyrażonym relacją (6).
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Ze względu na to, że wartość konduktancji dla określonej wielkości tej 
zmiennej jest zależna tylko od konduktancji włączanych w przedziale od 
* do ot+tjj może ona być funkcją niemonotoniczną. Praktyczny układ 
modelujący nieliniowa funkcje napięciowo-napięciową u2 = z zasto­
sowaniem konduktancji g(t) pokazano na rys. 5»

u2

Rys. 5 
Fig. 5

Rys. 6 
Fig. 6

Blok û /oc przetwarza wartość napięcia û  na położenie impulsu y»0. Na­
pięcie wyjściowe ma wartość«

Uwzględniając wzory (5), (6) otrzymuje sie:
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Natomiast dla momentów czasowych <*= na podstawie wzoru (6b) otrzy­
muje się

z której to relacji można wyliczyć wartości konduktancji gałęziowych jako:

Przykładowo pokazana będzie procedura projektowania układu modelującego 
funkcję nieliniową przedstawioną na rys. 6.
Funkcja ta wymaga układu z podziałem okresu na cztery równe takty, czyli 
'to = ̂ >¡£+1 “ = T/4. Zakładając E = - 1 V oraz przetwarzanie û
jako <*= u.j . T/4, można określić G^ na podstawie wzoru (10) jakoś

Oj. = 4Gp U2(^)

co w przykładzie daje następujące wartości: Ĝ  = 12Gp, G2 = l6Gp,
G3 = ^®F przedstawione w postaci funkcji momentów przełączeń na rys. 7. 
Funkcje sterujące mają postać pokazaną na rys. 8.

(9)

I I
I I

8 ------ 1------- 1

O

Rys. 7 
Fig. 7

Rys. 8 
Fig. 8

Układ praktyczny realizujący funkcję z rys. 6 może ostatecznie przyjąć 
postać pokazaną na rys. 9, gdzie jest sygnałem zadającym okres funk­
cji przełączających
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Rys. 9 
Fig. 9

3. Realizao.ia funfco.1l nieliniowych ze zmiennym znakiem

Zmianę znaicu konduktancji sterowanej g(t), a zatem także zmianę znaku 
modelowanej przez nią funkcji nieliniowej można uzyskać w układzie trój­
nikowym z rys. 10, który opisuje zależność:

i = [g-|(t) - g2(t)] E . (11)

Zależność ta dla elementów RS odpowiada schematowi przedstawionemu na 
rys. 11, w którym występuje k konduktancji w gałęzi dodatniego napięcia 
i n-k w gałęzi ujemnego napięcia zasilającego. Konduktancje te odpowia­
dają ilości punktów przegięcia o dodatnich i ujemnych wartościach modeło-

Praktyczne zastosowanie tego sposobu prowa­
dzi do układu przedstawionego na rys. 12, 
podobnego do układu z rys. 5. Realizacja 
dwójników g.j(t) i g2(t) może być przepro­
wadzona zarówno metodą zmiennej szerokości 
impulsu, jak i zmiennej fazy funkcji ste­
rującej <pQ.
Przykładowo przedstawiona będzie realiza­
cja funkcji nieliniowej niemonotonicznej 
o częściowo ujemnej charakterystyce poka­
zanej na rys. 13* Funkcja ta wymaga układu 
z podziałem okresu na pięć równych taktów

wanej funkcji nieliniowej.

9i(t)

Rys. 10 
Fig. 10
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Rys. 11 
Fig. 11

Rys. 12 
Fig. 12

o długości; VQ = = T/5. Zakładając E = - 1 V oraz liniowe
przetwarzanie u1— ► cc, można określić na podstawie wzoru (10) wartości 
konduktancji w gałęziach:

Gk = 5GF W
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Rys. 13 
Fig. 13

•iV

Rys. 14 
Fig. 14

Rys. 15 
Fig. 15

Dla rozpatrywanej nieliniowości otrzymuje się wartości: G-j = 15 Gp,
G2 = 10 “p. “3
funkcji na rys

0, = - 5 Gp. G4 = - 15 G, są one przedstawione w postaci
14» Układ realizujący jest podany na rys. 15-

4. Uwagi końcowe

Jeżeli długość impulsu 'fQ nie będzie rćwna dokładnie
to wystąpią błędy (zniekształcenia) w odwzorowywaniu zadanej funkcji nie­
liniowej. Gdy będzie większe od T/n, to:
a pomiędzy punktami ot i ot + t będą dwa punkty przełączenia kluczy

Vo = {\+1 ~ 'SP + At*

i , co spowoduje, że średnia konduktancja (5b) będzie zależna
trzech wartości konduktancji gałęziowych 
postać:

"'k-l' Gk 1 Gk+1
od

i przyjmie



^k ^k+1 ot +tQG<*) - * f Gk_1 dt + f f Gk dt + I f Gk+1 dt • (12)
* V  V+1

Stąd:

TG(ct) . c*(Gk+1 - V l )+Gk - l V Gk<\+l A )+Gk+1 < V W  * (13)
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Oznacza to, że w przedziałach od -At do ̂  pojawiać się będą odcinki 
linii prostych różnych od opisanych relacją (5b), wprowadzając odchyłki od 
zadanych wartości modelowanej funkcji nieliniowej.

Analogicznie jeżeli %Q będzie mniejsze niż T/n, to: VQ = (Â £_1 -
- 7*̂ ) - At, a między punktami et i ot+ f0 mogą się nie pojawić momenty 
przełączeń, co oznacza, że średnia konduktancja G(ot) będzie wtedy zależeć 
jedynie od jednej konduktancji gałęziowej, czyli:

_
G(<*) |  Ok dt = &k Xo * (I4)

ot
Zatem w przedziałach od do + At w zamodelowanej funkcji nielinio­
wej pojawiać się będą zniekształcające ptziome odcinki linii prostej. 
Istnienie błędów związanych z odchyłką szerokości impulsu funkcji y» od 
założonej równej T/n jest niekorzystną cechą metody modelowania układów 
RS metodą ze sterowaną fazą w stosunku do metody ze sterowaną szerokością 
impulsu. Możliwość powstawania tych błędów można prześledzić na rys. 16, 
przedstawiającym układ wytwarzający funkcje sterujące oraz ste­
rowana napięciem u1.

Rys. 16 
Fig. 16
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W układzie tym blok cyfrowy UC wytwarza sygnały <Pk, które zsumowane wyzna­
czają długość okresu T przetwarzanego na przebieg liniowy (piłowy) przez 
blok UL. Przebieg ten jest następnie porównywany z napięciem sterującym 
u1 w komperatorze K, wytwarzającym impulsy o zmiennej szerokości, które 
są przetwarzane w uniwibratorze UW na impulsy o stałej szerokości tQ lecz 
zmiennym położeniu*

Przyczyna możliwej nierówności impulsów <pk i rC0 jest fakt wytwarza­
nia ich w dwu różnych blokach układu, przy czym długość t0 nie zależy od 
sygnału taktującego Vt, lecz od parametrów układu monostabilneg«.
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P e 3 a u e
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A ByxnO A fflC H H K O B O O O la B Jie H H H X  H3 X H H egH H X  p 63H C TO pO B H H fle a H B H ilX  a x e K l p H -  

n e c K H X  K A io v e ft ,  f lo n y c K a m iU H e  n o a y v H T b  p e 3H C TH B H ue C H C te M U  c  n e p e u e H H tn iH  

K 03$ $ H H H e H ia M B  vepea n e p e M e H y  y n p a B x a e M H X  p a S o t o f t  x j i i o v e i t ,  a  T a ic x e

OtHOCHlSHXOH K p e 3H C TH B H0-K X K )'ieB H M  UBIIHM MOAe.HHpy I0IHHX p e 3HCTHBHH8 H ejIH H eK - 

a u e  u e m i  o  B e jiH H e2HO-M OHOTOHHUisz x a p a x ie p H C T H K a M H .

B n a o T o a m e a  p a Q o i e  p a c c i i a i p H B a i o T C H  n p a a e ^ e H H u e  b h o e s  n p o 6 x e u n .  y x a 3aH a 

BO SH O X H O C Tb O C y m e d B X e H H H  H eU OKO T OHHUX H SJIH H eaH blX  $yKKI^HM  B  C H C leM O X  0 0 -

A e p x a n u i x  s a n e a H H e  p e 3H o ; o p u ,  o n e p a i jH o h k h b  y c a x K T e jn i  a  T a x a e  H A e a x b H u e  KJiiMii 

n e p e K J i s n a e u t je  n e p s  O A ftvecxH M H  ( f y H K H a m .

E c a h  c o c T O H H iie  h b k o t c p u x  n e p e x x H w a T e x e i i  6 y ^ s i  y n p a B X H T C H  C H T H a jio m  n p o n o p u a o -  

u a jiB H b U i k  H e K O T o p K u  3a x n u B b o i  n e p e u e i i H L i u ,  n p e o f i p e i a j o i c H  H e x u H e itH b ie  $ ,y h k i ;h x  

b  C H C T e x e  K o o p A H H a T  c  o n p e x e x e K H iiu H  3H a n s H a a u H  3a  h c k o t o p o M  n e p u o A  B p e u e H K .

O n H oaH H  A B a  c n o c o S a :  c  n e p e o A H 'i e c x o i i  (jiy H K U H ea c  nepeM SH H U M  $ a a o b k m  n e p e -  

u e s ie H H e H  ynpaBxaxnnero KMnyxbca, a  l a x x e  c  n p H M eH O H aeu  y n p a B x x e M H x  x o H x y x -  

TKBBOBIKett C npOIHBOnOXOXHHUH 3HaKaMH. UpSACTaBXeHH BblHHCXeHHHe npauepti
n p o e x T a p o B a H H H  n p a x T H H e c x H X  c a c T e u .

MOBKLLIHCr NONLINEAR NONMONOTONIC FUNCTIONS 
IN THE CLASS OP RESISTIVE-SWITCH NETWORKS

S u m m a r y
On the basis of the earlier works ¡jT], [4] concerning the analysis 

of the two-terminal networks with linear resistances and ideal switches 
wchich allow to obtain resistive networks having bariable narameters by 
changing the functions controlling the switches as well as on the basis 
of the work concerning resistive switch networks modelling nonlinear 
resistive networks woth monotonio nonlinear characteristics, 3ome reali­
sations of nonlinear nonmonotonic functions have been presented.
The possibility of the realization of nonmonotonic nonlinear functions 
by means of the networks containing linear resistances, operational am­
plifiers and ideal switcbes controlled by periodic functions has been 
shown. If the states of some switches are controlled with the signal r - 
portional to the chosen input-output variables, the nonlinear function; 
are obtained in the coordinate system with average values taken for the 
chosen period.
The two methods has been shown: with periodic function of the variable 
phase shift of a control pulse and with the use of two controlled conduc­
tances with opposite signs. The examples of the practical network design 
have been shown.


