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Seria: ELEKTRYKA z. 113 Hr kol. 9a3

Bernard BAROH

ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTOW BRZEGOWYCH DO ROZWIAZYWANIA
PROBLEMU DIRICHLETA DLA DWUWYMIAROWEGO ROWNANIA LAPLACE*A

Streszczenie. W pierwszej czesci pracy sformutowano problem Di-
richleta dla dwuwymiarowego réwnania Laplsce’a w postaci réwnowaz-
nego ukdadu roéwnan catkowych pierwszego rodzaju opierajac sie na
teorii potencjatu logarytmicznego warstwy pojedynczej. Zgodnie z
ideg metody elementéw brzegowych dokonano aproksymacji potencjatu
logarytmicznego zadanego na dowolnych konturach. Elementy macierzy
otrzymane w wyniku aproksymacji wyrazono w postaci kombinacji funk-
cji standardowych zaleznych od wspétrzednych punktéw wezdowych kon-
turéw. Otrzymano w ten spos6b og6lng procedure dla numerycznego roz-
wigzywania pol elektrycznych w uk#adach dwuwymiarowych.

1. Sformudowanie problemu Dirichleta dla dwuwymiarowego réwnania
Laslace’a w postaci roéwnowaznego roéwnania catkowego pierwszego

rodza.iu

Obecnie duzo uwagi zwraca sie na rozwigzywanie pdol elektrycznych quasi-
- statycznych metoda réwnan catkowych. Szerokie zastosowanie tej metody
podyktowane jest wieloma zaletami, z ktérych gtéwna polega na mozliwosSci
obliczenia pola w nieograniczonej przestrzeni. Do innych zalet nalezy réw-
niez zaliczy¢ mozliwos¢ konstruowania najbardziej prostych i ogélnych pro-
graméw, pozwalajacych obliczy¢ pole elektryczne przy dowolnych ksztattach
powierzchni granicznych z rozdzielenia osrodkéw, jak réowniez mozliwosé
otrzymania rozwigzan zagadnien polowych w przejrzystej zwartej formie,
tj. w postaci potencjatow [4, 10, 13, 14j.

Do obliczenia po6l elektrycznych generowanych przez natadowane przewod-
niki bardzo czesto wykorzystuje sie réwnanie catkowe pierwszego rodzaju
[?> 8]. co zapewne podyktowane jest bezposrednim stosowaniem potencjatow
warstwy pojedynczej +adunkoéw.

Dwuwymiarowy model pola elektrycznego mozna stosowa¢ w przypadku roz-
patrywania uk#adéw przewodéw prowadzonych roéwnolegle wzgledem siebie oraz
przy zatozeniu, ze odlegtosci miedzy przewodami sa dostatecznie mate w po-
réwnaniu z ich diugoscia.

Z praktycznego punktu widzenia zewnetrzny problem Dirichleta dla dwu-
wymiarowego roéwnania Laplace’a ma bardzo duze zastosowanie. Poszukiwanie
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rozwigzania tego problemu bedzie prowadzone w postaci potencjatu logaryt-
micznego warstwy pojedynczej .

Niech na ptaszczyZnie R dany jest uktad D”~i =0, 1,...N) rozkacz-
nych obszaréw ograniczonych jednospdéjnych, ktérych brzegi 1" sg krzywymi
zamknietymi klasy C1l. Poszukuje sie rozwigzania V(X) zagadnienia Di-
richleta dla dwuwymiarowego réwnania Laplace’as

N
AV(X) =0 dla XER2 - [J Dj (D)
i=0
z warunkami brzegowymi
v(X) =V1 dla XeE.1 @G=0, 1, 2 N) (@)

znikajacego w nieskonczonosci w postaci potencjatu logarytmicznego warstwy
pojedynczej:
Np

v(x) =m ’|2<=0 $I6k(Y)m LTkrIdIY:" jﬁ(Y)In[iW 1dly (3)

gdzie:
N_
- Cu Zo.ocp,

1/2
IXY I =k ™ y_j) + (X2 ™ /\2/\ J *

dly - miara konturu £ ze wzgledu na wspétrzedne punktu Y.

Azeby jednak potencjat okreslony wzorem (3) znikat w nieskonczonosci po-
trzeba i wystarcza, aby Jb]:

Np
f 600)dIx = Tokoodiz = o. @
c k=> tk

tatwo zauwazy¢, ze w przypadku gdy punkt X zmierza do nieskonhczonosci
(rys. 1) to funkcja V(X) zmierza do zera (wynika to z wystepowania ekra-

nu).
W przypadku braku ekranu podczas badania pola elektrycznego linii
trojfazowej zaktada sie dodatkowo, ze roziaczne obszary znajduja sie

w potptaszczyznie x2 > 0 (rys. 2).
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Rys. 2. Obszary w okdtadzie wspodrzednych x1 0 x2
Pig. 2. The Di regions in the coordinate systea x1 O
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W tym przypadku warunki brzegowe (2) pozostaja bez zmian, natomiast dla
x2 = 0 przyjmuje sie potencjat V(x1, x2) réwny zeru:

V(xr 0) =0 . ®

Kozwigzanie tak postawionego zagadnienia Dirichleta dla dwuwymiarowego
réwnania Laplace*a mozna otrzyma¢ stosujgc metode obrazéw elektrycznych
wzgledem prostej x2 = 0. N
Nalezy wiec tak okresli¢ funkcje 6(Y) na brzegu fc= £°u L1u.. .utp, aby
potencjat V(X) spedniat warunki brzegowe (2) (i ewentualnie (5) w przy-
padku braku ekranu £°), a na to potrzeba, by spedniony byt nastepujacy
uktad roéwnan catkowych pierwszego rodzajus

NP
S J 6k(yl* y2>In -T-- =T dIY - 2tvic )
k=0 tk 1/(yl-y1)2+(y2-x2)2

X(x™, x2) R 1 -0, 1, 2,---NP

(W szczeg6lnosci Np = 3).

Znajomos¢ rozktadu gestosci powierzchniowej #+adunkéw zapewniajgcych sta-
+o$¢ potencjatéw na konturach pozwala, zgodnie ze wzorem (3), na roz-
wigzanie réwnania (1) z warunkami brzegowymi (2).

Przyjmujac dla operacji catkowej typu potencjatu logarytmicznego ozna-
czenie:

NP
Y. Cig 1l oe'mi» [~ ] ai, )

mozna ukdad roéwnan catkowych(6) przedstawi¢ w zwartej postaci operatoro-
wej:

YL6 =W ®)

gdzie:
W = 2LV1 dla XeCl @ =0, )-

Problem Dirichleta dla dwuwymiarowego réwnania Laplace’a jest réwnowazny
rozwigzaniu réwnania (8) z operacja liniowg okreslong wzorem (7)*

Jak tatwo zauwazy¢, operator (wzér (7)) jest operatorem liniowym
i do badania réwnania (8) mozna zastosowa¢ teorie Banacha z analizy funk-
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cjonalnej [jl, 9"« W zagadnieniach elektrostatyki dziedzina i przeciwdzie-
dzina operatora Y~ sa przestrzenie funkcji rzeczywistych wspétrzednych
punktu X, np. przestrzen funkcji ciagtych C, catkowalnych L1 i catkowal-
nych z kwadratem Lg odpowiednio na powierzchni S i konturze t. Jezeli
jednak rozpatrywa¢ pole elektryczne guasi-statyczne sinusoidalnie zmien-
ne, woéwczas nalezatoby dziedzine i przeciwdziedzine operatora Y” rozpa-
trywa¢ w przestrzeniach zespolonych funkcji punktu na konturze , np. w
przestrzeni funkcji catkowalnych z modutem L* 1lub z kwadratem 1*. Jak
wiadomo z analizy funkcjonalnej, rozpatrywane przestrzenie C*, L*, L*
sa przestrzeniami Banacha QI].

Jadro operatora catkowego (7) ma skaba osobliwos¢ w przypadku, gdy punk-
ty X 1Y pokrywajag sie. Jezeli jednak operator Y~ jest okreslony w prze-
strzeni funkcji 6 catkowalnych z modudem (6eL*), to - jak wiadomo z teo-
rii potencjatu [10] - operatory te przyjmuja wartosci przestrzeni funkcji
ciggtych C* odpowiednio na konturach C.

Mozna wykaza¢, ze operacja Y~ jest ograniczona z C* w C*,a jako
taka jest ciagta. Ponadto dowodzi sie £8], ze liniowa operacja Y L jest
réwnoczesnie operacja ograniczona z Lg () w L* (D).

Operacja Y~ zdefiniowana wzorem (7) spednia warunek:

Y160 O 6=0. (©)

Warunek (9) jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby operacja
liniowa Y I by#a odwracalna. Z warunku (9) wynika jednoznacznos$¢ rozwig-
zania (8), [i, ).

2. Aproksymacja operatora catkowego

Konstrukcja uktadéw roéwnan catkowych, sformutowana w punkcie 1 jako
réwnowazna problemowi Dirichleta dla réwnania Laplace’a, bazuje na opera-
torach catkowych typu potencjat logarytmiczny warstwy pojedynczej. Przy-
blizone rozwigzywania tych uktadéw réwnan catkowych wymagaja okreslenia
operacji przyblizonych do operacji podanych wyzej tak, azeby normy tych
operacji w Lg ro6znity sie mozliwie mato.

Do aproksymacji potencjatu logarytmicznego warstwy pojedynczej zadane-
go na dowolnym konturze zastosowana bedzie aproksymacja #adunkéw w opar-
ciu o funkcje sklejane.

Centralnym zagadnieniem w przyblizonym rozwigzywaniu uktadu réwnan
catkowych pierwszego rodzaju (6) jest aproksymacja potencjatu logarytmicz-
nego (7). W aproksymacji tej nalezy przede wszystkim dokona¢ podziatu kon-
turow tk na elementy i dla kazdego z nich wybra¢ odpowiednia funk-
cje aproksymujaca Wykonujac nastepnie catkowanie po kazdym z ele-
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mentow %j i sumujac uzyskane wyniki, otrzymujemy operacje orzyblizong

operacji (7). Jezeli kontury sa zadane w postaci parametrycznej i wy-

nik catkowania po da sie przedstawi¢ w postaci kombinacji funkcji

standardowych, to tzw. funkcje ksztaktu mozna przedstawi¢ w postaci goto-

wych wzoréw. Otrzymanie gotowych wzoréw jest tym trudniejsze, im wyzszy

jest stopien funkcji aproksymujacych. W takich przypadkach nalezatoby sto-

sowa¢ catkowanie numeryczne.

Jezeli jednak punkt X6c”, to catka po elemencie jest catka niewtas-

ciwg i jej numeryczne obliczenie jest utrudnione.

Poniewaz jednak catki te decyduja o doktadnosci aproksymowanego operatora

T, nalezy je wyznaczy¢ mozliwie najdoktadniej metodami analitycznymi.

Jezeli kontury przewodéw nie sa zadane analitycznie, lecz w posta-
ci ciagu punktéw YN =1, 2,...,Nk) k=0, 1,...,N ), to w konstrukcji
operacji bliskiej dla operacji (3) nalezy réwniez dokona¢ aproksymacji
konturéw.

Formalnie rzecz bioragc, catkowanie po elementach Gj mozna dokonac
Jjakakolwiek metoda kwadratury [M1] - Jednakze przy catkowaniu na duzych
odcinkach metody te daja duze btedy. Sa one uwarunkowane stabg osobliwos$-
cig jadra operacji typu potencjatu logarytmicznego "W, ktdére maleja dosta-
tecznie szybko przy oddalaniu sie od rozpatrywanego punktu.

Zwiekszenie doktadnosci aproksymacji potencjatu (7) moze by¢ osiagniete
przez zastosowanie tzw. Ffunkcji sklejanych do aproksymacji funkcji gestosci
+adunkéw 67(X) na elementach podziatu konturoéw Ofl-

2.1. Potencjat logarytmiczny warstwy pojedynczej zadanej na dowolnych
konturach

Punktem wyjs$cia dla dyskretyzacji potencjatu logarytmicznego jest

okreslenie dla zadanych punktéw Y~e”ii =1, 2..... Nk) poszczegélnych

konturoéw przewodéw, funkcji aproksymﬂjacych ksztatt tych konturéw.
Ir

Najprostsza aproksymacja danego konturu C polega na zastgpieniu go

krzywa +*amang sktadajaca sie z odcinkéw *gaczacych sasiednie punkty Y
podziatu konturu fck. W ten sposéb zbidér punktéw (ylt y2) konturu
zostat zastgpiony zbiorem punktéw (rys. 3)*

C?ij <

=1

gdzie:

Lis{(y1*y2>syl=yl, i+ (yit,+1%y1, i y2=y2, i+<*2, i+1"*2, i>Ex

db
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X2

—-»
X1

Rys. 3« Oznaczenie wektoréw wodzacych
Fig. 3- Designation of the radius-vectors

Tak przedstawione funkcje sklejane pierwszego stopnia (11) interpolujace
wspodrzedne y*~, yk i punktéw YkE£«k(@ = 1,2....Nk) (k =0,1,...W)
s3 dane jednoznacznie £5].

W przypadku interpolacji konturéw -& w postaci zbioru (10) funkcje
gestosci tadunkéw beda aproksymowane funkcja sklejang stopnia pierwszego
interpolujaca dane wartosci 6k w punktach podziatu Yk konturu Ck.
Podobnie jak we wzorze (11) w zapisie funkcji interpolujacej zastosowany

1 bedzie parametr tj-s

=<6” + (6™M1 - 6*)E dla (yl,y2)elcti  0< £ < 1

dla (yl.y2)4",i
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gdzies
=6 (YJ) - gestos¢ tadunku w punkcie podziatu Y~ konturu zwana
zmienng wezdowg.

Uwzgledniajac podstawienie (11) na wspodrzedne y», y2 wystepujace w ja-
drze operacji (7) oraz zgodnie z oznaczeniami podanymi na rys. 3 otrzymu-
je sie:

ta pL-r - 4 in 1 a3
N NIV B (g2
dla  16tf,Qy
gdzies
XYi m (yl,i © X1} *1 + (y2,i " x23 A2 14
Yi Yitl * 1,i+1 " yl,i> K1 + 92+l " y2,i3 k2 as

Dla przyjetej interpolacji (10) konturéw £k i aproksymacji funkcji ge-
stosci tadunkéw (12) oraz zgodnie ze wzorem (13) operacja okreslana
wzorem (7) przyjmie postac¢ przyblizong;

A-kZ Z iHILd

1«1l

X in Nl ulm de . (6)

i yF 2 o+ Vo o+ 2 p(xi 3e(yi o yi+id 4 o+ ixvyi Q2

Dyskusje catki wystepujacej we wzorze (16) jako funkcji wspodrzednych
punktu X mozna ograniczy¢ do nastepujacej cakki;
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Catke (17) mozna obliczy¢ stosujac caltkowanie przez czesci w zaleznosci

od usytuowania punktu X o wspodrzednych (x1, Xg)-
Jezeli punkt X(x1, xg) nie lezy na elemencie » to catka (17) wyra-

za sie wzorem W*(X) _ aE(X)6”N + b*+1 (X)6"N+1 a3)

gdzie:
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Jezeli punkt X lezy na elemencie C1 if to obliczenie catki (A7)
znacznie sie upraszcza, nalezy jednak zauwazy¢, ze staje sie ona catka
niewkasciwg, gdyz dla 08~ 4 1 wyrazenie wystepujgace pod logarytmem
przyjmuje dla pewnego £ wartos¢ zerowa. Zbieznos¢ tej catki wynika z
og6lnego twierdzenia [jo] dotyczacego potencjatu logarytmicznego.

Jezeli punkt X(x*, x2) lezy na koncach elementu £k ~ (tj. *-y{, y*+1),
to catka (17) wyraza sie wzorami:

WACYA) a aE(YK)QE + bi+1(Yi) 6k+1 (€i))
gdzie:
ak(Y*) =i |y | +11-4 1In IYFif+11l + F) 22)
br+i(Yk) = 1 JYAYKiI+1 |*<- \\In|YiYi+1 1+ 4>
oraz:
W (Yitl) = ai+L1(Yi+1)61  + bi+l (Yi+1)6i+l (24i
gdzie:
ai<Yi+i> - D14 <—1 A 1YiYis | +1) 25)

HM3>meYYH*- \HBHL |- Y o

Uwzgledniajgc wynik catkowania (17) we wzorze (16) otrzymuje sie:

PNk N K
Y Lp6 - e S [ ai(X)6i + bi+i(xX)6i+J - S _ S ° i (X)6i @7
= =1 k:O i=1
gdzie:
ck (O = ak () + bk QO . 28)

W ten spos6b otrzymano ogélne wyrazenie (27) naoperatorprzyblizony dla
operatora typu potencjatu logarytmicznego warstwy pojedynczej (7). Funkcje
ksztattu ck(X) dla tego przyblizenia wyrazaja sie poprzez funkcje In,
arctg o argumentach bedacych funkcjag iloczynéw wektorowych oraz skalarnych
na odpowiednich wektorach (14), (15). Ta ogélna procedura obliczania
sprowadza sie tylko do podania wspoédrzednych punktcw Y~ podziatu kontu-
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row C*1 (k=0,1, oraz odpowiadajacych im zmiennych wezdtowych 67 be-
dacych gestosciag #adunkéw w rozpatrywanych punktach, azeby zgodnie ze wzo-
rami (27), (28), (19) i (20) otrzyma¢ potencjat logarytmiczny w dowolnym
punkcie.

3- Algebraizac.ia uktadu roéwnan catkowych pierwszego rodza.iu

Zastosowanie metody elementéw brzegowych pozwala na dyskretyzacje ukta-
(dow réwnan catkowych sformutowanych w rozdziale 2. Stosujac mianowicie
i aproksymacje operatorow catkowych, wystepujacych w tych réwnaniach, doko-
i nang w punkcie 2 na bazie elementdéw brzegowych oraz zapisujac te uktady
3 réownan catkowych w tylu punktach, ile jest zmiennych wezdowych ustalonych
( do aproksymacji tych operatoréw, otrzymuje sie algebraiczne uktady réwnan
1 bedace przyblizeniem ukdadu réwnan catkowych.

Przyblizajac operator typu potencjatu logarytmicznego warstwy pojedyn-
cczej (punkt 2, wzor (27)), a nastepnie zapisujac uk¥ad réwnan (6) w tylu
I punktach X = Y~, ile jest zmiennych wezdtowych (najwygodniej jest wybrac
1te punkty Y~, ktore postuzyty do przyblizenia operacji VL (7)), otrzy-
nmujemy nastepujace przyblizenie réwnania catkowego uktadem réwnan linio-
vwych:

N Hk
E X Ci(Yi)Bi = 2Evl (1=°,1.— .Np) 29)
= 1= 1-1,2,...,~).-

U Uk#ad (29) nalezy do Zzle uwarunkowanych, tj. nieduze odchylenie elementéw
mmacierzy c¢;(Yj) prowadzi do znacznych odchylen w elementach macierzy od-
wwrotnej. Paradoksalno$¢ sytuacji przy rozwigzaniu ukdadu (29) polega na

ttym, ze im mniejsze elementy podziatu konturéw tym wiekszy moze
b by¢ btad rozwigzania przy stosowaniu niedokdadnych metod przyblizenia ope-
r ratora (np. stosujac catkowanie numez"~rczne). Praktycznie rzecz biorac,

n nalezy przyja¢ dostatecznie gruby podziat konturéw, natomiast dostateczng
d doktadno$¢ rozwigzania nalezy zabezpieczy¢ duza doktadnoscig w obliczeniach
w wspotczynnikoéw (Yj) uk#adu (29). Otrzymane w pracy wzory na elementy
CC* (1) macierzy uktadéw rownan (29) zapewniaja zachowanie doktadnosci ob-
1liczen, co potwierdza ponizszy ekspezyment numeryczny.
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4» Obliczenia testu.iace
Opracowany algorytm przetestowano na przykdtadzie obliczeniowym dla da

nych z rys. 4, tj. dla przewodnika umieszczonego wewngtrz ekranu. Do dli-
czen przyjeto*

Rj =0,2m
Rg = 0,4 m

~ liczba punktow wezdowych podziatu
Kg = 16 przewodoéw

V1 * 10000 V

v2 =0V
k=1,2 - numery przewodoéw
1=1,2,...,16 - numery punktéw wezdowych

“ punkty wezdtowe podziatu konturéw przewodow.

Rys. 4. Aproksymacja konturéw ukdadu dwéch wspétsrodkowycb przewodéw szes-
nastokatem foremnym

Fig. 4. Approximation of the circuit of two concentric conductors with
a regular sixteen,
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Dla dwoch wspotsrodkowych przewodéw walcowych rozkdad skkadowej Er
wektora natezenia pola elektrycznego (R1$ r < Rg) dany jest doktadnym

wzorem analitycznym:

v. -v2
ir JT- - (30)
r In 57

Natomiast potencjat V(r) dla R1 " r R, wyraza sie wzorem analitycznym:

1> ?%‘
GD

V() = (¢, -V2) g- -
In Iff

Obliczenia zrealizowane wg algorytmu (29) na minikomputerze IBM poréwna-

no z obliczeniami otrzymanymi na podstawie wzoréw analitycznych (30) i (31)»
liyniki obliczen sktadowej normalnej wektora natezenia pola w punktach we-
ztowych podziatu konturéw Y* zestawiono w tabeli I.

Tabela 1

Poréwnanie rozktadow natezenia pola na powierzchni przewodéw o danych
z rys. 4 obliczonych zgodnie z algorytmem (29) oraz w oparciu o wzOr ana-
lityczny (30)

k=1,2 En (r) B+ad wzgledny
E ()
n 1 1-1,2,...,16 wg wzoru (30) . B (N-E (Y|
5 (" [ 100ia
v v 0
m m %
Bd ¢J) = 72613,396 En (R1) = 72139,662 0,66
dla
En(¥®) = 36058,288 En (R2) = 36069,831 0,03

dla 1-1,2,...,16



20 B. Baron
5* Uwagi 1 wnioski

Opracowany algorytm do numerycznego rozwigzania uk#adu réwnan catkowo-
-brzegowych po6l elektrycznych pozwala wyznaczyd rozkdady natezenia pola
elektrycznego na powierzchni przewodéw (6 = &En) jako wynik bezposrednie-
go rozwigzania ukdadu réwnan algebraicznych (29).

Wyznaczone w pracy ogélne wzory (28) na funkcje ksztattu CN(X) pozwala-
ja zgodnie ze wzorem (27) wyznaczy¢ potencjat, a tym samym wektor nateze-
nia pola elektrycznego w dowolnym punkcie X rozpatrywanego ukdadu. Ponadto
wyrazenie funkcji C~N(X) jako wspodrzednych punktu X poprzez kombinacje
funkcji standardowych wyeliminowato potrzebe wielotysiecznych odwotan do
procedury catkowania numerycznego na poszczeg6lnych elementach brzegowych,
co w bardzo istotny sposéb skrécito czas obliczeniowy oraz zapewnito bar-
dzo duzg dok*adnos$¢ generacji macierzy dyskretyzujacej operator catkowy,
co z kolei jest warunkiem koniecznym efektywnosci stosowanej metody.
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MPJMEHEHHS METOM KPAEBNX 3JIEMEHTOB JOIH PEffIEHHH IIPOEJIEMH fIHPHXJIE
[UJIH "ByXMEPHUX yPABHEHHii jIAHJIACA

P e3p LJe

B pafioie b ee nepaoS naciH, cq&opuyjiiipoBaHa npoCxeua .JhipHxxe Ran RByx-
MepHoro ypaBHeHHa Jlamaca b bhas paBHOcroibHoit cHcxeim HHxerpo—KpaeBux pe-
meHHii 1 po”a onapaacb ua leopaa aorapaijaiHaecKoro noreHgaaJdia npocxoro cxoa.
CorJiacHO a”ea MeTOaS Kpaestoc sjreueHXOB AaHa annpoKcaaauaa aorapH$UHaecKoro
noieHuaaaa 3a#aHHoro Ha npoii3BOJibHtfx KOHxypax. 3aeaeHTbi iiaTpauu nojtyaeHae
b pe3yjibTaie annpoKcauaiiaH npe~cTaBjiaKTca b burq KouOaHauaa cxaHxapiHux
(pyHKnafl 3aBacanux ox KoopsHHai ysaoBux xoaeK KOHiypoB. Taaau o06pa30M nojiy-
aeHa oCnap npone”ypa Alist aacaeHHoro pemeHHH aaeKipHaecKax nojiefi b AayxMep-
hhx ypaBHehhhx e

APPLICATION OP THE BOUNDARY ELEMENTS METHOD POR SOLVING THE DIRICHLET
PROBLEM OP THE TWO - DIMENSIONAL LAPLACE EQUATION

Summary

The Dirichlet problem for the twordImensional Laplace equation has
been formulated on the basis of the theory of singular layer logarithmic
potential in the Part 1 of the work in the form of equivalent set of the
first kind integral equations.

In accordance with the idea of the boundary elements method an approxi-
mation of the logarithmic potential given along some arbitrary contours
has been done.

Elements of a matrix obtained in consequence of the approximation have
been shown in the form of a combination of standard functions dependent
on the coordinates of the contour nodes.

A general procedure for solving numerically two-dimensional electric

fields has been obtained in this way.
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WPLYW ZMIAN CZESTOTLIWOSCI, TEMPERATURY 1 PARAMETROW MATERIALOWYCH
NA REZYSTANCJE | REAKTANCJE Y/SADU RUROWEGO

Streszczenie. W artykule oméwiono wptyw zmian pewnych wielkosci
konstrukcyjnych i eksploatacyjnych na parametry elektromagnetyczni
wsadu ferromagnetycznego nagrzewanego indukcyjnie. Rozwazania prze-
prowadzono wykorzystujac znang z literatury metode iteracyjng, kto-
rej idea polega na podziale grubego elementu ferromagnetycznego na
cienkie warstwy o ustalonych wartosciach statych materiatowych O
i = Przedstawiono i szczegétowo przedyskutowano wptyw zmian rezy-
stywnosci i jej wspédczynnika temperaturowego, charakterystyki ma-
gnesowania, wymiaréw geometrycznych, temperatury i jej rozkdadu,
czestotliwoSci na rezystancje i1 reakiancje wsadu w postaci nieskon-
czenie ditugiej rury ferromagnetycznej. Uzasadniono potrzebe znajo-
mo$ci spodziewanych zmian obcigzenia przy projektowaniu tyrystoro-
wych zrodet zasilania. Zaprezentowane wyniki sa przykdadem charak-
terystyk, jakie powinien posiada¢ projektant nagrzewnicy indukcyj-
nej.

1. Wstep

Podstawowym Zréddem zasilania nagrzewnic indukcyjnych Sredniej czesto-
tliwosci sg obecnie przeksztaktniki tyrystorowe. Nagrzewnica indukcyjna
z uwagi na swoj potowy, nieliniowy i niestacjonarny charakter stanowi in-
teresujace i1 specyficzne obcigzenie zasilaczy tyrystorowych. Zaprojekto-
wanie takiego zasilacza nie stanowi z punktu widzenia energoelektroniki
problemu, o ile tylko projektant zna parametry obciazenia w czasie catego
cyklu nagrzewania. Musi on umie¢ oszacowa¢ wartos¢ obcigzenia przy zmia-
nach asortymentu wsadu, rozrzucie jego wkasciwosci materiatowych, zmia-
nach warunkéw zasilania, a nade wszystko temperatury. Wazna jest wiec zna-
jomos¢ nie tylko wartosci obciazenia w pewnym punkcie pracy, ale i obszaru
spodziewanych jego zmian.

Pozadane wydaje sie by¢ okreslenie wpdywu réznych czynnikéw konstruk-
cyjnych i eksploatacyjnych na parametry wsadu. Prébe okreslenia zaleznosci
rezystancji i reaktancji od czestotliwosci w przypadku nagrzewania masyw-
nego walca zaprezentowano w pracy [i]-



24 T. Skoczkowski -
2* Ocena wpdywu pewnych czynnikéw na parametry wsadu

Opisana w pracy [2] metoda wyznaczania parametréw elektromagnetycznych
wsadu ferromagnetycznego moze zostac¢ wykorzystana do realizacji tego celu,
Na podstawie algorytmu tej metody napisany zostat w jezyku FORTRAN pro-
gram na EMC (ODRA 1305 lub IBM PC). Wykorzystany on zostat do okreslenia
wpdywu zmian rezystancji i jej wspédczynnika temperaturowego, charaktery-
styki magnesowania, wymiaréw geometrycznych, temperatury i jej rozkdadu,
czestotliwosci na rezystancje i reaktancje wsadu w postaci nieskonczenie
dtugiej rury ferromagnetycznej.

Uzyskane przykdadowe wyniki zostang zaprezentowane na kolejnych rysun-
kach. Przedstawione na nich wartosci R i X wsadu sg obliczone dla 1 m
jego dhugosci. Podstawowe parametry uktadu, o ile nie zostato to inaczej

zaznaczone na rysunkach, byty na-
stepujace (rys. 1): promien zewne-
trzny rury r, = 0,10 m, natezenie
pola magnetycznego na zewnegtrznej
powierzchni rury He = 108 A/m,
rezystywnos¢ materiatu rury w tem-
peraturze 20°C P20oq m 2x10-7SIm,
wspodczynnik temperaturowy rezy-
stywnosci Ji= 0,000421 1/K, wyko-
stywano usredniong charakterysty-
ke magnesowania obowigzujaca dla
stali o zawartosci wegla od 0,22
do 0,99%. Obliczenia prowadzono

Rys. 1. Przekrdj nagrzewanej rury dla zakresu czestotliwosci od 50
Fig. 1 Cross section of the beated do 2500 Hz, gdzie gbérna granica
pipe odpowiada mniej wiecej zakresowi

czestotliwosci krajowych jednotak-

towych falownikéw pradu. Okreslajac wpdyw charakterystyki magnesowania w
obliczeniach postugiwano sie charakterystykami ''+20%" i ''-20%'" otrzymany-
mi z charakterystyki usrednionej odpowiednio przez zmniejszenie lub zwie-
kszenie rzednych krzywej o 20%. Przy analizie wpdywu < zakres przyjmo-
wanych wartosci <R20oc wynosi+ od 1x10~6 do 2x10~6 fim, a wspodczynnika
G od 0,00421 do 0,00620x1/K.

A oto oméwienie uzyskanych wynikéw. Ze wzrostem czestotliwosci rezy-
stancja wsadu ros$nie, reaktancja w zaleznosci od gradientu temperatury
w Sciance rury moze posiada¢ kilka ekstreméw lokalnych, szczegélnie w sta-
nie przejsciowych (rys. 2.3). Ze wzrostem temperatury rezystancja, reak-
tancja i1 impedancja maleja, a stosunek tych zmian nie przekracza stosun-

ku 3:1 (rys. 4).



\plyw zmian czestotliwosci. . 25

Rys. 2. Wpdyw czestotliwosci na rezystancje. Stan przejsSciowy i goracy
Fig. 2. Influence of frequency on resistance. Transient and hot state

Wpdyw gradientu temperatury AT w Sciance rury na rezystancje jest

nastepujacy:

- w stanie zimnym, tj. gdy wsad w calej swej objetosci jest ferromagnety-
kiem, wzrost AT powoduje niewielki tylko wzrost rezystancji (rys. 5)

- w stanie przejsciowym, tj. gdy zewnetrzny s#dj rury utracit juz wkasci-
wosci ferromagnetyczne, im wieksza jest czestotliwos¢ i im wiekszy jest
gradient temperatury, tym wzrost rezystancji jest wiekszy (rys. b),

- w 3tanie goracym, tj. gdy wsad w calej swej objetosci utracit juz wkas-
ciwosci ferromagnetyczne, wzrost AT powoduje liniowe zmniejszenie sie
rezystancji, tym szybsze, im wyzsza jest czestotliwos¢ (rys. 7),
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Rys. 3« Wptyw czestotliwosci na reaktancje. Stan przejsciowy 1 goracy
Fig. 3. Influence of frequency on reactance. Transient and hot state

Rys. 4. Wpiyw czestotliwosci na K, X, Z rury. Stan zimny i goracy

Fig. 4. Influence of frequency on R, X, Z of the pipe. Transient and hot
state
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Rys. 5. Wptyw gradientu temperatury na rezystancje. Stan zimny
Rig. 5. Influence of temperatura gradient on resistance. Cold State

Rys. 6. Wpdyw gradientu temperatury na rezystancje. Stan przejsciowy
Fig. 6. Influence of temperature gradient on resistance. transient state
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Rys. 7. Y/phw gradientu temperatury na rezystancje. Stan goracy
Fig. 7« Influence of temperatura gradient on resistance. Hot state

Wpdyw grubosci Scianki rury d na rezystancje jest nastepujacy»

- w stanie zimnym rezystancja jest prawie stata przy zmianie d od
0,001 do 0,05 m (rys. 8),

- w stanie przejsciowym i goracym dla wyzszych czestotliwosci (£>1000 Hz)
krzywe R = f(d) posiadaja wyrazne minimum, knére przy wzroscie czesto-
tliwosci przesuwa sie w stron# mniejszych d; od pewnej grubosci Scianki
(d = 0,03 m) rezystancja R przestaje zaleze¢ od dj dla mniejszych
czestotliwosci (F = 300 Hz) rezystancja wyraznie maleje ze wzrostem d,
a jedynie dla f = 50 Hz (fala nie jest juz catkowicie tdumiona w cien-
szych $Sciankach) nastepuje niewielki wzrost R przy wzroscie d (ry-
sunek 9, 10).

Ha kolejnym rysunku (rys. 11) pokazano do$¢ wyrazna zaleznos$¢ R i X
od charakterystyki magnesowania; zmiany sa tym wieksze, Im wyzsza jest
czestotliwos¢é.

Zalezno$¢ rezystancji R od e 20°C ~ P pokazano na rys. 12. Yiida¢
wyrazny bardzo silny wpdyw wartosci rezystywnosci materiatu i jej zmian
w funkcji temperatuiy na rezystancje wsadu; wpdyw ten jest szczegdblnie
silny w stanie zimnym.
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Ky3. 10. Wpdyw grubosci Scianki rury na rezystancje. Stan goracy
Fig. 10. Influence of the pipe wali tbickness on resistance. Hot state

W programie obliczano réwniez Srednig wartos¢ przenikalnosci magnetycz-
nej wsadu okreslong jako:

n
** OgAri
N e
~sr n
5] Hi
i1
Stwierdzono pewng stabilizacje wartosci juz od czestotliwosci ok.

300 Hz i jej niezalezno$¢ od grubosci Scianki rury (silny efekt powierz-
chniowy). W stanie zimnym wartosci (X£r dla He = 105 A/m zawierajg sie
pomiedzy 20 a 36, a wiec sa stosunkowo mate. Tak obliczong wartosc¢
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mozna wykorzysta¢ w obliczeniach uktadéw ferromagnetycznych przy zastoso-
waniu metod liniowych, ktdre wymagaja przyjecia do obliczeh okreslonej
statej wartosci X .

Analizujac przedstawione wyniki, nalezy pamietaé, ze dotyczg one jedy-
nie parametréw samego wsadu, a nie calej nagrzewnicy, tj. wsadu, wzbudnika,
szyn doprowadzajacych i transformatora dopasowujacego. Chcac otrzymac¢ pa-
rametry zastepczego schematu elektrycznego calej nagrzewnicy, projektant
musi zastosowa¢ jedna z licznych metod projektowych klasycznej teorii
grzejnictwa indukcyjnego.

3* Podsumowanie

Zaprezentowane wyniki sa przyktadem charakterystyk, jakie powinien po-
siada¢ projektant tyrystorowych Zrédet zasilania nagrzewnic. Ich znajo-
mos¢ moze znacznie udatwic¢ 1 zwiekszy¢ dokkadnos¢ projektowania obwodow
sitowych falownika. Nalezy jednak podkresli¢, Zze uzyskane w ten sposob
wyniki moga stanowi¢ tylko wstepne oszacowanie, a o ostatecznej popraw-
nosci projektu nagrzewnicy powinna zadecydowa¢ komputerowa symulacja pro-
cesu nagrzewania.
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BIIHHHHE HbMbHEHM/ HACTOTm, TEMIEPATYPii H IIAPAMETPOJ MATEPIULTA
HA OMHHECKOE H PEAHTHBHOE COIPOTMB.EEHKE TPyfiHC.i bAFCTGBKK

pediome

B oiaibe orciBopeHO bjihhhh® n3MeneHHii HeicoTopnx KOHCTpyKgHOHHiix a 3K0n.iya-

HHjyKaHOHHmi HarpeBOM. PaccysmeHHn npoBOABJiacb aonoabsya H3BecTHuit no saie-
paiypHHBI HOT OMHHKaU HTepaUHOHHIifl MeTOA, HAea KOTOporO OOOTOHT B pasAejieHHH
MaooHBHoro $eppo>iarHHTHoro oaoa Ha tohkhb cjick o nocioahhumb KO3$fauHeHTaMa
uaTepaaaa. 11peAOTaBaeHO a noApodHO onacaHo BJiasHae H3keHeHaa yaejibHoro co-
npoTHBaeHaa a ero TennepaiypHoro KOS~faaaeHTa, xapaKiepacTHKH HaMarHHHaBa--
hhh, reoueTpaaeoKax pa3MepoB, TeMnepaTypu ee pacnpeaeHaa, aaoToiu Ha oua-
aeoKoro a peaKiaBHoe conpotaBaenae 3aroTobkh b jjopue SeckKOHeaHO AJiHHOii
gfieppouarHatHoa Tpy6u, ,£,0Ka3aHa HeoSxoAauocTb 3HaHaa ozaaaeMux H3uei:eHHii Ha-
rpy3Ka npa npoeKiapoBaHaa TeppaciopHax hotoaHHKOB naiaHaa. npeaciaBaeHHue
pe3yabiaia, sio npauep xapaKiepacxaK, Koiopue AoasceH HiseTb npoeKTapoBmax
HHFlyKaaoHHoro HarpeBaieaa.

INFLUENCE OP THE CHANGE OP FREQUENCY. TEMPERATURE AND MATERIAL
PARAMETERS ON RESISTANCE AND REACTANCE OP TUBULAR FERROMAGNETIC BODY

Summary

In the paper the influence of the change of some design and operating
quantities on electromagnetic parameters of induction heated ferromagne-
tic body has been presented. The considerations have been carried out
employing an iterative method known from the literature which idea is to
slice thick ferromagnetic body into thin layers with fixed material con-
stants <9 and (X . The influence of the change of resistivity and its
temperature coefficient, the magnetic curve, dimensions, temperature and
its distribution, frequency on resistance and reactance of the body in
the form an infinitely long ferromagnetic pipe has been presented an dis-
cussed in details. The need of knowledge of the expected variations of
the load when designing thyristory supply sources has been proved.
The presented results are examples of characteristics which should be in
the possession of the designer of induction heater.
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ALGORYTM WYZNACZANIA PARAMETROW ELEKTROMAGNETYCZNYCH PRZY INDUKCYJNYM
NAGRZEWANIU WSADU FERROMAGNETYCZNEGO

Streszczenie. W artykule oméwiono pewna metode obliczania para-
metréw wsadu ferromagnetycznego nagrzewanego indukcyjnie. Ildea me-
tody polega na podziale masywnego elementu ferromagnetycznego na
cienkie warstwy o ustalonych wartosciach statych materiatowych

i u i powigzaniu wartosci natezenia pola magnetycznego na zewnetrz-
nej I wewnetrznej Sciance kazdej warstwy z jej rezystancjg I reak-
tancjg. Metoda zaktada harmonicznosé pél, uwzglednia nieliniowosé
charakterystyki magnesowania, zaleznosé przenlkaInOSC| magnetycznej
i rezystywnosci od temperatury i dowolny, ale z goéry zadany rozktad
temperatury w nagrzewanym ciele. Ma ona charakter iteracyjny, a jej
realizacja komputerowa zapewnia duzg szybkos¢ obliczen. Moze ona
by¢ uzupednieniem klasycznych metod projektowania nagrzewnic lub
stanowi¢ samodzielny blok obliczen elektromagnetycznych w modelach
p6l sprzezonych. Zastosowanie metody zilustrowano obliczeniami in-
tensywnosci zjawiska thumienia fali elektromagnetycznej w Sciance
rury przy réznych stopniach jej nagrzania.

1. Wstep

Z uwagi na zdozonos¢ zjawisk fizycznych wystepujacych w nagrzewnicach
indukcyjnych zadanie obliczania parametrdow elektrycznych nagrzewnicy sta-
nowi trudne zagadnienie teoretyczne i obliczeniowe. Wspodczesne modele
procesow nagrzewania indukcyjnego oparte sa gtéwnie na MRS lub MES 1 umoz-
liwiaja analize wielowymiarowych pél nieliniowych i niestacjonarnych [jI].

Modele takie sa jednak bardzo zdozone, a ich utycie bardzo kosztowne.
Istnieje caly szereg zagadnien praktyki inzynierskiej, ktére wymagajg mo-
deli prostszych, szybszych i tanszych. Takimi zagadnieniamo moga by¢ np.
symulacja komputerowa procesu zagrzewania z uwzglednieniem wpdywu zrédta
zasilania lub optymalizacja nagrzewnic. Dlatego tez w dalszycm ciggu sto-
suje sie klasyczne metody obliczania nagrzewnic indukcyjnych, ktdére pozwa-
lajg dos¢ doktadnie wyznaczy¢ parametry nagrzewnicy, o ile tylko potrafi-
my z makym bdedem obliczyé parametry samego wsadu, szczegélnie ferroma-
gnetycznego £2].

W niniejszej pracy zostanie oméwiony sposéb obliczania parametréw wsa-
du ferromagnetycznego, ktéry w powigzaniu z jedng ze znanych metod obli-
czania nagrzewnic moze stanowi¢ jej cenne uzupeknienie.
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Z. Zarys metody

Do wyznaczenia parametréw elektromagnetycznych wsadu ferromagnetycznego
nagrzewanego indukcyjnie mozna wykorzysta¢ metode, ktérej idea polega na
podziale grubego elementu ferromagnetycznego na cienkie warstwy o ustalo-
nych wartosciach stakych materiatowych i¢/x i powigzaniu wartosci nate-
zenia pola magnetycznego na zewnetrznej Sciance kazdego elementu z para-
metrami jego magnetycznego, a nastepnie elektrycznego schematu zastepcze-
go [3, 4, 5]-

Zadanie nasze i jego zatozenia sformutujemy w sposéb nastepujacy:
Wewnagtrz ciata S o cienkich Sciankach (d«Ae) i dowolnym ksztalcie
znajduje sie ciato T o znanej impedancji. Zakkadamy, ze ciato S jest nie-
skonczenie diugie, wszystkie przebiegi sa harmoniczne, na zewnetrznej po-
wierzchni ciata S wymuszane jest pole magnetyczne He, pomija sie reakcje
pradéw wirowych ciata T. Celem naszym jest obliczenie wartosci natezenia
pola na wewnetrznej powierzchni ciata S, pradu Is ptyngcego w ciele S,
mocy czynnej wydzielanej w S oraz impedancji ukdadu ciat S i1 T.

Szkic ukdadu obliczeniowego przedstawiono na rys. 1.

Rys. 1. Szkic ukdadu obliczeniowego
Fig. 1. Schematic diagram of the analytical system

Dla uproszczenia zapisu zakézmy, ze rozpatrujemy jedynie fragment o d¥u-
gosci jednostkowej np. 1 metra nieskonczenie diugiego ciata S.

Zwigzek miedzy natezeniami He i na zewnetrznej i wewnetrznej po-
wierzchni ciata S mozna znalezé stosujac prawo Ampera.

§ (He - Hw)dl = X3 . @

L(abcda)
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Zastgpmy teraz nasze cienkie cialo S bardzo cienka powltoka o diugos-
ci Sredniej L”r 1 rezystancji Rg:

Przy zatozonej barmonicznosci pola dla konturu L”~r mozna zapisac:

-1 = jwfi m w(FT+$v +Ffwew) = + + k77— is» e (©)
wew

Po uwzglednieniu zwigzku miedzy impedancja elektryczng i magnetycznag

Z =" zapiszmy rownanie (3) w postaci:
Ti

U, = (@ + Jly + OxSwew)Hw (0))

gdzie: - catkowity strumien magnetyczny skojarzony z ciatami T,V we-

wnetrzng czescia (od Scianki wewnetrznej do L,«) ciata S, fv,
~ wew

- sktadowe strumienia , skojarzone odpowiednio z ciatami T, V, i wewne-
trzng czescia S, Zjj®, ZT - impedancja magnetyczna i elektryczna ciata T,

Rijy. Ry, Ryg , Rs - rezystancja magnetyczna i1 elektryczna odpowied-
wew wew
nio ciata V 1 wewnetrznej czesci S, Ul - napiecie indukowane wzdtuz

konturu L~r przez zmiane strumienia

Napiecie U1l jest rownowazone przez spadek napiecia wywodany przepty-
wem pradu 1g przez rezystancje Rg:

IsRo = (ZT + jXy + JXg ®
wew

Magnetyczny schemat zastepczy odpowiadajacy réwnaniom (1) i (3) w przypad-

ku rury o promieniach rl i r2 przedstawiono na rys. 2.

Magnetycznemu schematowi zastepczemu z rys. 2 odpowiada elektryczny sche-

mat zastepczy z rys. 3

Scianka rury zostata podzielona na dwie czesci promieniem r~r» weddug

wzoréw w dalszej czesci pracy, warstwa wewnetrzna posiada rezystancje

magnetyczng Rwg , a warstwa zewnetrzna RTIg , X,-.g odpowiada rezystan-
wew zew
cji elektrycznej Rg.

Z réwnan (1) i (5) mozna zapisac:

©®
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2. Podziat rury aa warstwy

Rys.
Fig. 2. Pipe division into layers
=*- T H s
is= e”r~rrs ™
gdzie:
3 + JXn
<:::> U '%g T « 4 wew ®
ul
>2zs
Xy - reaktancja szczeliny powietrz-
nej miedzy T i S.
Zwtj B L. o
Impedancja wyjsciowa Zwg;. ukdadu widzia-
na z zaciskéw a - b wynosi:
f)
- RS"S
IX Szew —wej = Rs + Zs + JXS~ ®
T
Moc czynna wydzielona w ciele S wynosi:
Rys. 3« Magnetyczny schemat za-
stepczy
Pig. 3* Magnetic equivalent Pg . ifllg o
circuit

moc czynna wydzielona w ciele T wynosi:

PT = HARe{zT}. an
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3« Zastosowanie metody do analizy wsadéw ferromagnetycznych

Przedstawiony sposéb obliczania parametréw elektrycznych bardzo cien-
kich warstw mozna stosowa¢ w przypadku cylindrycznych ciat ferromagnetycz-
nych, dla ktérych giebokos¢ wnikania jest mniejsza lub poréwnywalna z gru-
boscig Scianki wsadu. Wystarczy wtedy podzieli¢ sScianke cylindra na cien-
kie warstwy, z ktéorych kazda spednia warunek:

db« Ae ze statymi wartosciami n i i,

a nastepnie stosujac kolejno zaleznos$-
ci 6), (7, () mozna oblicza¢ para-
metry ukdadéw ferromagnetycznych o do-
wolnej grubosci Scianki. Nalezy wtedy
postepowa¢ w sposéb nastepujacy. Na
rys. 4 przedstawiono rure ferromagne-
tyczna, wewngtrz ktérej znajduje sie
ciato T o impedancji 2z~

Rozktad ~(T), a wiec i rozkiad tempe-
ratury w Sciance rury S uwazamy za zna-

ny. Zakdtadamy pewng wartosé na we-

wnetrznej powierzchni rury i znajduje-

Rys. 4. Elektryczny schemat za- my z krzywej nagrzewania odpowiadajaca
stepczy pj-zgnitainos¢ ¢u., a nastepnie gle-

Fig. 4. Electrica”equivalent boko$¢ TOlkania ~ . Wprowadzamy warstwe

0 szerokosci tl1 =6A1, gdzie E« 1
i zaktadamy, ze na grubosci t° rezystywnos$¢ ma stalg wartos¢ N . Przyj-
mujemy, ze na promieniu rgl = rl + ~ tl przeptywa caly prad 1», jaki in-
dukuje sie w warstwie o szerokosci t*. Oznacza to, ze natezenie pola zmie-
nia sie skokowo na promieniu r0” od wartosci do Hel* Przenikalnos$é
magnetyczna bedzie miata wartosc:

X =N (HD dla ~ < ré r3l

= "2 (Hel) dla rS1* r * rS1 + 2 I * 0'2)
Obliczamy impedancje Zsl sprowadzong do promienia r31:

2S1 " Lp + + jXg (¢))

gdzie: X, = t reaktancja wewnetrznego stoja pierwszej

warstwy .
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Zgodnie z zaleznoscia (1) obliczamy:

a»
- rezystancja pierwszej warstwy.
Nastepnie obliczany = f(Hg™) i1 reaktancje zewnetrznego stoja pierw-
szej warstwy:
as)

Obliczamy impedancje wyjsciowg dla promienia (rl1 + t°) pierwszej warstwy
zgodnie z zaleznoscia (9):

@s)

Dla promienia (r1 + t.,), znajac 42 i &2, znajdujemy nowg glebokosé
wnikania A2 i szeroko$¢ nowej warstwy t2 s&AN.

W podany sposéb postepujemy az do momentu osiggniecia zewnetrznej po-
wierzchni rury. Poréwnujemy obliczong warto$¢ He z wartosciag zadang i1 je-
zeli te wartosci roéznig sie nieznacznie, obliczenia przerywamy. Jezeli
bkad obliczen jest zbyt duzy, wybieramy nowg wartos¢ 1 i powtarzamy pro-
cedure.

Program napisany na EMC wg powyzszego algorytmu zostat wykorzystany
do okreslenia wptywu zmian rezystywnosci i jej wspoétczynnika temperaturo-
wego, charakterystyki magnesowania, wymiaréw geometrycznych rury, tempe-
ratury powierzchni i1 jej gradientu w Sciance rury oraz czestotliwosci na
parametry wsadu

Zastosowanie metody zilustrowano obliczeniami intensywnosci zjawiska
thumienia fali elektromagnetycznej w Sciance rury przy réznych stopniach
jej nagrzania (rys. 5)-

4. Podsumowanie

Przedstawiona metoda oparta jest na bardzo prostych podstawach teore-
tycznych i moze by¢ datwo zrealizowana na EMC. Pozwala ona uwzglednié¢ w
obliczeniach nieliniowo$¢ charakterystyki magnesowania ferromagnetyka i
nieréwnomierny stopien nagrzania wsadu. Moze by¢ traktowana jako uzupek-
nienie klasycznych metod obliczania nagrzewnic lub jako blok obliczen
elektromagnetycznych w modelach pdl sprzezonych procesu nagrzewania in-
dukcyjnego.
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AlirOPHTM  OUPEAEaEHHH 3JIEKTPOLUrHNTHuX [1IAPAMETP03 RPR ffiwrCUHOHHCM
HArPEBE SEPPGMAI'HHTHOIi 3ArOTOBIOI

P e3»me

B cTaibe onzcaH uexox onpexexeHaa napaueipoB HHxyKMzohho aarpeBaeMoh
(ijeppoMarmHTHOk 3aroTobkh, Hxes Mexoxa 3aKxx>aaexcx b pa3xexeHaa uaccuBHoro
peppoMarHzmoro aaouema Ha laaae cxoa c nocioaHHUMH KoaixJjauHeHTaVH uaie-
paaxa a gbssh 3HaaeHHk aanpaxeHHOCia aarHamoro noaa Ha BHenmeii a BHyxpeH-
Hell CTeHKe xaxxoro cjich c ee ouaaecxau a peaKThbhuu conpoxaBxeHaeid. B ue-
XOxe npexnoxaraioxca rapaoHaaecKae noaa, yaaxhiBaexca HexaHegHaa xapaKiepacxa-
aa HaaarHaaaBaKaa, 3aBacaMociB uamaTHoti npoHagaeuocxa a yxexBHoro conpoxa-
BaeHaa ox xexnepaxypu a npoa3BOXBHoe Hanepex saxaHHoe pacnpexexeaae xeane-
paxypu b HarpeBaeaou xexe.

Mexcx aueex ailepauaoHHUiT xapaxxep a ero peaxa3auaa Ha 3BM odecnheaaBaex
Ooxbmyjo CKGpocxb pacaexoB. Uoxex oa Chib XxonoxHeaaeii KxaccaaecKax uexoxoB
npoeKxapoBaHHH HHxyxnaohhhx ycxaHOBOK axa Chtb HesaBacauuu 6xokom o0xeKXpo-
xarHaiHux paeaeiOB b uoxexax cbh3bhhi¢x noxeit. npaueaeHae aexoxa npoaxxmc-
XpapoBaHO pacaexoM hhX6hchbhocth 3axyxaHaa sxeKxpoMaraaiHOU boxhu b ctshks
xpyShi npa pa3xaaHHx CTeneHax ee HarpeBa.
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ALGORITHM OP ELECTROMAGNETIC PARAMETERS EVALUATION IN THE
INDUCTION HEATED FERROMAGNETIC BODY

Summary

A method of calculating the electromagnetic parameters of induction
heated ferromagnetic body has been presented in this paper. The idea of
the method consists in diving thick ferromagnetic body into thin layers
with fixed material constants 9 and tl1 and “n connecting the values
of electromagnetic field strength at external and internal walls of each
layer with its resistance and reactance. The method assumes harmonic
fields, takes into account the nonlinearity of the magnetic curve, depen-
dence of magnetic permeability and resistivity on temperature and arbi-
traty but given in advance, temperature distribution in the heated body.

It is of iterative type and its computer application enables fast computa-
tions. The method can be treated as an appendix to the classical methods
of designing induction heaters or as an independent block of electromagne-
tic computations in coupled field models. Its application has been i1llu-
strated by evaluation of the .intensity of electromagnetic wave damping

in the pipe wall for different thermal states.
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PROPOZYCJA IONEGO WSKAZNIKA JAKOSCI ENERGII ELEKTRYCZNEJ
DLA UKEADOW DWUZACISKOWYCH Z PRZESIEGAIII ODKSZTALCONY!!!

Streszczenie. W pracy zdefiniowano_nowy wskaznik jakosci pradow
odksztatconych dla odbiornikéw dwuzaciskowych. )
Wskaznik ten ustala zadany kompromis pomiedzy ocena wlkasnosci ener-
Eetycznych (strat mocy czynnej na doprowadzeniu do odbiornika) i od-

sztaktcen przebiegu pradu (zawartoscig wyzszych harmonicznych).
Proponowany wskaznik okreslono jako kwadrat nhormy odpowiednio zde-
finlowanej przestrzeni Sobolewa. Minimalizacja tego wskaznika ja-
kosci przy ograniczaniu réwnosciowym na noc czynng dostarczang do
odbiornika umozliwia wyroznienie skladowej pradu odbiornika, odpo-
vgiedzjﬁlnej za calkowity przesyt mocy czynnej do rozpatrywanego od-
iornika.

1. T/step

Problematyka obejmujaca zagadnienia energetyczne obwodéw z przebiegami
odksztakconymi wigze sie Scisle z roznymi definicjami wskaznikow jakosci
energii elektrycznej oraz mozliwosciami ich minimalizacji.

Dotychczasowe prace z elektrotechniki teoretycznej £3]]- D 00» A&
[1U] dotyczydy wskaznikow energii elektrycznej o charakterze energetycz-
nym. Wskazniki te dotycza pradéw odbiornika i umozliwiaja ocene strat mo-
cy czynnej na doprowadzeniach do odbiornikéw, tok jeanofazowycn, jak i
wielofazowych. Techniczne warunki okreslajace jako$¢ energii elektrycznej

energetyce zawodowej dotycza wkasciwosci energetycznych obwodu lub tez
cech jakosciowych (odksztaktcen przebiegow elektrycznych pradu i naziecia)
DO. DO* DO* DO* DO* DO. DO-

Brak jest wskaznikéw jakosci przebiegéw odksztakconych ujmujacych row-
noczesnie ich wkasciwosci energetyczne i1 jakosciowe.

Korzystne bedzie wprowadzenie wskaznika jakosci przebiegow odksztakco-
nych, :tory umozliwialby roéwnoczesng ocene wkasciwosci energetycznych i
ocene odksztakcen przebiegéw oraz umozliwiatby ustalenia zadanego kompro-
misu miedzy wymienionymi ocenami .
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Wydaje sie, ze wskaznik taki mozna by zaproponowa¢ w postaci wzoru:

‘e E 4 1) <>>2 «e' <>
gdzie:
dr - wspotczynniki wagi ustalajace kompromis pomiedzy oceng wkas-
ciwosci energetycznych i jakosciowych funkcji pradu i,
i(I*) - r-ta pochodna funkcji pradu wzgledem zmiennej czasu t,

re{o,1,2,...,1".

Pierwszy skdadnik wzoru (1) dla r=0 jest proporcjonalny do strat mocy
czynnej na doprowadzeniu do odbiornika. Pozostate sktadniki wzoru (@)

(r > 0) ujmuja cechy jakosciowe (odksztakcenia) funkcji pradu, poniewaz
wyzsze pochodne funkcji pradu uwypuklaja silnie wpdyw odksztakcen wyzszych
harmonicznych w tym pradzie.

Catkowa posta¢ wprowadzonego wskaznika jakosci (1) ma dodatkowo zale-
te z punktu widzenia metrologicznego, gdyz - jak wiadomo - pomiarowe roz-
réznienie dwéch wielkosci roézniacych sie na zbiorze miary zero jest nie-
mozliwe.

Konstrukcja zaproponowanego w sposéb intuicyjny wskaznika jakosci () wy-
maga uzasadnienia, co uczyniono ponizej.

2. Konstrukcja przestrzeni Sobolewa

Oznaczmy przez Wg ~ (O}T) zbidr pradow (napiec¢) opisanych funkcjami

rzeczywistymi zmiennej rzeczywistej (czasu).

Przyjmujemy w dalszym ciagu, ze funkcje pradu oraz funkcje napiecia jako

elementy zbioru Wg ot 84 pozbawione wymiaréw Fizykalnych, mozna je

wiec traktowa¢ jako elementy tego samego zbioru [ £}

Funkcje te winny spednia¢ warunki:

- winny by¢ funkcjami okresowymi o tym samym okresie T,

- posiada¢ na przedziale <0;T> prawie wszedzie pochodne (rozumiane w
sensie klasycznym) do rzedu 1l-tego whkgcznie,

- by¢ mierzalne w sensie Lebesgue’a na przedziale <O0}T> ,

- posiada¢ catkowalny kwadrat w sensie Lebesgue’a,

- ich pochodne do rzedu 1-tego wkacznie winny spednia¢ wyzej wymienione
warunki .
Scisle biorac, elementami zbioru Wg ~ (OjT) sa klasy funkcji:

- roéznigcych sie na zbiorach miary zero,

- takich, ze ich pochodne do rzedu 1-tego wkacznie roznig sie na zbiorach
miary zero.
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W oelu uproszczenia zapiséw wzoréw, operujac wkasciwie klasami funkcji,
do ich zapisu uzywac¢ bedziemy tego samego symbolu, ktéry okresla dang
funkcje.

Zbiorowi VA~ . (O}T) nadajemy strukture przestrzeni liniowej nad ciafem
liczb rzeczywistych RO definiujac w nim dziakania:

- dodawania "'+ funkcji

f+g 4,0t gdy 2,cC (0sT) &)
- mnozenia przez liczby rzeczywiste

c . f=cfF Wgset (OjT), gdy F6W.ot c 6 R. (©)
lloma wykaza¢, ze dziatania dodawania "+ i mnozenia sg wewnetrzne w

zbiorze Wg ~ (0}T), tak wiec uporzadkowana czwérka (Mg A (O}T), RO, +, .)
tworzy przestrzen liniowa nad ciatem liczb rzeczywistych Rc« \/ przestrzeni
liniowej (wi ©yn, Rt:’ +, .), wprowadzamy operator iloczynu skalarne-
go zgodnie ze wzorem:

Mw8 -2 & (O{T) x S2 et (O R « @
gdzie:
T
Flopw = 2_* kT %f O ® g () (Bdt ®

f,ge6w~ @TD] ok”0 dla k~"1j <Q > 0j
f®. g(k) .. k-te pochodne funkcji f, g,
f¢r= 9~ =9

Tak wiec uporzadkowana para ((Wg ~ (O}T), RO, +, ), (Dw) tworzy prze-
strzen unitarng, ktéra oznaczamy przez Wg ~ (05T).
W wymienionej przestrzeni liniowej operator okreslony wzorem (4) indukuje

norme:
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Zupetnos¢ przestrzeni Wg < (0]i) wykazuje sie w sposob podobny jak dla
klasycznych przestrzeni Sobolewa (dla &= 1) CO-
MOzna sprawdzi¢, ze zbidér elementéw okreslonych wzorem:

{ejd ={fa q, A1l coso>(.), *~21 sin<o(
(©)
, AKY? cos kuj(.), ANY 2lsin kw(. )»e==}
gdzies
= ("n<0 + ol (kcu)2 + ot2 (kcu)d + ... + ot-j*kw)21") , (9)
a= 2Tt
9T *
1 - maksymalny rzad pochodnej wystepujgacej w normie przestrzeni
n2 ,ot CO,T). stanowi baze (ukkad ortonormalny) przestrzeni
Wg A (0}T7), a wiec dowolny element fT6Wg A (OjT) tej prze-
strzeni mozna przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera:
@
f = N oek\r 7 ek *
k=0
zbieznego w sensie normy przestrzeni Wg ™ (©;T) do funkcji f.
Y/prowvadzajgc metode symboliczng, wzér (10) nozna zapisa¢ w postaci:
f=12Q+YFRe M1 kV exp(Jkco(.)), an
gdzie:
() exp(-jkart)dt a2
8 "Akdl O
T
p0 - L i _f2(dt . @@
S T 1
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Zuvagi z2 Wg A (OJT) c Lg(0{T), to kazdy element f eWg ~ (OJT) posiada
w przestrzeni Lg(0OjT) rozwiniecie w szereg Fouriera okreslone wzorem:

®
f =F0 +Y21Re Y  Fjj exp(jkoo(.)), (€2
k=1
gdzie:
T
Fk ="njr J f(t) exp(-jkwt)dt 15
Po=7? J - (¢15))
0

Z poréwnania wzorow (12) i (15) uzyskujemy zalezno$¢ pomiedzy wspodczynni-
kami szeregu Fouriera funkcji f w przestrzeniach Wg ~ (0;T), Lg(0;T):

Ik = Pk = VK Pk * Vk*" °7

Na podstawie wzoru Farsevala:

k=0 k=0 8

oraz prostych przeksztakcen mozna wykaza¢ wzory

Flow = Re I-]O ék EE - <19)
. " Re i—o Pk «£ * (20)
00

(flow =Re Y Vk Pk Gk ~ @D
k=0
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F ., gk okresla wzor (12),
Fg » G okresla wzér (A5)«

Symbol GXN oznacza liczbe zespolona sprzezona z liczba GK'

Wzory (13), (20), (21) zapisane dla funkcji f,3 6Y'¢"]9cc (0}T) sa oczywiscie
stuszne dla dowolnych funkcji pradu i1 napiecia spelniajacych warunki poda-
ne na poczatkU rozdziatu i nalezace do przestrzeni Y™ (O;T).

Ralezy zauwazy¢, ze zaproponowany we wstepie pracy wskaznik jakosci ()
(por. (1)) stanowi kwadrat normy skonstruowanej powyzej przestrzeni Sobo-
lewa.

3. i.iinimalizac.ia "wskaznika .jakosci

Zakozmy, ze funkcje pradu i oraz napiecia u odbiornika jednofazowego
przedstawionego na rys. 1 nalezg do przestrzeni Y]~ (0}7) oraz, ze od-
biornik znajduje sie w jednym stanie pradowo-napieciowym i1 jest opisany
ciggiem admitancji:

Yk = 3k + 3Bk* k€{o,1,2,...} . @2)

Przyjmujemy ponadto, ze mocczynna P do-
prowadzana do odbiornika jest staka i rowna
wartosci zadanej .-

Sformalizujmy nastepujacy problem optymali-

zacyjny.
Wyznaczy¢ minimum funkcjonatu:

Fig. 1 d 1w)2> (23)

przy ograniczeniu rownosciowym stwierdzajacym, ze mocczynnadoprowadzona
do odbiornika winna by¢ staka i1 réwna wartosci zadanej ?:

P - (uli)L2 =0 . (€
Funkcjonat Lagrange’a dla omawianego problemu posiada postac:

L(i,A0 = (Qillw)2 - fe(u DL - P). @)
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Poniewaz przyporzadkowanie funkcjom omawianej przestrzeni Sobolewa ich
wspokczynnikow Fouriera jest bijekcja, wiec problem optymalizacyjny moze-
my przenies¢ z przestrzeni Wg N (0j?) do przestrzeni 1 operujac funk-
cjonatem.

Wyznaczy¢ minimum funkcji et wzgledem zmiennych Ak, Bk, A okreslonej
wzorem:

ot((AK), (3k). M =£v.2(a2+B2) - M 2<V W >k) " P) (26)
k=0 k=0
gdzie:
.
Ik = Ajj - jBk = —Jrf Kt) exp(-jkcot)dt , @n
i
Uk = Ck - jBk = ] u® epCik dt, kA1 (26)

Z twierdzenia Lusternika [jt5], [is],okreslajacego warunki konieczne ist-
nienia ekstremum warunkowego, wynika, ze warunki te sg zawsze speknione,
jesli tylko wszystkie wspétczynniki Ukfunkcji napiecia u s3g rozne od
zera.

Wykorzystujac wymienione twierdzenie, uzyskujemy:

2Vk Ak - AUk =0 , 9

2V2 Bk -ADk =0 , 0)

p=2 <Vk +Bk V"~ <31)
k=0

k6 {1,2,..., } 5 Bqg = Dg = 0 ; A 6R .

Mozna wykaza¢, ze warunki wystarczajace istnienia minimum funkcji (26) sa
spednione (Js]-
Po przeksztakceniach wzoréw (29-31) uzyskujemy:
- 32
P= 00 .ow™2= — ;TTT2-" G2

\% °k + V 5" iuicr

[ PV ko 3VR
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oraz
\ - Bk =g 2 CCk ~ Dk) = Ik * (€l
b= v h
czyli
Jk = a™k = Ak “ 3Bk “ £k~Ck " JDk™ = °k Uk* (€))
gdzie:
N = - £ -mg+d2 -----—--- N-Tu™ib (35)
h=i h h= h

Wielkos¢ Gk okreslona wzorem (35) nazwiemy konduktancja zastepcza k-tej
harmonicznij.

Minimum funkcjonatu (23), przy warunku (24), wystapi wtedy, gdy prad
zawiera¢ bedzie wykgcznie sktadowe It transportujgce moce czynne P wy-

as
dzielajace sie na konduktancjach zastepczych Gv. Ze wzoru (34) wynika,
e
ze poszczegb6lne harmoniczne pradu alk oraz napiecia UK sa proporcjonal-
ne, natomiast funkcje u, ai jj- nia sg proporcjonaXnet jak tO byd0 w

przypadku przestrzeni L2(0;T) [ [V]., [1,
Prad aktywny okreslony wzorem:

[e)e]

al " aloVvo 2 Vk Uk Gk exp(k<n(.)) =

s s fcl s O

“aJo +~Ff?Re 2 uk Gt «<P(gku(.)) @36)
k=1 8

stanowi element minimalizujacy funkcjonat (] [Ww)2
Ponadto na podstawie wzoru (36) mamy:

(UIais) lp Re2 uk(((i}))k v * kZO =P @n

a wiec prad ai transportuje catkowitg moc czynng do odbiornika.
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Rozk#ad widmowy mocy czynnej transportowanej przez poszczeg6lne harmo-
niczne funkcji pradu _i (minimalizujacego funkcjonat (25)) zasadniczo

as
rézni sie od rozktadu widmowego mocy trawrWnej przez prad ai beda-
cy elementem minimalizujacym funkcjonat - <

Widmo mocy czynnej transportowanej przez prad ai jest proporcjonalne do
widma kwadratu napiecia zasilajacego odbiornik, natomiast moc czynna tran-
sportowana przez pierwsza harmoniczng pradu gi jest zawsze wieksza (przy
zatozeniu, ze przebieg napiecia u jest odksztakcony i nie zawiera skla-
dowej statej) od mocy czynnej transportowanej przez pierwsza harmoniczng
pradu gij wynika to z nieréwnosci:

Gl> G
e e
gdzie:
G= "P, n , a Gv okreslone jest wzorem (35).
e

Tak wiec w przypadku pradu ,,i nastepuje przesuniecie widma mocy czynnej

0 wyzszych amplitudach w kierunku nizszych czestotliwosci.
Powyzsze stwierdzenie zostanie zilustrowane przykkadem.

£sl Odbiornik przedstawiony na rys. 2 zasilany jest z idealnego Zro-
dka napiecia o znormalizowanej pulsacji on= 1 rad/s i napieciu u okres-
lonych wzorem:

u = 100V?sin () + 50~ sin 2w(.) + 30\[?sin 3ou(.).

Admitancje odbiornika dla poszczeg6lnych harmonicznych wynosza:

Y1 = Gl+ jBl =(0,02749 - j 0,007419)S, |Y1 | =0,007912 S,
Y2 = G2+ jB2 =(0,001231 + j 0,009060)S, |Yg | =0,09143 S,
Y3 = G3+ jB3 =(0,04264 + j 0,26819)S, |Yj | =0,2715 S

W celu wyraznego uwypuklenia zalet i efektow uzyskiwanych za posrednictwem
nowego wskaznika jakosci energii elektrycznej dane do powyzszego przykdadu

zaczerpnieto z pracy [[*
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05H 0,5a

Rys.
Fig. 2

Wykonujac obliczenia, otrzymujemy:

13 400
3
Moc czynna odbiornika P = ’\/ "Gk U3 344,23 W
k=1

Konduktancja réwnowazna G (dla przestrzeni IE(OjT)):
e

G = - 7--P = 0,02568 S.
® <N 1/

Moc czynna transportowana przez poszczegolne harmoniczne 1Pl = g|u,
= 256,8 V/, ,P2 = GJu212 = ~ o _gjud|2 = 23,1 w.

Udziat procentowy mocy czynnej transportowanej przez pierwszg harmoniczng
wynosi :

16 = L = 74,68
Prad aktywny odbiornika okresla wzor:

i =Gu-=2,568V21sin(.) + 1,284"2" sin 2(.) + 0JT~sin 3(-).
e

Natomiast moc czynna transportowana przez poszczegolne harmoniczne pradu
i uzyskanego drogg minimalizacji funkcjonatu (@25) przy zatozeniu, ze

s
<0 =a, =otg =1 wynosi:
2Pl =0,AuJ 2 =331 W, 2P2=G2|u|2 =11,82 W, 2P3 = G3|u3|2 = 0,98 W

gdzie: Gk obliczamy na podstawie wzoru (35). Udziat procentowy mocy
czynnej e transportowanej przez pierwsza harmoniczng wynosi:
20 = %,151.
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Prad aktywny odbiornika okresla wzor:

Oi = 4,68 sin(.) + 0,3346 sin 2(.) + 0,0462 sin 3 (=)=

as

Rozk#ad widmowy skdadowych ai 1 gi przedstawiono na rys. 3, natomiast
rozkkad widmowy mocy czynnej na rys.s4.

Hys. 3 Rys. 4
Fig. 3 Fig. 4

llajac na uwadze, ze skladowa aktywna pradu odbiornika i (36) posiada
as

inna posta¢ w porownaniu ze skkadowa czynng pradu i (wyrézniong w wy-
niku minimalizacji wskaznika jakosci (] 1L )2 por. W . korzystne

bydoby roztozenie pradu odbiornika na dalsze skkadniki (oprécz sklkadnika
i) oraz zbadanie ich wkasciwosci.

Problem ten rozpatrzono w oddzielnej pracy.

LITERATURA

[1J Adams R.A.: Sobolev Spaces, Acad. Press ii.Y. 1975.

Brodzki Il.: kilka uwag o matematycznej naturze wielkosci fizykalnych.
Z.ii. Pol. SlI. Elektryka, z. 100, Gliwice 1935.

[ Brodzki U., Pasko U.: Definicje pewnych mocy dla uktadéw wielozacisko-
wych. Rozprawy elektrotechniczne z. 1. 1989 Warszawa.

1Iv] Brodzki U., Pasko LI., Uminska-Bortliczek Ll.: Jednolita teoria mocy
dla obwodow trojfazowych o przebiegach odksztaktconych v; oparciu o or-
togonalny rozkkad pradu w przestrzeni t%(<0jT>). Materiaty a-SPETO,
Gliwice - Wista 19-7.

[§] Brodzki UW., Pasko LI., Uminska-Bortliczek Ll., Walczak J.: Analiza wkas-
ciwosci energetycznych uktadéw dwuzaciskowych o przebiegach odksztat-
conych z uwagi na wkasciwy wybor wskaznikéw jakosci. Opracowanie CPBR
5-7, Gliwice 1987.



56 M. Brodzui 1 inni

o'l Cegielski tl.s Jakos¢ energii elektrycznej. Prace Naukowe JP.7 nr 52,
Wrockaw 1984.

7] Gepart A., Pollaczek A., Smajek L.s Wahania napiecia w sieciach elek-

troenergetycznych zasilajacych piece dukowe, napedy tyrystorowe oraz
sposoby ograniczenia tych wahan. Energetyka nr 2, 1934.

3Tl Czarnecki L.: Power Theories of Periodic Nonsinusoidal Systems.
Rozprawy Elektrotechniczne z. 3-4. 1935.

£9] Czarnecki L.: Interpretacja, identyfikacja i modyfikacja wkasciwosci
energet¥<_:znych_opwodéw Jednofazowych z przebiegami _odksztakconymi .
Z.N. Politechniki Slaskiej, Elektryka, z. 91, Gliwice 1984.

[10] Czarnecki L.s Ortogonalny rozkdad pradu Zrodda napiecia odksztatco-
nego zasilajacego aS)‘metryczny, nieliniowy odbiornik trojfazowy.
Materiaty X-SPETO, Gliwice-Wiska 1987.

ful International Conference on Harmonics in Power Systems. Worcester
Polytecbnic Institute and IEEE Worcester County Section Massachusetts.
October 22-23. 1984.

[121 Kowalski Z.: Wahania napiecia w ukdadach elektroenergetycznych. WNT,
Warszawa 1985«

fi13-1 Kowalski Z.t Asymetria w ukldadach elektroenergetycznych. FjHF, War-
szawa 1987«

ri4-l Kotodziej W.j Wybrane rozdzialy analizy matematycznej. PWN, Warszawa
L 1982.

[15] Kudrewicz J.s Analiza funkcjonalna dla automatykéw i elektronikow.
PWN, Warszawa 1976.

Pi¢]] Materiaty konferencji Naukowo-Technicznej nt.: Jakos$¢ energii elek-
trycznej w warunkach krajowego systemu elektroenergetycznego. t6dz
1987.

[17"] Materiaty miedzynarodowego Sympozjum. JakosC¢ zasilania z ukdadéw sie-
ciowych. Gliwice-Kozubnik 1986.

8[] Maurin K.: Analiza Cz. I. Elementy. PWN, Warszawa 1971*

Recenzent: prof, dr inz. Stanistaw Bolkowski

T/phynelo do redakcji dnia 30 maja 1988 r.

HOBNit nOKA3ATEJIb KAHECT3A SJIIEEKTPHHECKOM SHEPHIiH jyiH HECHHyc OHMIIbHLEC
TAPAKTEPHGTHK HA 3 ASHMAN AByxnCUHUGHHKOB

Pe3due

B paOoTe Aaeica onpe~eaeHHe HOBoro noxa3aieza xaaecxBa HecHHycohasjibhhx
tokOb npaeuHXKa b bbas AByxnojccHaxa. IloxaaaieAk bio* onpeAeaaex 3axaHKutt
Kounpoiuc Meixy npaBHJibHoft oueHxofl oHepreiaaecxaz oboictb (noxepa axTHBaofi
MOHHOCIH Ha npHBoAe k npaeMHaxy) a xaaeciBeHHHZ aep* (rapuoHHaecxae AK$op-
aanaa zapaxxepacxax HecaHycoaASUibHoro xoxa). UpeAJiaraeuHft nona3aieab npez-
cxaBzaeica b bkab hopan cooiBexcxseHHO onpeAejieHHoro npocxpaHCXBa CoOozeBa.
UaEBUHsaMxH sxoro noxa3axeza xaaectBa npa paBeaciBeHHou orpaBaaeHaa a*a
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aKTHBHOtt moghocth P noflBeAeHHoft K npaeMHHKy Jtaei bo3uo*hoctb o$opiuieHHH
1a0A cjiaracuo? toks npaeuHHka, Koliopaa cooTBeTCTByeT Bce8 akiHBHoft mchkoo-

ia npHBeAeuHoa k npaeMKHKy.

THE PROPOSAI OP THE NEW QUALITY COEFFICIENT OF ELECTRICAL ENERGY FOR
THE TWO-TERMINAL NETWORKS WITH NON3IUUSOIDAL PERIODIC CURRENTS

Summary

The new quality coefficient of the nonsinusoidal periodic currents for
two-terminal receivers has been defined. This index establishes the given
compromise between the estimation of the energetistic properties (active
pover loss at the lead to the receiver) and the current deformation (con-
tents of higher harmonics).

The proposed coefficient has been qualified as the second power of the
standard of properly defined Sobolev’s space.

Minimization of this quality coefficient at the invariably limited active
power being supplied to the receiver, enables to distinguish the receiver
current component which causes entire transmission of the active power to

the considered receiver.
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ORTOGONALNY ROZKEAD PRADU ODBIORKIKA DY/UZACISKOT/SGO
ZASILANEGO NAPIECIEM ODKSZTALCONYM, W PRZESTRZENI SOBOLEWA

Streszczenie. Niniejsza praca jest kontynuacja pracy [i]- W ar-
tykule przeprowadzono rozk#ad pradu odbiornika dwuzaciskowego zasi-
lanego napieciem odksztatconym na trzy wzajemnie ortogonalne-, skfad-
niki wzgledem iloczynu skalarnego w przestrzeni Sobolewa wi ©,(0;1)
i podano ich interpretacje fizykalne.

Zdefiniowano nowe pojecia mocy zwigzane z ortogonalnym rozkdadem
pradu odbiornika.

1. Wstep

Artykut niniejszy stanowi kontynuacje pracy[i]- W pracy tej, w wyniku
przeprowadzonej minimalizacji wskaznika jakosci pradu odbiornika, ujmuja-
cego réwnoczesnie ocene strat mocy czynnej na doprowadzeniu do odbiornika
oraz ocene odksztakcen przebiegu pradu, przy ograniczeniu réwnosciowym
aa moc czynnag doprowc,dzong do odbiornika, wyréznionego skfadowa pradu od-
powiedzialna za catkowity przesy+ mocy czynnej P. Sk#adowa te nazwano ak-
tywng i okreslono wzorem:

k=1

@D
k=1 «

@



o0 M. Brodzki i inni

AN = {ot0 + <8 (") .. + cchike0)2™) ®3)
"k -~ Uk = VK Uk , [O))
Gi,* ®

KVIES J
v f2

<Kk > 0 dla k» 1] <0> 0

1 - maksymalny rzad pochodnej wystepujacej w normie przestrzeni
W2,0C
i 6 wl>C (0,7).
Zagadnienie kompensowalnosci niepozadanego skdtadnika pradu odbiornika réw-
nego (i - gi) stanowi motywacje do poszukiwan innych skdadowych pradu od-

biornika (oprocz skkadowej Oi) wzejemnie ortogonalnych.

2. Rozktad ortogonalny pradu odbiornika

Zat6zmy podobnie jak w pracy ze funkcje pradu 1 oraz napiecia u
odbiornika jednofazowego naleza do przestrzeni Wg a odbiornik znaj-
duje sie w jednym stanie pradowo-napieciowym i jest opisany ciggiem admi
tancji:

= 6k + jBk, k#6(0,1,2,...,), BO =0 . ®)

Zak¥adamy réwniez, ze moc czynna doprowadzona do odbiornika jest stata i
réwna wartosci zadanej P. Catkowity prad odbiornika okresla wzér:

i =G0 u0 + Re Gk + jBkHUE exp(Jkw(. ))- @)
k=1

Zdefiniujmy prad:

1*“al = (Go " Go)Uo +V2,Re (Ck + jBk - Gk)Uk exp(@ku=(.))- )
k=1
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Prad przedstawiony wzorem (3) mozna przedstawi¢ w postaci wzorus

M
Prady I,is, 8; e \'Aél o (0} okreslaja wzory:
00
J3k Ik exp(Ikw(.)), (10)
k=1
3 Ok)UK exp(Jko)(.))- @)

<Go - Go)Uo + ~ Re
e =il

Prad ,,1 nazywamy pradem reaktancyjnym. Prad ten jest kompensowalny z do-

*

s
wolna doktadnoscig w sensie uzytej normy za pomoca skonczonej liczby ele-

mentéw L, C.
Prad i nazywamy pradem rozproszenia} mozna to interpretowa¢ Jako prad
i odbiornika G; wokot konduktan-

S3
czestotliwosciowego rozrzutu konduktanc
cji Gk  (por. wzér (B))«

e
W celu wykazania wzajemnej ortogonalnosci

(ol» -1 ai) wykorzystujemy wzor (por. [1):
8 S s

skiadnikév< pradu odbiornika i

(o]0}
@2)
k=0
Symbol G* oznacza liczbe zespolong sprzezong z liczbg Gk« Wykorzystujac
powyzszy wzér oraz wzory (1), (10), (11), mamy:

oo

(€S))

= Re
k=1
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NiSWKZ Kk Zkki2

e e
w
" 5 @-p =0
. 2~ Gk
k=0 € Uni
§ v,
h=0 h h=0 b=0 b
a»
Nsrw =Hefv”N (BKKWK - °ksyk =
k=1
= Re 3Bk) Gk) = 5
k=1 €
Z powyzszych wzoréw wynika,ze prady i_i I Ssa wzajemnie ortogo-

as> rs’ 3s
nalne. Pordéwnujac dla tego samego odbiornika opisanego tym samym ciagiem

admitancji Y~, kejo,bl,...Jj oraz znajdrjacego sie w tym samym stanie
pradowo-napieciowym, skdadowe ortogonalne pradu wyréznione droga:

- minimalizacji funkcjonatu (] Qw)2 [i], [V,
- minimalizacji  funkcjonatu (| [L )2[3]; nalezy stwierdzié, ze:
skdadowe i oraz i maja rézng postac i transportuja catkowita moc
0 as
czynng do odbiornika.
Sktadowa gi odtwarza ksztakt napiecia zasilajacego u, ze wspodczyn-
nikiem proporcjonalnosci G , zatem stopienn odksztatcenia tego pradu
(w odniesieniu do napiecia) jest taki sam.

Odksztakcenie skkadowej ,,i od przebiegu sinusoidalnego w poréwnaniu
as
ze skdadowg gi przy tym samym napieciu zasilajacym jest znacznie mniej-

sze.
- Sk#adowe reaktancyjne ri, ri majg takg samg posta¢, skad wynika, ze

s
mozliwosci LC kompensacji w obydwu przypadkach sg takie same,

- Sk¥adowe i, i posiadaja réznag postac.
Zak¥adajac, :;e ski:dowe gi 1 gi sa przynajmniej czesciowo kompensowak-
ne w szerszej klasie elementéw (aitywne, parametryczne, nieliniowe), nale-
zy zauwazy¢, ze prad wypadkowy dopdywajacy do odbiornika przy kompensacji
pradu s; bedzie znacznie mniej odksztatcony (mniejszy udziat wyzszych

harmonicznych) niz przy kompensacji pradu si wyrazonego wzorem:



Ortogonalny rozk+ad pradu. 63

si = (G - G)UO +~\[21 ?e E (Ck - Ge) Uk exp(kw(.)), 16)
0 e k=1

gdzies

Stwierdzenie to ilustrujemy ponizszym przykfadem.

p-1. Do odbiornika Y (rys. 1) o danych dla lepszego poréwnania zaczer-
pnietych z pracy[3, s. 91" - dotaczono uktady kompensujace sktadowa reak-
tancyjng ri oraz ai (w sensie minimalizacji funkcjonatu (] |[IL )2
(rys. 2a)) orazs
do tego samego odbiornika Y (rys. 1) - dotaczono uktady kompensujace skta-
dowa reaktancyjna ri oraz skfadowg gi (W sensie minimalizacacji funkcjo-

natu (I Iw)2 (rys. 2b)).

Rys. 1
Fig. 1
Rys. 2

Fig. 2
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Ouliczonc sktadowe ortOi;;onalneso rozkdadu pradu i w obydwu przypadkach
i stwierdzono, zes dla nin (] Ih ) :

3,63 sin (*) + 1,315 sin 2 () + 1,09 sin 3 (*),

-
-
1

-10,49 oos (.) + 6,406 cos (.) + 11,37 cos 4 (=),

ai = 0,256 sin () - 0,945 sin 2 () + 0,719 sin 3 (=),

Rys. 3
Fis- 3
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natomiast dla min (] [w)2s

i =4,68 sin (.) + 0,334 sin 2 (.) + 0,0462 sin 3 (=)
as

ri = -10,49 cos (.) + 6,406 cos 2 (.) + 11,37 cos 3 (=)
s

i =-0,793 sin (¢) + 0,536 sin 2 (.) + 1,76 sin (.)
3s

Porownujac poszczeg6lne skdadowe pradu i, stwierdzamy, ze dwojniki kom-
pensujace sktadowe ri, ri sa identyczne (rys. 2a i 2b). Przyjmujac, ze

s
kazdy z pradéw (gi, gi) mozna kompensowa¢ w stopniu (3gi, [50i dla

N6 <0; 1> (rys. 2a i 2b) (bez wnikania w strukture tych dwéjnikéw
kompensujacych) otrzymujemy wyniki przedstawione wykreslnie (rys. 3, 4).
3- Propozyc.io nowych definic.ii mocy

Wykazana ortogonalno$¢ skdadnikéw pradu odbiornika (i, i, i) po-
as rs s
woduje, ze zachodzi:

(141,52 (HaMwA+ («Miw)2+ (14, 1w * H

Mnozac obustronnie wzér (17) przez kwadrat normy napiecia, uzyskujemy:

sf:Pf+8Z+Qg, s
gdzie:

gn =IMI w 9

- 10w -1, <)

s 'IlJUW*Irjg'UW* 1)

gs =lulw * Is%lw * 22)

Moc okreslong wzorem (19) nazywamy moca pozorng w sensie Sobolewa, podob-

nie moce P,, Q , Q nazywamy odpowiednio mocami aktywng, reaktancyjna,
sa s ss
rozproszenia w sensie Sobolewa.
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Moc aktywna ?_ nie jest na ogét moca czynng odbiornika, gdyz:

i =(LU2e dML2- £, VKIK22, vk &lKi2=
= K0 @)

4~ Podsumowanie i wnioski

Wykorzystujac zdefiniowany w pracy £1] prad aktywny i wyrézniony

N
droga minimalizacji kwadratu normy (przestrzeni LA (©JT), ktéra to
umozliwia réwnoczesnag ocene strat mocy czynnej na doprowadzeniu do odbior-
nika oraz ocene odksztatcen pradu, przeprowadzono rozk#ad ortogonalny pra-

du odbiornika na trzy sktadowe (i, i, i).
3 S S
Sk+adowa a (aktywna) minimalizuje wyrazenie ( ) przy ogra-
S

niczemu réwnosciowym na moc czynna P i jest odpowiedzialna za przesy+t
mocy czynnej do odbiornika.
Sktadowa reaktancyjna i (o identycznej postaci jak w przypadku mi-

nimalizacji Q ) ) Jjest kompensowalna w klasie uktadow LC =z dowol-

na doktadnoscig w sensie przyjetej normy.
Sktadowa rozproszenia i (czestotliwosciowego rozrzutu konduktancji

odbiornika 0,, wokod konduk%anc'i G, ) jest niekompensowalna w klasie
e

uktadoéw LC.
Pedna kompensacja rozproszenia gi, gi (oraz pradéw reaktancyjnych)
3

w szerszej klasie uktadéw kompensacyjnych, anizeli ukdady LC, umozliwia-

+aby:

- w przypadku pradu i zadany kompromis pomiedzy minimalizacjg strat

as

mocy czynnej na doprowadzeniu i minimalizacja odksztatcenia przebiegu
pradu,

- w przypadku pradu gi minimalizacje strat mocy czynnej na doprowadze-
niu bez wptywu na odksztatcenie przebiegu pradu w stosunku do napiecia
zasilajacego (por. wykresy rys. 3t 4).
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OPTOrOKAXbHOE - £ HEEOTCPCii IIPOCTPAHCTBE COEOIJIEBA - PASIJIOiuSHIIE SOKA
NPHEMHHICA £ £I1£E (ByjfflOJlUaCHHKA K iCOTCPOti/ nPHBQflHTca IISOHHYCOHIJiAilbHOE
HAIIPHEEKHE

Pe3bme

£ pafioie, b cooiBeiciBHH ¢ paSoToa M , Aaexca opxoroTcuibHoe pa3JioxeHae
HecHHycoHAajibHoro Toxa npHeUHHKa b BH"e AByxnojnocmixa. lIHTaHHe sioro AByx-
nojuocHHKa — aecHHycoHAaabHoe nanpaaceHaes Pa3acaeHne Tosa no B3bhuko opToro-
HaabHhiM caaraeubiu AaeicH b cMHcae  cbohctb  cxajiapHoro  npoH3BexeHHa
b npocipaHCTBe CofioaeBa |V g0}T). Haeica Taxxe fM3HMecxa.ii HHTepnpeTaiHa
3Tax caaraeuax HecHHycoHAaxbHoro Toxa npaeuuuKa. Ha 6aee opToroHaabHoro
pasaoxeuua uecaHycoaAaabuoro toxa BUBOAATca Hoaue $opuyaa a onpeAeaeHaa
hoahocth am 0AHO4<a3Hax aaexipaaecxax cacTeM,

ORTHOGONAL DECOMPOSITION OP THE CURRENT OP THE TWO-TERMINAL
RECEIVER SUPPLIED WITH NONSINUSOIDAL PERIODIC VOLTAGE
Il THE SOBOLEV’S SPACE

Summary

This paper is the continuation of [1]- The decomposition of the cur-
rent of the two-terminal receiver supplied with nonsinusoidal periodic
voltage, into three orthogonal components in relation to scalar product
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in the Sobolev’s space Wg u (OJT) has been done and their physical in-
terpretations have been given.

The new notions of power connected with the orthogonal decomposition
have been defined.



ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLISKIEJ 1991
Seria: ELEKTRYKA z. 113 Kr kol. 983

Marek BRODZKI
Janusz WALCZAK

OCENA PRADOW ODKSZTALCONYCH ODBIORNIKOW WIELOZAC ISKOWYCH
WYKORZYSTUJACA POJECIE PRZESTRZENI SOBOLEWA

Streszczenie. W pracy zdefiniowano wskaznik jakosci pradéw od-
ksztatconych odbiornikéw wielozaciskowych ustalajacy kompromis po-
miedzy oceng strat mocy czynnej na doprowadzeniu do pojedynczego
odbiornika i1 oceng odksztakcen (zawartosci wyzszych harmonicznych)
pradéw odbiornika.

Wskaznik ten zdefiniowano jako kwadrat normy pewnej specjalnie
skonstruowanej przestrzeni Sobolewa.

Rozwigzano problem minimalizacji tego wskaznika przy ogranicze-
niu_réwnosciowym dotyczacym doprowadzenia zadanej mocy czynnej do
odbiornika.

Nastepnie przeprowadzono rozkdad pradéw odbiornika wielozacisko-
wego na cztery wzajemnie ortogonalne skdadniki, podajac ich inter-
pretacje fizykalna.

Wprowadzono nowe definicje mocy wigzace sie z uzyskanym rozkdadem
ortogonalnym pradéw odbiornika.

1. Wstep

Zagadnienie sygnalizowane w tytule niniejszej pracy byto juz czesciowo
podejmowane w pracach [B], [J>]t ian ocena ta polegata na znalezieniu pra-
du minimalizujacego straty na symetrycznym doprowadzeniu mocy czynnej P
do odbiornika wielozaciskowego tzn. - kazdemu z przewodéw doprowadzajacych
t moc przyporzadkowana byta rezystancja AR (z wyjatkiem przewodu zero-
wego o rezystancji zerowej) i straty te zwigzane bylty z ww. rezystancjami.
Oprécz wspomnianego minimalizujacego pradu wyrdéznione byly jeszcze dwa lub
trzy dalsze, dajace w sumie catkowity prad odbiornika. Prady te sa wobec
tego niepozadane (oczywiscie oprécz pierwszego przenoszgcego moc c€zynna)

i nalezy z kolei zastanowi¢ sie, czy i jakimi sposobami mozna je skompen-
sowa¢. Funkcje (macierzowe) tych pradéw bydy elementami pewnej przestrzeni
Hilberta [1£(0;T). Byty one parami ortogonalne i1 kazda z nich posiadata
okreslong interpretacje fizykalng. Minimalizowany funkcjonak, oceniajacy
jJakos¢ pradu, miat jako swg dziedzine zbidr tworzacy przestrzen LNOjT)-

Jednak oprécz strat zagadnieniem istotnym jest odksztalcenie pradu po-
bieranego przez odbiornik, poniewaz w sieci, ktéra nie moze by¢ traktowana
jako napieciowo sztywna, prad taki powoduje wzrost odksztalcehn napiec¢ za-
silajacych inne odbiorniki. Wida¢ wiec, ze na razie w obrebie jednego od-
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biomika nalezy znalezé jaki$ v/akaznik, ktéry ocenialby jednoczesnie za-
réwno odksztakcenie pradu, jak i straty wystepujace na doprowadzeniu don
nocy czynnej. Obserwujac naszkicowane tu rozwigzanie poprzedniego zagad-
nienia, dochodzimy do przekonania, ze ze wzgledu na pozadang ortogonal-
nos¢ rozkdadu funkcji pradéw powinnismy umiejscowi¢ je rowniez w pewnej
przestrzeni Hilberta, na ktérej z kolei bedzie zdefiniowany minimalizowa-
ny funkcjonat (omawiany problem, dla odbiornikéw dwuzaciskowych, zostat
przeanalizowany w pracach £4], [V])- Przestrzen ta powinna by¢ na tyle
podobna do przestrzeni L~N(0}T), by dato sie ujaé wspomniane zagadnienie
strat oraz dysponowa¢ pewnymi wspodczynnikami pozwalajacymi na uzyskanie
kompromisu pomiedzy oceng strat 1 odksztaktceniami pradu. Poniewaz kolejne
pochodne funkcji pradu uwypuklaja wyzsze harmoniczne, wiec wydaje sie, ze
proponowana ocena moze by¢é dokonywana za pomocg wzoru:

2>r Z TS <fir)<t))2dt - 1«
r=0 <=1 0

gdzie wskaznik o numeruje zaciski wejsciowe odbiornika (rozpatrujemy
n6N takich zaciskéw), wskaznik reii jest rzedem pochodnej funkcji

= oraz o, 0. Za wyborem takiego wzoru przemawia
dodatkowo fakt, Zze funkcje (lub tez ich pochodne) roézniace sie na zbiorze
miary Lebesque’a zero nie sg metrologicznie rozréznialne. Oczywiscie trze-
ba teraz sprecyzowa¢, dla jakich funkcji f wzér (O ma sens. Doprowa**
dzi nas to do definicji pewnej przestrzeni Hilberta - mianowicie do prze-
strzeni Sobolewa, a whkasciwie do catej ich rodziny ze wzgledu na dobér
ciggow 'Koraz liczb 1, a wzér (1) bedzie okresla¢ ich normy.

Nie bedziemy teraz rozstrzyga¢ zagadnienia, czy przestrzenie te z punk-
tu widzenia wymienionych zamierzen posiadaja konkurentki. ".Tydaje sie nato-
miast, ze przedstawione argumenty wystarczajaca motywujga ich rozpatrywa-
nie. Przystapmy wiec do formalizacji zagadnienia.

2. Konstrukc.ia pewnych przestrzeni Sobolewa

Zakbézmy, ze dany jest odbiornik przedstawiony na rys. 1.
Poniewaz rozpatrujemy jeden stan napieciowo-pradowy odbiornika opisany

para funkcji macierzowych *u=(ul,...,un), i=(il,...,in), wiec jest rze-
cza obojetng, czy gdyby dopuscié¢ do rozwazan ir.no jego stany bytby on li-
niov/ym czy tez nie. Istotne jest, ze funkcje u®, iIA<*ell,..., n] sa
okresowymi funkcjami zmiennej rzeczywistej (czasu) o wspélnym okresie T.
bedziemy o nich zakkada¢, Zze sa mierzalne w sensie Lebesgue»a o catkowal-
nym kwadracie na przedziale domknietym <O0}T> oraz ze sa rézniczkowalne
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prawie wszedzie (prawie wszedzie
1 o- w sensie miary Lebesgue’a) 1-krot-
Z o- nie i1 wszystkie ich pochodne posia-
daja te same wkasnosci co réznicz-
kowane funkcje. JeSli we wzorze
n+l O- (D ktérys ze wspotczynnikéw Xr
bydby réwny zeru, to woéwczas oczy-
wiscie o odpowiedniej funkcji *

r H -
RYS- Odbiornik (n + 1) zaciskowy — UOC> nie trzeba czynie ww.
Fig. The (n + 1) - terminal recei- Z2a¥ozen.
ver Ze wzgledéw wymienionych w pracy

[3I] nalezy operowa¢ klasami takich
funkcji f, ktére saréwne na przedziale <0jJT> prawie wszedzie oraz
posiadaja kolejne pochodne do 1-go rzedu wkacznie odpowiednio réwne pra-
wie wszedzie. (Wéwczas, gdy jest nieistotne, czy chodzi o funkcje u?,
czy tez i, bedziemyuzywa¢ symbolu T7). Klasy takich funkcji oznaczamy

Aby uprosci¢ zapis wzoréw, ktérych uzyjemy, bedziemy oznacza¢ klase

[/<] tym samym symbolem co odpowiednia funkcje. Jest oczywiste, ze
klasy te sg niepuste 1 roztaczne, czyli tworzg podziat zbioru funkcji o
opisanych wkasciwosciach, generujacy odpowiedniag relacje réwnowaznosci
w tym zbiorze.
Utworzmy z takich klas ciagi f=(f. .,f). Zbidér wszystkich takich cig-
géw oznaczymy W¢ N n(0}T). Bedziemy uzywa¢ tego oznaczenia zamiast dokiad
niejszego, lecz dtuzszego wjg g‘,€(<O}T>).

Aby uczyni¢ zen przestrzen Sobolewa (dok#adniej: n-krotng przestrzen
Sobolewa o indeksach 1,2,A), trzeba zbidér ten zaopatrzyé¢ w strukture
przestrzeni liniowej, a nastepnie w iloczyn skalarny.

Uwaga 1. Czesto w literaturze, definiujac przestrzen Sobolewa, uzywa
Sie, w miejsce pochodnej klasycznej, pojecia pochodnej dystrybucyjnej, da-
jacej w wyniku rézniczkowania dystrybucji regularnych, dystrybucje regu-
larne. Poniewaz mamy wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie pomiedzy
omawianymi klasami funkcji [frtJ a dystrybucjami regularnymi oraz w tym
przypadku, pomiedzy rézniczkowaniem klasycznym i dystrybucyjnym [12],

s. 39, 40, 43, 44)., wiec zrezygnowalismy w definicji przestrzeni Sobolewa
z ujecia dystrybucyjnego. O

Dodawanie elementéw zbioru w| ~ n(0jJT) oraz mnozenie ich przez liczby

rzeczywiste okreslamy wzorami:

f+g« (™ +gr ...,fn + (2)
C e f * (cF"9eeef L i [©)

gdzie:
f,gewl,~,n(°jT), ceR.
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Scislej, dodawanie wspomnianych klas [fj, [gJ rozumiemy jako otrzymanie
nowej klasy poprzez dodawanie dowolnych elementéw przynaleznych kolejno
do jednej i drugiej, a mnozenie przez liczbe rzeczywista - jako mnozenie
dowolnego elementu danej klasy przez te liczbe. Dziatania te sa, jak fatwo
zauwazy¢, poprawnie okreslone i nie wyprowadzajg poza zbiér wl ~ ,,(O#T7).
wnioskujemy o tym, poniewaz suma dwu funkcji mierzalnych f* , gl
(okreslonych prawie wszedzie) na przedziale <0jT> jest funkcja mierzal-
na okreslong na réznicy mnogosciowej tego przedziatu i pewnego zbioru mia-
ry zero i”poniewaz ze spednienia nieréwnosci (Fj~(t) + ()2 <
6 2((fF (t))2 + (@ r~(H)2) wynika catkowalnos¢ kwadratu sumy dwu funk-
cji posiadajacych te wkasnos¢. Przesledzenie poprawnosci okreslenia dzia-
+ania jest prostym cwiczeniem.

liany wiec okreslong przestrzen liniowg (Mg ~ n(0}T), RO, +, .) nad
ciatem liczb rzeczywistych RO. Potrzebne tu wiadomosci z teorii miary i
catki Letesgue’a Czytelnik moze znalezé¢ np. w ksigzkach [10], [11]-

Podkreslamy, ze argumenty i wartosci funkcji pradéw i napie¢ u, i poz-
bawiamy wymiaréw fizykalnych i dlatego funkcje te mozemy traktowa¢ jako
elementy wspélnego zbioru powyzszej przestrzeni liniowej. Motywacja takie-
go stanowiska podana jest w pracach £2],

Zdefiniujmy teraz iloczyn skalarny w ten sposéb, by indukowat on norme

okreslong wzorem (1). lloczyn ten ma by¢ odwzorowaniem: (]),,, Wi , (0:T)x

X -2 A Jest on okreslony wzorem:
BN
(FlDw = G ) (Ddt, ®
r=0 0

w ktérym zastosowano konwencje sumacyjng (W zakresie od 1 do n) odnosnie
do wskaznika powtarzajacego sie w iloczynie 1 numerujacego wejsScia od-
biornika. Odnosnie do tego rodzaju wskaznikéw <, h t przyjmujemy te kon-
wencje w dalszym ciggu artykudu. tatwo sprawdzié, ze cztery aksjomaty ilo-
czynu skalarnego ([JJ, s- 62) sa speinione. Y przypadku czwartego z nich
istotny jest fakt operowania klasami funkcji IjfY] tworzacymi wspomniane
ciggi oraz zaltozenie: >0, Ar >0, re{l,..., 1} . Oczywiscie norma
jest okreslona za pomoca tego iloczynu skalarnego:

IFlw = <F| Fyw ®)

wzorem (1).

Badanie zupednosci omawianej przestrzeni sprowadzamy najpierw do bada-
nia zupednosci przestrzeni ~(OJ™) (przypadek n=1, £13], s- 55). Z ko-
lei badanie zupednosci przestrzeni wij ~(0;T) opiera sie na wykorzystaniu
pochodnej dystrybucyjnej dystrybucji regularnych (por. Uwaga 1) oraz wy-
korzystaniu faktu zupeinosSci przestrzeni L2(0;2) ([1], s- 214, 215).
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Czyli przestrzen Sobolewa ((v] (¢*')> “0> +> <)> (I),) jsst przestrzenig
Hilberta. Oznaczamy ja symbolem Wg ~ n(OjT)- Jaic wspomnielismy juz, ma-
my tu do czynienia z rodzing przestrzeni ze wzgledu na wybér liczb 1, n
oraz ciagu X. Wybor parametréow 1, X sduzy do wspélnego ujecia zagadnienia
strat mocy na doprowadzeniu pradéw do odbiornika oraz zagadnienia ''sKaze-
nia" tych pradéw wyzszymi harmonicznymi (w ten 3poséb realizowany jest 6
kompromis, o ktérym mowa w streszczeniu).

Dalsza analiza pradow odbiornika odbywa¢ sie bedzie w oparciu o pewien
szczegblnie wygodny ukd#ad ortonormalny w przestrzeni Wg Je31™
on nastepujacy:

K,0,...,0),..-,(0,...,0,AQ),-.-, ©

2" cos htx(.),0,...,0),..., (O, ===,0,AN™ ;" cosco(*)),

(A" "V?Lsin hco(e),0, ==,0), ..., Q,---, 0,AN'(/"2ZLsincd(=), *=<}
gdzie:
=\j (X0 + (hco)2 + eee + cu) ) % @
=17, h6 10 = HU {o} .

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy ortonormalnos¢ ukdadu (6), czyli:

EkK>w = 5KkI* k-16V )

przy czym zgodnie ze wzorem (3) numerujemy elementy tego ukdadu (zbioru)
kolejnymi liczbami podstawowymi .

Wykorzystujac wzor (1) oraz powiazanie wspédczynnikéw Fouriera iunkcji
i jej pochodnych, w prosty sposéb sprowadzamy dowdéd zamknietosci ukdadu
(6) do dowodu zamknietosci zwykdego ukdadu trygonometrycznego w przestrze-
ni L2(iT) (71. 3- 78, 79).

Jak w kazdej przestrzeni Hilberta mamy rozkdfad dowolnego jej elementu
wzgledem przeliczalnego ukdadu ortonormalnego zamknietego ([5]- s- 75, 7b):

*=f (FIOk>w =ek . F6 "4, X ,n<<fFlkV 612° ®
k
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Dostrzegajac podobienstwo ukdadu (6) do zwykdego ukdadu trygonometrycznego
w przestrzeni 12(]T) ([3]), mozemy zamiast wzoru (9) napisac:

(00}
f€ = p<io PadAb “PdMO) , (¢10)}
Pl s
gdzie:
T
> =Vh =h , F~ «NjLJ f(t) en~d t
S 0
dla
T
h « o pco = FJ Ff(Odt, (JF PDei2 , ab
o 8xh
Vh =Ah , belc, *6{i nJ. a2)
Wyrazenia 8 nazywa¢ bedziemy wspodczynnikami Sobolewa.

Zamknietos¢ ukdadu (6) oznacza w tej nowej notacji, uzytej we wzorze
(10), spetnienie wzoru:

Pa n 00
ﬁo [fglish 12' él g V117N @3)

dla dowolnego elementu f612 A, N0, TN
W oparciu o ten fakt, metoda podobng do zastosowanej w pracy [9J, s. 5, 6,
wykazujemy, dla dowolnych elementéw f'geWifé»,n O, wzér:

0o (09)
(fig),, = Re 7 Ftth 0~ . Re Vh P¢h b~
h=0 0 8 h=0

z ktérego bedziemy czesto korzysta¢, albowiem z jego pomocg mozna orzekacé
o ortogonalnos$oi funkcji f i g w powyzszej przestrzeni Sobolewa, uzywa-
jJac ich sobolewowskiego lub zwykdego fourierowskiego widma.
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3. Problem optymalizacyjny

Problem ten polega na znalezieniu funkcji pradu ie Wg ~ n(0;T) minima-
lizujacej kwadrat funkcjonatu normy @ [|°) we wprowadzonej przestrzeni
Sobolewa, przy ubocznym warunku orzekajacym, ze moc czynna dostarczona do
odbiornika jest stata i1 réwna Pi

P=Culi)L , (15)

gdzie symbol (])™ oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni +~(0jT) okres-
lajacy wkasnie te moc. m|

Uwaga 2. Warto zaznaczy¢, ze milczaco godzimy sie tu na pewne przybli-
zenie, charakterystyczne dla lokalnego potraktowania problemu optymaliza-
cji (tzn. dotyczacego jednego odbiornika), polegajace na zatozeniu sztyw-
nosci napiecia na samym odbiorniku (zadanie funkcji uewi , ,,(0}T) -
rys. .0

Uwaga 3. Minimum omawianego funkcjonatu odpowiada, pod wzgledem strat
wystepujacych na doprowadzeniu mocy do odbiornika, stanowisku opisanemu
wpunkoie 1, gdy n przewodéw doprowadzajgoyob do niego prady posiada
rezystancje AR a (ntl)-szy - zerowa. Gdyby (n+l)-szy miat réwniez re-
zystancje AR, to w sumach okreslajacych iloczyn skalarny i norme prze-
strzeni Sobolewa dodawanie powinno odbywaé¢ sie w zakresie od 1 do n+1,
aprady speiniac¢ réwnanie

n+l

Réwnanie to wyznacza podprzestrzen Hilberta naszej przestrzeni Sobolewa
(Jest ona liniowa i domknieta). Przyjmujgc takie stanowisko, nalezatoby
zastgpi¢ w calej pracy wprowadzonag przestrzen Sobolewa tg jej podprzestrze-
nig.-

Powstaje tez pytaniej jak wygladatoby zagadnienie optymalizacji w przy-
padku, gdy rezystancje poszczegélnych przewodéw nie bydyby réwne? Widac,
awe wzorach (1), (4) nalezatoby, w analogii do nieujemnych wspétczyn-
nikdw wagi Ar . wprowadzi¢ inne, dotyczace, dla ustalonej harmonicznej,
kolejnych przewodéw odbiornika. Mielibysmy wéwczas réwniez do czynienia
z iloczynem skalarnym i normg; lecz z innym ukdfadem ortonormalnym i nieco
bardziej skomplikowanymi rachunkami wystepujacymi w zagadnieniu optymali-
zacyjnym. Natomiast trudno przewidzie¢, jak wygladatoby woéwczas zagadnie-
nie ortogonalnego rozkkadu funkcji pradu odbiornika, ktérym w przypadku
symetrii rezystancyjnej zamierzamy sie zaja¢. Sygnalizujemy powyzszg moz-
liwos¢ asymetrii, lecz nie bedziemy jej w niniejszej pracy rozpatrywac.

O
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Uwaga 4. Minimalizowany funkcjonat moze by¢ réwniez funkcjonatem o war-
toSci  (ur 10w» gdzie uR jest macierze funkcji napie¢ na przewodach o re-
zystancji AR. Mozna wéwczas, utrzymujgc to samo oznaczenie - lecz
zmieniajac jego definicje, ¥atwo uwzglednié¢ zjawisko naskérkowosci dla
tych przewodéw, za pomocag takich samych rozumowan jak przeprowadzone w
catej pracy.O

Poniewaz przyporzadkowanie funkcjom feWg ~ n(O]T) ich wspétczynnikow
(F IBK\r J®8* fcijekoj« pomiedzy zbiorami n 1~ (Por*! &XI>
S. 74-76)), wiec podany problem optymalizacyjny mozna wyrazi¢ w przestrze-
ni 12. Mianowicie, polega on na znalezieniu minimum funkcji F : ¢2»-R:

S
f(A) - f(A,B) - 2 VhE I l«b|2 ™ <16>
8 8 h=0 at=1
t bt (4 t b= ' »
h=0 00541
f(A.B) = Hill2
gdzie:
Joth " Adh ™ JB<h * A ¢ *AChY™ B 7 @cthY™
Ah d*a r - *
2 -0yh).
"'Bab dla t -n+p o <17j
Pe {1 a} - h e NO
A - H ACM"™61 - B “ <BoCh> - ~h
(i analogicznie do A okreslamy A), przy warunku:
s
€0
g(A) - g(A,B) - P - (cr AN+ Bothj - O , a8)
88 h=0

g(A,B) - P - (uIDL,
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gdzies

wh-ah-ibdr Do-°% ;-2 =W 6i2 9
D - (D~) = (7hddh)612
S S

i np, zapis (A”) oznacza ciag pojedynczy utworzony, powiedzmy, przez upo-
rzadkowanie, przy kolejno wzrastajgcych wskaznikach h6NQF wskaznikéw a
rosngcych od 1 do n. Uporzadkowanie to jest obojetne, albowiem szeregi
wystepujace we wzorach (16) i1 (18) sa bezwzglednie zbiezne.

Warunek konieczny dla istnienia ekstremum zwigzanego podaje nastepujace
twierdzenie ([V], s> 199, 200), dostosowane tu do rozpatrywanych odwzoro-
wan,

Niech funkcja g s 19—’iR bedzie rézniczkowalne w sposéb ciagly w pew-
nym otoczeniu punktu go, punkt éo jest punktem regularn}\/m zbioru

g' ’ «3}), funkcja f s 1'"7\’6R rézniczkowalna w punkcie A , JeSli funk-
S SO

cja fposiada w punkcie X ekstremum, to istnieje taka stata jxe R, ze:
s SO

(A ) +ug(A) =0, 20)
8 80 8 80

gdzie symbol " oznacza pochodng Frecheta (1X1, s. 125, 126) - (zaréwno
przestrzen 12, jak i R posiadaja strukture banachowska) .
Warunek wystarczajacy dla istnienia ekstremum zwigzanego podaje z kolei

twierdzenie ([X]» s- 201)*
Niech funkcje f oraz g beda wpewnym otoczeniu punktu Adwukrot-

S
nie rézniczkowalne w sposob ciggty, niech punkt ten bedzie punktem regu-
larnym zbioru g“1 ({o})* Jesli istnieje taka stata "6R, ze speinione
s

jest dla niej réwnanie (20), oraz taka stala c 6 R, c > O, ze zachodzi:

(f (A ) +ug”(A)) @B, B) 3olb 1 D
s s 6 12

S SO

dla B eg“l ({o}) .,
s

to funkcja f ma w punkcie A minimum zwigzane,
SO
Trzeba teraz zastosowa¢ oba przytoczone twierdzenia do zdefiniowanych
wzorami (16) i1 (A8) funkcji F i g,
8
Zajmijmy sie najpierw warunkiem koniecznym. Funkcje g g sa oczywis-
s

cie rozniczkowalne w sposéb ciagly dowolng liczbe razy w kazdym punkcie
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swojej dziedziny. Zbiér g-1 ({°}) 39st zbiorem tyob sobolewowskioh wspét-

czynnikéw pradowych z przgstrzeni 12, ktére przy zadanych sobolewowskioh

wspétczynnikach napiecia z tej przestrzeni realizujg moc czynna P dostar-

czang odbiornikowi. Dowolny punkt dziedziny funkcji g jest punktem re-
s

gularnym, jesli tylko nie wszystkie wspétczynniki C ~» sg réwne ze-

ru - czyli wykluczamy przypadek, gdy Ju L = 0, lub w sposéb réwnowazny
Jullw = 0. Zatozenie to oczywiscie przyjmujemy, gdyz oznacza ono, ze Ww
oglle jakies (niezerowe) napiecie zasila odbiornik. Wypisujemy z kolei
réwnanie (20), a wkasciwie jegoodpowiednik, gdzie zastosowano powigzanie
wspodczynnikéw Sobolewa ze zwykdymi Fouriera (wzér (11)). Mamy wiec:

2Vb A*h -~Cech= 0 = @
2V h Boch "~«th = 0 e 23)
gdzies
Ah* °<h e (@Z))
h
Boch = ~ Doth (25)
h
(Wida6, ze poniewaz: >”">0, wiecs Vh >0 dla dowolnego h 6HO).
Podstawiajac prawe strony wzoréw (24), (25) do wzoru (18), mamy:
P2 £ 2 | (Ylon: atn-: r » (26)
h=0 h <=1
skad:
n il
2P
, gdzie Iv*h 1" =X X h + W
IV? h
b=0 h

Ze wzoréow (17), (19), (24)-(26) otrzymujemy wspodczynniki A",
o o
podejrzane o realizacje minimum zwigzanego funkcji f iw $lad za tym
S
wspodczynniki 17, ktére bedziemy oznacza¢ teraz gl” (sens wyboru takie-

go oznaczenia niebawem okaze sie jasny). Wiec:
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ageta “ 2b U<h - @

gdzie:

@9

oraz czasowa funkcja pradu okreslona tymi wspédczynnikami Jest nastepujaca:
(€Y

i widad, ze gie »™",,(0JT).

Analizujac z kolei warunek wystarczajacy widzimy, ze lewa strona nie-
réwnosci (21) przyjmuje postac:

b=1 o=1

prawa zas jest podobna, tylko zamiast wspétczynnika 2 wystepuje c .
Zatem wystarczy dobra¢ jakikolwiek wspétczynnik c spedniajacy nieréw-
nos¢ O<wmc< 2 i wowczas nieréwnos¢ (21) bedzie spedniona.

Wnioskujemy stad, ze funkcja pradu gi rzeczywiscie minimalizuje funk-

cjonat | |I* przy warunku ubocznym (15).
Otrzymany rezultat zilustrujemy pewnym przykdadem. Mianowicie, poréwna-

nie pradu ,,i, gdy wszystkie wspédczynniki A._ spedniaja nieréwnosci

S r
hj, > 0, z pradem gi, dla ktprego mamy: AQ « 1, N e eee =Aj « 0, jest
pouczajace.-
(Mamy wéwczas réwnos¢ Wg ~ ) a(0iT) = IM(QjT)). Prad ai minimalizuje
jJedynie straty na doprowadzeniu mooy 40 odbiornika, prad ﬂg - jak juz

wspomniano - stanowi kompromis pomiedzy minimalizacjg tycb strat i skaze-
nia go wyzszymi harmonioznymi. Ze wzoru (29) wida¢, ze dla pradu Oi ma-
my staty (niezalezny od h) wspédczynnik:
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a dla omawianego pradu gi wspodczynniki G maleja szybko wraz ze wzro-
stem numeru harmonicznej:0

y < gn~ (32)

(tym samym amplitudy harmonicznych tego pradu ,,i malejg w poréwnaniu do
as

odpowiednich amplitud harmonicznych napiecia u), lecz zachodzi nieréwnosc:

G¢ G - 33
Ge G (33)

Gdyby obliczy¢ moc czynna, jaka transportuje prad ,i, to okaze sie, ze
as

jest to catkowita moc czynna odbiornika - taka sama jak w przypadku pradu
gi. Pokazuje to prosty rachunek:

0° po y2
(ulai)L = Re X ] «och <«och “ FE - TT —— = p* (34)
8 h=0 8 h=0y2 > 1

< fei V? 7*

Wyodrebnilismy wiec z catego pradu odbiornika i prad i. Podobnie, jak

w rozwazaniach przeprowadzanych w przestrzeni LZinT), pojgwia sie teraz
problem rozkd#adu pradu i - ,,i na dalsze sktadniki wraz z podaniem moty-
8

wacji fizykalnej tego postepowania oraz problem zbadania wzajemnej prosto-
paddosci tak otrzymanych skkadnikéw, wazny ze wzgledu na powigzanie kazde-
go z nich z pojeciem pewnej mocy.

4. Rozktad, gradu, ojb”oj-gina.

Prad 1 - gi roztozymy na nastepujace skdadniki:

A =YFRe | ] jV > «P<3MO), (35)
h=1
00
U* (V> "e°V V +~ ReXX|Sh - «P(3M O), (36)
m o - - h:l
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(5 jest macierza jednostkowg), lub tez rozkkadajgc sktadniki gi na dwa

dalsze mamyt 3
@
as* “ (V> " aoS*p}~o +~ ReS @G*lih ™ Qh uphexp(h«X.)), (€D)
S u : 3
d** = <Go - Go>V]|+4o RaS (Gb “ Gh)O U «P<JIMO).
h=1

Podstawg do sformutowania wzoréw (35)—(38) jest wzor:
(€))

(przypominamy, ze sumujemy tu poddug wskaznika j5e{l,...n}). Wzér (39)
jJeat charakterystyczny dla odbiornika liniowego. W przypadku gdy, jak to
juz stwierdzilidmy, mamy do czynienia z jednym napieciem u i pradem i
odbiornika, mozna réwniez, przy zatozeniu

h 6 NQ, przyjac:

woh = (G<*|h + JBJ«*|h)Uoti* B<o = O » 40)

gdzie pionowe kraski, w ktére ujmujemy wskaznik ot, oznaczajg zakaz sumo-
wania poddug niego. Wzér (4-0) staje sie wowczas dla parametrow G<t> B<h
definicyjny. Gdyby dla pewnych wskaznikéw <+, h by}t spekniony warunek

= 0, to wowczas funkcje pradéw okreslone odpowiadajacymi niezerowymi
wyrazeniami Zcth nalezatoby przedstawi¢ w postaci osobnego skdadnika do-
+aczonego do wzoréw (30), (35)-(38). Sytuacja taka moze byd spowodowana
nieliniowoscig odbiornika.

Nastepnie mamy:

¢“D

“2)

Uwaga 5. Gdyby dla pewnego h zachodzit przypadek = 0, wéwczas od-
powiedni wspédczynnik (41) nie bydby zdefiniowany i nie wystepowatby we
wzorach (@37), (38), 0
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Jesli zatozyc¢:

B “ Bjjoth " > h6N, “3)

to wzér (42) mozemy przedstawic:

Pb - Re< V U*b <44)

tatwo zorientowz.gé sie, ze z zatozenia u,i6W, A rr(OjT) wynika wniosek:
EIar]

a*> Tg” aSg* dg e 22,”~,n(°5T~

Wida¢ réwniez, ze zachodzg wzory:
1" a81+réL+s% » <45)

“46)"

Sens sktadnika ,,i zostat oméwiony* Potrzeba wyodrebnienia sktadnika
as
ri o takim samym ksztatkcie, jak w przypadku analizy odbiornika dokonywa-

ngj w przestrzeni L’Q(OjT), opiera sie na mozliwosci jego kompensacji, z

dowolng doktadnoscia w sensie uzytej normy, w klasie skoriczonych uk¥adow

£C (ta intuicyjnie sformutowana hipoteza wymaga oczywiscie dowodu). Nato-

miast zagadnienie kompensacji skdadnikéw n_i, ji (podobnie jak w prze-
s s

strzeni L’Z‘(O}T) sktadnikéw agi, di) wymaga przesledzenia i stwierdzenia,
w jakiej ewentualnie klasie elementéw jest ona mozliwa oraz jakie konsek-
wencje praktyczne to pocigga* Jest to jednak zagadnienie syntezy, ktdérego
nie bedziemy tu porusza¢. Skdadnik ,,i pojawia sie na skutek asymetrii
fazowej 1 dyspersji czestotliwoéciong konduktancji odbiornika. Mozna go
roztozy¢ na sktadnik ODi zwigzany z asymetrig fazowg tych konduktancji
dla ustalonej harmoniczar?esj i sktadnik ,i fazowo symetryczny, lecz zwia-
zany z dyspersjg czestotliwosciowa konduktasncji.

Zajmiemy sie teraz, w oparciu o wzér (14), wykazaniem ortogonalnosci
dowolnej sposréd par zdozonych z réznych elementéw zbioru |ai, ri as5,”



Ocena pradéw odksztatconych« 85

(@ijasi)w = «« £ V2 o Uth (G - 0nM)11,*, “48)
3 8 h=0 8 r
00
o s _Re%’\OVbG u«b <°h 6—%Kb [ ] <«>
[e]e]
4]las™w = Re?] jVvb B*ph > «fcfta - “bA"TNih e <5°)
=1 i

(SAW=RZI A V V(" dun &)

[0 0}

<as*|d*>w = Re sh OVh(O"b - GOV V.  Gb " A )U*h* (52)

W przeksztakceniach wzoréw (47)-(52) wykorzystujemy definicje konduktancji
G , pamietajac o uwadze 5« W przeksztatceniu wzoru (47) wykorzystujemy

0 *
wzér (43) stwierdzajac, ze dowolnego h e N wyrazenie B<*th Uoth UOh jest
rzeczywiste 1 stads

-0 . (»>

Wykorzystujac wzory (43), (44), (41), (15), (29), przeksztatcamy prawg
strone wzoru (48) otrzymujac«
—-=Nn » e <54>
:k:O k :k:O k
W przypadku wzoru (49), podobnie wykorzystujemy wzory (29), (41), (44),
@15):
~r — - -sr- 1 Lh (55)

k=0Vk * k=0Vk k



86 M. Brodzki, J. Walczak

Jesli dodatkowo, oprécz wzoru (43), zatozymy speknienie warunkuj
G&h \-fih ~ Gtth B > E»P6 {1«"*»n} » heH (€9)
to idea wykazania wzoruj
Ay =
M !3'515 w = 0 W

pozostaje taka sama jak w przypadku wzoru (53)» To samo zatozenie (43)
wystarcza do wykazania wzoruj

4ok oy e © ®

(znéw w podobny sposob jak w przypadku wzoru (63))*
Wreszcie wykorzystujac te same wzory (29), (41)» (44), mamyj

<as*|d*>w m Re £ V b<Gh Gcftb WTh >
8l 8 h=0 r

' Gh Gt(b UMa Wta “ Gh Wa U<¢th + Gh Gb U<ta Ucetb”

$
ho h 2 ~ Wk h
k=0 k k=0 k

W przypadku rozwazania jednego stanu napleciowo-pradowego odbiornika
i przyjecia w miejsce wzoru (39) wzoru (40), warunki (43), (56) sg auto-
matycznie spednione. Spednione one sg oczywiscie réwniez w przypadku n=1.
Czyli mamyj

asWw*s s 7 asw 9L " Faw s "% w st &sw s
©)

i stad oczywiscie w przypadku rezygnacji z rozkdtadu ai na skdadniki
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Do tej pory zajmowalismy sie pradem i pewnego indywidualnego odbiornika
Wyobrazmy sobie teraz, ze majac zadang pewna funkcje napiecia
uewt 1 0 ktérym zakkadamy, zet

uch* 0, *6(1 n} * h 6 No ©2)

dysponujemy wszelkimi odbiornikami realizujacymi dowolne funkcje pradu
~,n"N0, TN (Nazwa odbiornik jest tu caly czas umowna, gdyz niektére
z nich mogg wydawa¢ moc czynng). Opisanag sytuacje mozemy osiggna¢ dobie-
rajac ciagi parametréw (G™), MMub “Gotty™  /Both™ ' 8Prawiajal®. ze
warunki (43), (566) nie krepuja wéwczas ich doboru) w ten sposob, by wspod-

czynniki A dla tych funkcji pradu wzgledem uk#adu ortonormalnego (6) by-
r S 0
y dowolnymi elementami zbioru 1 (po to tez potrzebne jest zatozenie

(62)). Zauwazmy, ze wszystkie uzyskane w ten sposéb funkcje pradow gi

tworzg jednowymiarowg podprzestrzen liniowa przestrzeni Wg ~ n(QjT).
Jednowymiarowos¢ ta wynika z faktu, iz wszystkie wspétczynniki Gh réznig
e

sie, dla ustalonego numeru h, staka P. Mozna dowies¢, ze jest to podprze-
strzen domknieta. Jest wiec ona przestrzenig Hilberta. Oznaczamy ja sym-
bolem H,,. Analogicznie dowodzimy, ze funkcje pradéw i tworza podprze-
strzen ﬁilberta H , pradow -i-H., pradéw aai-Haa. ;ﬁadéw di-Hd (sa one
nieskonczenie wymiarowe). Poni8ewa2 WW. przestsrzenie sa param8i ortogonalne
(fakt ten dowodzimy bardzo podobnie jak wzory (G3), (&4), (&5, (G7),
(58), (59), trzeba jednak pamieta¢, ze poszczegdlne skkadniki, bedace
elementami ortogonalnych podprzestrzeni, sa teraz zdefiniowane przez roéz-
ne ciagi parametréw, tzn-: GPKiI @Goggd™ lub ~grity™  (gocjH™ oraz dowolna
funkcja pradu ieW« ~ ,,(0JT) jest przedstawialna za pomocg wzoréw (45),
(@46) w sposob jednoznaczny (na mocy twierdzenia o rzucie ortogonalnym -
por. pozycje [Y], s. 69, 70), wiec przestrzen Hilberta Wg ~ n(0]T) roz-
ktadamy sume prosta ((V], 8. 15) odpowiednich podprzestrzeni parami orto-
gonalnych. Czylii

f2,*.,n(0»T) = Ha © Hr © Hs , 63)

Hs “ Has © V ()

Ha-LHp, HalHgs, HatHd, HrJ_Has, Hr-LHd, Has-*Bd* ~"a~"s*
(€5)
Zajmowanie sie nie indywidualnymi pradami, a catymi podprzestrzeniami

Hilberta jest racjonalne choéby z tego wzgledu, ze przy zadanym napieciu
u, podprzestrzen Hr jest tg, ktéra sklada sie z pradéw kompensowalnych,
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z dowolna doktadnoscig w sensie normy, skonczonymi ukdadami LC. Zauwazmy,
ze gdyby nie zatozy¢ spednienia warunku (62) (tzn. dla pewnego wskaznika
) zachodzityby réwnosci U*h,, " ° dla dowolnych wskaznikéw <9 - wzor

(przy zadnym wyborze parametréw (GMjj), @otljh)) nie bydHy spedniony i

w przedstawionej sumie prostej mielibysmy jeszcze jeden skdadnik (ortogo-
nalny do pozostatych), dotyczacy pradéw nierealizowatnych w liniowych od-
biornikach (w stanie ustalonym) przy tak zadanych napieciach.

5. Moce
Z chwilg wyprowadzenia wzoréw (45), (46), (60), (61) zagadnienie zde-

finiowania odpowiednich mocy staje sie standardowe. Natychmiastowa kon-
sekwencja tych wzoréw jest fakt*

[»11 - - LIl 1 - lail | = <)

Mnozac obie strony wzoréw (66),(67) przez Ju |~ i wprowadzajac defini-
cje*

g. - 1“1, ||.§| w <>
«r " M1 w Ir*u - <69)
S “ 1U AW |SgiW » i70)
g g

gas = Iu v Naegy Bw 1)
gd | HUHWHdl‘W ) @2

g T Tw - 3

mamy™

S8 rer e - as)

= <alL + - 75
5 8 @5)
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Wprowadzone moce nazywamy kolejno aktywng, reaktancyjna, rozproszenia,
asymetrii, despersji oraz pozorna w sensie Sobolewa. Interpretacja pradéw
przenosi sie na interpretacje mocy. Sens geometryczny wzoréw (74), (75)
jest jasny. M $lad za zdefiniowanymi mocami mozna poda¢ definicje wielu
wspodczynnikéw mocy, czego nie bedziemy tu czynié.

Interesujgce jest zagadnienie zasad zachowania dla zdefiniowanych mocy.
Przypusémy, ze odbiorniki bedziemy #aczy¢ réwnolegle, rozumiejac przez to
+aczenie ze sobg ich zaciskéw o numerach o od 1-go do m-go odbiornika.
Wéwczas na mocy 1 prawa Kirchhoffa mamy:

iP5+ 0+ 0, f,--= 1, uflj r,Om. 6
I m I m -¢.JA,n ©In 76
Przypusémy, ze m=2. Z aksjomatow dowolnej przestrzeni unitarnej wynika
nieréwnosc:

Nieréwnos¢ ta przechodzi w réwnos¢ (przy zatozeniu i , 1 + 0) wtedy i

n 1 .2
tylko wtedy, gdy (.7, s.- 64) : i = ceR, c>0. Sytuacja taka nie musi
zachodzi¢ dla zadnego z pradow i, i, i, i, ,i, ij za wyjatek mozna
as rs ss ass s
uzna¢ prad i, gdy: P > 0. Mnozac obustronnie nieréwnos¢ (77) przez

s
Jullw (Ju Jw = 0) widzimy, ze zdefiniowane moce nie sa zachowawcze.

Uwaga 6. Obserwujac negatywny wynik, dotyczacy zasady zachowania wpro-
wadzonych mocy, mozna spytaé¢, czy sg jakie$ definicje innych mocy oparte
na uzywanej przestrzeni Sobolewa, sprawiajace, ze moce te zados$¢ czyniag
zasadzie zachowania? Konstrukcja takich mocy opiera sie na pojeciu sobo-
lewowskiego iloczynu skalarnego i 1 prawie Kirchhoffa dla odbiornikéw po-
+aczonych réwnolegle (wobec lokalnego postawienia zagadnien optymalizacyj-
nego i mocy rozpatrujemy tylko takie polgaczenia). Wystarczy zauwazy¢, ze
jesli okreslimy parametry pradéw 0 charakterze admitancji jako sumy
parametréw odpowiednich pradéw czegciowych vi X 6<1;i,r,el\s,d D).

o ' " uj
je {1, *==,>, to mamy:
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Obie strony roéwnan (45), (46), (73) mnozymy lewostronnie skalarnie przez
u 1 otrzymujemy:

Hy w = H-K”"™w + +Qulyijw * i8«»
Wlw = (uw + ..+ Ul Dw . @D
1 m

Hiestety, te zachowawcze moce nie wigzg sie z prostopadfoscianem mocy
(wzory (66), (67)) uzyskanym w oparciu o rozwazany problem optymalizacyjny.
Dla pewnej orientacji w wielkosciach tych mocy podajemy, przykkadowo,

dla pradéw catkowitych, proste do wyprowadzenia wzory (w oparciu o wzory

13, 4. @. (@D, @O, G5. @N, @8, (72, (63)):

(00}
<l r . 1+ )
k=°v2
Hr dw = wrd),” @3)
Has”w =°* (uUwasl5 = 84>

I"k>w ”X X Pn - -

- ¥"7 (B5)
=0 E
k=

M *>w = Vh Ph 6>

>
v
o
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Jj=0_

[P, @n
Vv Uk
2§ &
kE(g k
; .
feo W h=0 ~h n n

! Vh k=0 "k

Jak wida¢ ze wzoréw (83), (84), roéwnos¢ (80) dla X= r lub X = as sta-
nowi rownos¢ 0=0.

6. Podsumowanie

Przedstawiona praca pokazuje, ze rzeczywiscie norma w przestrzeni So-
bolewa W2 ~ n(0jT) okreslona wzorem (1) za pomoca iloczynu skalarnego
(wzér (4)) spednia role wskaznika ustalajacego kompromis pomiedzy oceng
strat na doprowadzeniu mocy czynnej do odbiornika a zawartosciag wyzszych
harmonicznych w jego pradach. Minimalizacja kwadratu tej normy doprowa-
dza do wyréznienia funkcji pradu ai, posiadajacej w stosunku do widma

s

funkcji napiecia u sthumione wyzsze harmoniczne (wzér (32)). Podany
jest rozktad catkowitej funkcji pradu i na cztery skdadowe. Oprécz skta-
dowej i wystepuje sktadowa ,,i, zwigzana z mozliwoscig kompensacji

as

ukdadami LC9 oraz sktadowa as;:“sdsi
W oparciu o nie zdefiniowane sg odpowiednie moce. W Slad za tym powinny
p6js¢ rozwazania pozwalajace stwierdzié¢, ile z pozostatego pradu i - Oi
i z pomoca jakich $rodkéw da sie skompensowa¢. Jest to, jak wspomnielismy,
zagadnienie syntezy nie rozpatrywane tutaj.

Poréwnanie rozwazan zamieszczonych w niniejszej pracy oraz w artykule
W . wskazuje na pewne wsp6lne cechy postepowania w procesie definiowania
nowych mocy, zwigzanych z pojedynczym odbiornikiem (a nie z calg siecig).
Centralnym zagadnieniem jest wybér, dla danego typu przebiegéw napiecio-
wych i pradowych oraz ukdadu o pewnej liczbie zaciskéw, odpowiedniej prze-
strzeni Hilberta. Odpowiedniej - to znaczy dysponujacej normag, ktoérej
kwadrat chcemy zminimalizowa¢, wyrézniajgac w ten sposob pozadany prad,
zapewniajacy jednoczes$nie dostarczenie okreslonej mocy czynnej do odbior-
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nika. Nastepnie wykorzystujemy iloczyn skalarny naszej przestrzeni Hilber-
ta, rozktadajac funkcje catkowitego pradu odbiornika na pewna liczbe para-
mi prostopadtych skkadowych, pomiedzy ktdérymi jest oczywiscie funkcja pra-
du bedaca rozwiagzaniem powyzszego problemu optymalizacyjnego. Skdkadowe te
powinny posiada¢ jasng motywacje fizykalng, najlepiej zwigzang z mozliwos$-
ciami syntezy w takiej lub innej klasie elementéw i majacej na celu kom-
pensacje niepozagdanego pradu. Mozna tez stosowa, w spos6b opisany w pra-
cy, operacje rozkdadu ww. przestrzeni Hilberta na sume prosta parami pro-
stopaddych podprzestrzeni. Po dokonaniu tego definicja odpowiednich mocy
jest juz zwykdg foimalnoscig. Natomiast otwartym zagadnieniem jest znale-
zienie tych przestrzeni Hilberta, ktére moghyby nastgpi¢ z punktu widze-
nia nakreslonych celéw przestrzenie Ln_«kﬂ), WEg2 n(O;T). Jest rzecza
znamienng, ze problem optymalizacyjny rozwazany jest nie w ww. przestrze-
niach, a w skojarzonej z nimi przestrzeni 1 z uzyciem wyréznionych zam-
knietych baz (uktadéw ortonormainych). Jest to w przestrzeni L,,(0;T) zwy-
k#a baza trygonometryczna, a w przestrzeni W, . n(O:T) - baza bardzo po-
dobna do niej. Uprzywilejowanie tych baz jest faktem psujacym estetyke
rozumowania oraz sugerujacym pewne tylko metody kompensacji niepozadanych
pradéw w dziedzinie czestotliwosSciowej. Réwniez otwartym zagadnieniem jest
skonstruowanie wkasciwego wskaznika jakosci, jego optymalizacja oraz kom-
pensacja pewnych pradéw w sensie globalnym w catej sieci.
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MBTOA OifEHKH HECHHycOiUAjlbHhiJt TOKOB MHOr03AjtMilHtiA npHEMHHKOB
C NC110JIbb 03 AHIIEM j10HHTHH [1POCTPAHCT3A COBOIJIEBA

PealdMe

B padoie onpe,gejieH noKa3aiejib KageciBa HecHHycoHAajiLHux tokob UHoro3a-
jchuhux npneMHHKOB, onpejtejiHiomHii KOMnpoMHcc uexXy ouesKoii noTepa sktubho?
moghocth npH no”Be”eHnii k OAHOuy npaemuiKy a ogeHKott xe$opuailHB (HajiHVHe
Bucamx rapuoHHK) tokob npaeuKKKa.

3tot noKa3aiejib onpeae™ea KaK KBa”pai Hopau cneuaalibHO ckohctpyapoBaHoro
npocTpaHciBa CoSoJieBa. Pemeaa npodjieMa uaHHuajiH3auaK sToro noKa3aiejia npa
orpaHH"eHMH paBeaciBa oiHocaigerocH k noABexeKaio saxaaHoii aKTHBHO& mohjbocth
k npaeHHaxy.

Aamee b padoie apoasBe”sHO pa3JioxeHne tokob uaoro3axaMaoro npaeuaHKa Ha
veiupe B3aauao opioroaajibHue cociaBJiaiouHe, npejncTaBJiaa ax <pn3naecKyio aaTep-
npeiaiian.

BBe”~eaa hobub onpe”eaeHaa moujhocth, CBa3aaHbie ¢ noxy”~eaaaua opToroaadib-
auu pa3xoxeHaea tokob npaeuaaKa.

THE METHOD OF EVALUATING DISTORTED CURRENTS OF MULTITERMINAL
RECEIVERS APPLYING SOBOLEV’S NOTION OF SPACE

Summary

The quality coefficient of distorted currents of multiterminal recei-
vers, determining a compromise between an assessment of the active power
losses at the lead to a single receiver and evaluation of the distortions
(the higher harmonics contents) of the receiver currents, has been defined.

The above coefficient has been determined as a square of the norm of a
certain, specially constructed Sobolev’s space.

The problem of minimization of this coefficient, with equality limita-

tion referring to the application of the assigned active pcwer has been
solved.
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A distribution of the currents of a multiterminal receiver into four
reciprocally orthogonal components has been carried out, and their phy-
sical interpretation has been given.

1Jev definitions of power associated with the obtained orthogonal distri-
bution of the receiver currents have been introduced.
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METODA SYMTEZY UKLADOW KOMPENSACJI SKEADOWEJ REAKTAHCYJHEJ PRADU
ODBIORNIKA DWUZACISKOWEGO ZASILANEGO NAPIECIEM ODKSZTALCONYM

StreBzczenie. W pracy opracowano metode syntezy ukdadéw kompensa-
cjisktaaowejreaktancyjnej (i) pradu odbiornika dwuzaciskowego za-

silanego napieciem odksztakconym. Wykazano, ze speknione sa warunki
konieczne _i_wystarczajgce realizowalnosci uktadu kompensacji w po-
staci dwojnikow LC.

Uktad _kompensacji, w ogolnym przypadku sktada sie z dwoch dwojnikow
LC opisanych funkcjami reaktancyjnymi_n-tego stopnia i kompensuje
n-1 harmonicznych skkadowej reaktancyjnej pradu odbiornika.

1. Wprowadzenie

Problematyka obejmujgca zagadnienia energetyczne obwodow jedno i wie-
lofazowych z przebiegami odksztakconymi wigze sie Scisle z problemem mi-
nimalizacji wskaznikéw jakosci tych przebiegéw. Minimalizacja wskaznikow
jJakosci przebiegéw odksztakconych, definiowanych w postaci pewnych funk-
cjonakdéw w przestrzeniach Hilberta L2(0jT), L2@OjT), wk ~(OjT),
W2,ct,n(0»T)* umozliwia [>1, [31. [4]1. I=1. [61. [71, [sil [9] rozkikad
pradéw odbiornika na wzajemnie ortogonalne skiadowe:

- aktywna odpowiedzialng za transport caltkowitej mocy czynnej do odbiorni-
ka 1 minimalizujaca wybrany wskaznik jakosci pradéw odbiornika,

- rozproszenia, zwigzang z czestotliwosciowg fazowg dyspersja konduktan-
cji odbiornika wokéd pewnych konduktancji zastepczych,

- reaktancyjna ri, okreslong wzorem (dla odbiornika dwuzaciskowego)!

(00)
ri =YiFRe ~ j Bh Ub expjh«*.), (€))
h=1
gdzie:
Bb - susceptancja odbiornika dwuzaciskowego dla kolejnej harmonicznej,
Ub - wspéczynniki szeregu Fouriera (w postaci symbolicznej) funkcji
napiecia u zasilajgcego odbiornik, okreslone wzorem!
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X
Uh =~E- J u(®exp(-jhrodt,he{l ,2f....} . ©®

Po3ta¢ skkadowej reaktancyjnej (1) pradu odbiomika w odréznieniu od dwoch
pozostatych skfadowych nie zalezy od tego, czy przeprowadzimy minimaliza-

cje funkcjonatu mnun ,, 2 czy tez funkcjonabu @l 1 i 2
]| i (JL ]].L2(0jT)) y J a J].W|"OjT))

41, [71, V], w przypadku odbiornikéw dwuzaciskowych oraz minimalizacje
funkcjonatow (I 1 .. X ai- )2 w przypadku odbiorni-
L] (0o¥T) 1 "wArN0jT)

kéw wielozaciskowych [2], [3], [9]1, przy tym samym ograniczeniu réwnos-
ciowym na zadang moc czynng doprowadzang do odbiornika.

Ze wzoru (D wynika, ze skladowg reaktancyjna pradu odbiornika dwuza-
ciskowego mozna kompensowa¢ dwojnikiem reaktancyjnym LC o skonczonej licz-
bie elementéw, gdyz w tym celu wystarczy (dla skoriczonej liczby harmonicz-
nych) zaprojektowa¢ dwojnik, ktérego susceptancje bedg réwne co do wartos-
ci i1 przeciwne co do znaku w stosunku do susceptancji odbiornika dla
pewnej zadanej liczby harmonicznych.

Kompensacja taka zachodzi z dowolna dok#adnoscig w sensie normy przy-
jetej przestrzeni funkcyjnej, tzn.i

AV A2 ii-i

i

g0 new uwdlMNiQIMH Ur  r 1L2(QiT) (©)
Tub

A V A i-4&11 NE,

£>0 neN uewfdOor(OjT) 1Ir r  Qw|>ju0}n) (@]
gdzies

rin »"~Re 3 Bh —-h exPHD)(®). ®

h=1

Kompensacja skiadowej reaktancyjnej pradu odbiornika zwieksza wartosc¢
wspétczynnika mocy zrodka zasilajacego £7] i zmniejsza straty mocy czyn-
nej na doprowadzeniu do odbiornika £3]* Z powyzszych stwierdzen wynika
potrzeba i1 celowos¢ opracowania metod syntezy ukdadéw kompensacyjnych
sktadowej reaktancyjnej pradu odbiornika, zdozonych ze skoriczonej liczby
elementéw LC. Zagadnienie to, nierozwigzalne w sposob ogélny do chwili
obecnej [7], [V], zostato podjete w niniejszym artykule.
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2. Formalizacja problemu syntezy i .jep analiza

W teorii syntezy ukkadéw liniowych proces syntezy przeprowadza sie
DI» [10], [13} z reguly w dwdch, kolejno po sobie nastepujacych etapach:
- etapie aproksymacji, polegajacym na okresleniu transmitancji (immitan-

cji) dwojnika spekniajacej warunki jego realizowalnosci fizycznej,

- etapie przyporzadkowania danej transmitancji (immitancji) konkretnego
modelu dwojnika,

- analiza uzyskanego modelu fizycznego pod wzgledem wrazliwosci i reali-
zacji technicznej.

W pracy zagadnienie syntezy sprowadza sie do rozwigzania pierwszego z wy-

mienionych etapéw, gdyz do chwili obecnej nie znaleziono [7] jego ogélne-

go rozwigzania.

Drugi etap syntezy jest dobrze znany w literaturze dotyczacej teorii syn-

tezy, np. QI1, [lo], [13], 1 nie bedzie w pracy rozpatrywany.

Sformalizujmy obecnie problem syntezy ukdadu kompensacji sktadowej re-
aktancyjnej pradu odbiornika (w sensie oméwionym we wstepie pracy) w po-
staci ogolnej.

Problem syntezy 1 (Sl1.)
Wyznaczy¢ funkcje reaktancyjng o postaci:

Br : R— "R (6)
gdzie: n
Q)
i=1
AsR, nsH
dla i = 2k-1, keN, zera funkcji reaktancyjnej,

= 2k, keli, bieguny funkcji reaktancyjnej

dla

ktoérej zera 1 bieguny posiadajg wkasnos¢ okreslong wzorem:
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przy zatozeniu, ze dane sg wartosci tej funkcji:

Br (w) “ Bragr) = “ Bh ©)

gdzie:
Bh - susceptanoja odbiornika (por. wzor (1)),

wh = bu), oj= jjr ,

w skonczonej liczbie punktow he{l,2,...m} .

Funkcja okreslona wzorem (7) speknia warunek:

limBr@) = -0, lim Br@) (10)

+ of —B£>
oj —»()

Przyjecie funkcji okreslonej wzorem (7), ktoéra speknia warunek (10), sta-
nowi dodatkowe ograniczenie mozliwych realizacji struktur dwojnikéw LC.
Wiaze sie ono z koniecznoscig kompensacji sklkadowej reaktancyjnej pradu
odbiornika (z dowolng dok#adnoscig w sensie wprowadzonej normy por. wzory

@), (®), gdyz wtedy:

lim [Bh|juh]=0 gdy sup{|Uh[}=C, D
h-*°° heli

a zatem liczba wprowadzonych przez dwojnik kompensacyjny wyzszych harmo-
nicznych (do pradu odbiornika) maleje ze wzrostem indeksu h.

Przedstawiony problem syntezy (PSI) sprowadza sie zatem do rozwigzania
ukdadu réwnan algebraicznych nieliniowych o postaci:

n n
Br (rxe)hoo ((M2 -wn) = A Jl (o2 - “>li_1), @)
i1 1-1
gdzie:
Br(a) - jest znane i spelnia zaleznos¢ okreslong wzorem (9)

wzgledem niewiadomych A, <Ci>W 27" a@n-1"~Pn” Przy ozVm niewiadome
Ge{l,2,...,m} ) winny spednia¢ warunek okreslony wzorem (8). Ukdad réw-
nan (12) mozna zapisa¢ w sposOb nastepujacy:

AN FE <h tx2i5 = TT = v x2iql) > a3
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gdzies

he{l,..=,2m} ,

B, (w>)ha>
Ah J

2 2
, ah= (uw , x =w.

Rozwigzanie ukdadu réwnan (13) wzgledem zmiennych @Ge{i,... ,m]) pozwa-
la wyznaczy¢ zera i bieguny funkcji wymiernej o postaci okreslonej wzorem
(M* Funkcja ta bedzie funkcja reaktancyjna, gdy bedzie spedniony warunek
®).
Rozwigzanie postawionego problemu (PS1) wymaga wiecs
- wykazania istnienia rozwigzania silnie nieliniowego ukdadu réwnan (13)
wraz z konstrukcjg efektywnej procedury rozwigzywania tego ukdadu réwnan
zawierajacej sposob doboru punktu startowego (przyblizenia poczatkowego)
- wykazania, ze przy odpowiednio dobranym punkcie startu rozwigzania wy-
mienionego ukdadu réwnan spedniajg warunek okreslony wzorem (8).

Po wykazaniu powyzszego, synteze konkretnego modelu dwéjnika kompensacyj-
nego przeprowadza sie znanymi metodami, np. Cauera, Fostera [i], |jol itp.
Poniewaz rozwigzanie postawionego problemu (PSI) jest rzecza bardzo
trudng [/17], sprowadzmy omawiany problem syntezy do postaci umozliwiaja-
cej wykorzystanie teorii réwnan liniowych, nastepnie do jego rozwigzania.
Pozwoli to oming¢ trudnosci zwigzane z analizg istnienia rozwigzan ukdadu
réwnan (13) oraz problemy zwigzane z doborem odpowiedniego punktu starto-
wego (przyblizenia poczatkowego rozwigzania), co ma duze znaczenie przy

praktycznym rozwigzywaniu wymienionego ukdadu réwnan.
Funkcje reaktancyjna okreslong wzorem (7) i spekniajaca warunek (0)
mozna przedstawi¢ w nastepujacej postacis

, M _iHL ,, e2“;n-a-~°"2"2n-y"4 -~ - 2
. "N, £U27- 20172072 * 7 e 3§
gdzie:
w, ke{o,1,...,2n+1} , neN, H =-1,

co pozwala na sformutowanie problemu syntezy (PSI) w nastepujacy sposob.

Problem syntezy Il (PS II)

Wyznaczy¢ wspotczynniki wielomianow L@, Mice2) okreslonych wzorem
(14 majac dane wartosci funkcji (14) w m (@elf) punktach.
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Zera 1 bieguny tak uzyskanej funkcji wymiernej winny by¢ tak dobrane, aby
funkcja wymierna (14) by#a funkcja reaktanoyjna.

Rozwigzanie problemu syntezy (PSU) sprowadza sie do rozwigzania ukda-
du réwnan liniowych o postacit

cod (toiil)
1®“ IX
—Blﬁgf‘ﬁll -Hc™n, Bloon_1, HUENn"™2 ... ... B P -H ol
|BIS>g (/m,...,f i) > cioicaneias mabelasw i I a8sjrxwsoH
aoi -B~2n+1, -Ho|n, Holn"2...... -Ba2, -H a%] bl WY al
cen isw ‘;noxnfsqs oisbgcf t& .isnftoaBfiieen = dvij.a -(V)
-®
toeiw Bssm'iw (IB!) naslciatq 5o

(C “Brffbn+1* “Huin-~ h ”"1m H<Mn*2, ... , S%%» -H  *Jex o (15

ftswyt ubuitiu oset sinevrEseiwsoi Yil-ibeooaq teowytfrare sg intstii ssaw

.(0Se ====resooq eiassxXd'GS'iq) osewotiata utArw. :odob den s ti( tsaelwss
7 tfineseiwsoa uixaia exodnuq aPiusadob o.. .. vcgbo v: -GS aeesx™w -

meiosw v.aofsaaio aeaiiisw nfcsinleat’ «enwo6i ufc O: 9npigei3i
“B%H}”*? >Sji_Ha’r5n. Bé)-grl':h, HuEnc‘i‘%._ Tt “an?)’ - a1 nese™iw ol
iii Tor ,[rj sieiaol ,eaeusO , IEsbede:; >§jgsx o gesaq o8en

Lsbasd esnasa iaet (121) umrldoagoseaoiweiaog elnsseiwsoa $sweinol
a&LthWII&onu ioeiBoa oh vsetaxe saldoaa raalwsao vms$bev»aqs ,|Tf1l eabmi
alasselwsoa o-"ef, 06 exngeiaon tilofwoJ iwca iiioei sInBf8'isaojlv;w tao

ak> 0; BMeR, alHPLIifliJ8 * ioetbirat usnlao ot Howsol
- a.sio ut'Aaug ogeinfceiwogbo ceiocfeb s easseiw: \130idolq sb-io (Cf) nenwai
B, ]—eléauessc?eep antte:ﬁuacoSCI mllﬁ;’n(:b);allgéfao koslejnej P\%?r'ngﬁ?g%ngj eﬂj Elq) OS(;W

Jlgouasw sopt(s?nleqe 1 (V) »ertoew ertoia&iiio int\:ori6i>'s3a etsdiau!
oraz do wykazania, ze uzyskana funkcja wymierna (14) jest funkcjg reaktan

cyjna.
Przyjmijmy,t;ze prad reakta;qoyjny odbiornika ri(1l) posiada pekne widmo
hgrmonioznycSHbwvied i* ' °tl-nge* *nSE B8 H m m (coy'a
(ret o &- + S-AS-uSa-nS +nE6)w
ey, JZ70S: (16)
181%1]

Uwzgledniajac wz?r (16) -we qurze (152 r_pozemy ten Wzor zaplsao w posta-
ci macierzowej!

—dbeo'g\:% \_/0(1)‘.tuqqisan w (121) TseinXB ximaicfonq elnewoimrjole aa Elswso%l%)

gdziej (11 51) IX Vltava s&ldoal

me"9Kig BgpioX ~Batft Jiinatsoibgew Hsosnsr”

L **I+ . {{oBi%iwig~hiKaal m w (fAT)* H~*nnn”~ losoiasw enafc oetsm (irj

dim X = 2n+2,



Metoda syntezy uktadow.. 101

1, -1 , ‘B1 , 1

P o pofllll 522 » A

2n+1 2n B~h 2n-1 -h 2n-2

-V , -Bhh, 1 (]_9)

_Bmm-2n—1 m2n, _Bmm2n—1 , _2n-2

Mozna wykaza¢, ze rzad kazdej podmacierzy (O wymiaie (@n+2, 2n+2)) ma-
cierzy A okresSlonej wzorem (19) jest réwny 2n+2.

Zatem kazdy ukdad réwnan liniowych przyporzadkowany tym podmacierzom po-
siada wydacznie rozwigzania zerowe [jI5]e

Z wymienionego powodu interesujacy jest przypadek:

m< 2n+2 , o)

sprowadzajacy sie do zatozenia pewnej liczby zer i biegunow funkcji (14).
Chcac wykorzysta¢ do syntezy teorie rownan liniowych, konieczne jest zalto-
zenie znajomosci wszystkich zer (lub wszystkich biegunow funkcji (14)).
Wygodniej jest przyjac¢ jako znane bieguny funkcji (14), zakkadajac tym sa-
mym, ze odpowiedni wielomian mianownika M@ jest wielomianem stabilnym
(Hurwitza LjI8D).-

Z przedstawionych rozwazan wynika, ze problem syntezy (PSU) mozna
sprowadzi¢ do nastepujacego problemu PSIII.

Problem syntezy 111 (PSIII)

Niech

/\ Bh > <] n = 21+1} 1.neN, D
he{l,...,n+1}

gdzie:

BN - susceptancja odbiornika (por. wzor (Q)).
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Nalezy wyznaczy¢ wspotczynniki wielomianu LiaR) (wzor (14)) majac dane n
(n - liczbe biegunéw) biegunéw funkcji M(002) dobranych zgodnie ze wzo-
rem«

Ae {1,...njobh-1 ~ FH" &N (22)

oraz majgc dane n+l wartosci funkcji reaktancyjnej (14) dla czestotli-
wosci b réownej«

'%)e{l ntl 3} W =-B** A ahCe- (CS))

Dob6r biegunéw przeprowadza sie zgodnie ze wzorem (22), majac jednak na
uwadze techniczne warunki realizowalnosci dwdjnika reaktancyjnego (np. ko-
niecznos¢ stosowania cewek o niezbyt duzych dobrociach).
Zera wielomianéw L(ooz), M(ooz) winny spednia¢ warunek przeplatania Q)
[10], [16]-

Rozwigzanie problemu syntezy (PSII1I) wigze sie z zagadnieniem istnie-
nia pewnych rozwigzan nastepujacego ukdadu réwnan liniowych«

VX @
gdzie«
I r r 2n -a wn-2 /5204
X =rjd'x2* xn+l] =La2w = A2
)
dim X" = n+lj ar> 0 dla ke{o,...,2n},
b=[bv b2, b3,...tVI]+=[B1 B220<M(2w)?2),
En+l (n+)oo(M(+1)oo)2)] * - (26)
1 1 1 1
22n 22n-2 22n-4 1
V = 2
h2n h2n-2 h2n“4 1 @)

o+ 2 (n+1)2n“2 (n+1)2“-4 1 .
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Macierz V Jest macierzg Vandermonde’a [15] rzedu n+1, zatem«

detV i0 . ©@9)

Uktad réownan (24) Jest ukdadem Cramera (I5 i1 posiada zawsze rozwigzanie

niezerowe. Twierdzenie Cramera nie pozwala na okreslenie warunkow

istnienia rozwigzan ukdadu réwnan (24) o postaci okreslonej wzorem (25)
(tzn. o znakach zmieniajacych sie na przemian)«

Zauwazmy, ze spednienie warunkéw okreslonych wzorami (21), (22), ()
implikuje zaleznosci«
M(wd) >0
M(2ca) )< O

M((Bo0)2) > 0 ()

M((n+1)tor) < O .
Zatem«

B1 MU) ) >0

B2 M((20)2) < 0

(€Y
Bn+iIM((n+Ooor) < O .

Sk#adowe wektora b posiadajg taka samg strukture Jak skfadowe wektora X1
(rozumiana Jako zgodnos¢ znakow wspodrzednych wektoréw b, X* o tym sa-
mym wskazniku oraz te samg liczbe zmiany znakéw)j tak wieo mamy«
b =pB1M@©?2)|, - |B22«M((22>)2)] , |B330ifl(@PR) ], =«
--- = IBnncd((nup)2)] , |Bn+1(n+DwM((n+Dw)2 » - @D

Wykazemy, ze operacja liniowa okreslona wzorem«
v b = x;

gdzie« X* b okreslaja wzory (25), (26), odwzorowuje stozek [ji], OOl
T(n-1), Rn+") zdefiniowany nastepujaco«

T(n-1, Rn+1) - |b=[bv b2 bn+J t«b1>0,b2>0....V I >0}  (33)



104 H. Pasko, J. Y/alczak

gdzie:

IbideR+> n+l],
na siebie«

Macierz Vendermonde’a o wymiarze i+l jest regularna co do znaku [14],
tzn« wszystkie minory tej macierzy do rzedun+l whkgcznie posiadajgten sam
znak, stad na podstawie pewnego twierdzenia (Hj, [12] dotyczacego opera-
toréw dodatnich mozna stwierdzi¢, ze operacja liniowa okreslona wzorem
(24) odwzorowuje stozek, T(k,Rn+1) na stozek VT(k,Rn+1)

iioaonselBS etuiiilaoil

r 1V:T(k,Rn+1) -> VT(k,Rn+1)CT(k,Rn+1). A
ko2, o1} ( )) ( )CT( )) (€D
0> (SUSM
Poniewaz operator V (por. wzor (28) jeS‘l'bl jekcja, sta,d
££) ij @of))M
AT , T(k, Rn+1) =VT(k,Rn+1), 35

ke

a zatem operatory V i1 V-1 nie zmieniajg stozka.

Rozwigzania uk#adu réwnan (4), tzn« wspodczynniki wielomianu L(cu ),
spedniajg warunek konieozny realizowalnosci funkcji reaktancyjnej (@woj-
nika kompensacyjnego) .

Droga analogicznych rozwazan mozna wykaza¢, ze spedniony jest warunek
konieozny rozwigzalnosci nastepujgcego problemu syntezy PSIV.

I .0> (S@ (MM a

Problem syntezy IV (PSIV)

Niech:

sstio i § (36)
ﬁ:\e&,"',n+l(—; Bh 0 eJ sstio uitfl§ paa

gdzie:
Bh - susceptancja odbiornika (por. wzér ()).

o
Nalezy wyznaczy¢ wspétczynniki wielomianu I(ou ) (14), majac dane n-bie-
gunéw cg funkcji  M(w2) dobranych zgodnie ze wzorem (22) oraz dane n+l

wartosci funkcji reaktancyjnej (14) okreslonych wzorem (23).

Zera wielomianéw Ho?) winny spednia¢ warunek przeplatania (8).H
Obecnie wykazemy, ze zaproponowane procedury syntezy dwdjnika kompen-
sacyjnego spedniajg warunek wystarczajgoy realizowalnosci funkcji reaktan-

cyjnej. W rozwazaniach przyjelismy posta¢ funkcji reaktancyjnej:
soosGnaeiesn inswoJtrleba (FHH ,(r-n)T
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gdzie:

st(L(@") = st(M(C*E))-

Zatem
- il = . (€N}
CO—IrltrJno u(o)l ) % 63
lim B I - -« . €3]
O»o+
Jesli
3Br (to) .
lim B @ - -o® i +0 = (€2))
0J~*0+

to tym samym funkcja Br(«) jest scisle rosnaca.
Tak wiec wystarczy wykaza¢, ze dla przyjetej przez nas funkcji (1) zacho-

dzi:
3B (to) /\ /140)

Zauwazmy, ze:

aBrfrfl MC@2)+ mW 2) # 4D
3t 3 to~to?)]2

Mianownik wyrazenia (41) jest Scisle dodatnio okreslony z wyjatkiem przy-

padku oo » O, ) « 0 (znanych biegunéw) .
Zatem
EBE(CO) » 0, wtedy i tylko wtedy, gdy:
3to
17(@HOWM(0™) - LE2)M(to2) +oW" (D] - 0 . @

Przeksztatémy rownanie (42) w nastepujgoy sposob:

L(w2) M(t02) - Lr(oVHto- 0 , “@
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gdzie:

Hue) =1 Wy @)

Rownanie (43) Jest stuszne w kazdym punkcie osi rzeozywistej (@), z wyjat-
kiem punktow, dla ktérych M(u>2)0= 0.
Na wspétozynniki wielomianu L(QU) ) narzucone Jest n+l wiezowj Jest to
ukdad réwnan, z ktérego wyznaczamy te wspotczynniki (por. réwnanie (24)).
Przyjmijmy, ze istnieje punkt na osi co, w ktorym spetnione Jest réwna-
nie (42). Wspodrzedne tego punktu oznaczmy przez co.. Wtedy na wspétczyn-
niki wielomianu +(o0 ) oprécz n+l warunkdéw okreslonych rdéwnaniem (24)
by4by narzucony dodatkowy warunek:

wxn(E Wx)""2n)a2n “wxn-2( ~ “ @n"2"a2n-2 + **
-W2(EWUE) - 2)a2 + aQ £(c02) = 0 . “5)

Wykazemy, ze réwnanie (45) oraz dowolne z réwnan (24), sa liniowo nieza-
lezne.

Aby rownania (24) i (45) byty liniowo zalezne, musiatby by6é spekniony
ciag warunkow:

CuEn + €EnECE]) “ 2n) = 0

Oo™-2 +o™Mn"2(M(@R2) - (@2n-2)) =0

| (46)
Cal +wxEE ) " 2) = 0
oraz warunek dotyczacy prawych stron réwnan (24), (45):
Cuk 3r 41x )u ~ = 0 * (47)
Z zatozenia, ze Mo2) ~ 0 wynika C=0, “498)

a stad
£«@2) =0 , “@9
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co prowadzidoby do warunkoéw:
co* 2 -0
4=0
(EY)

uw>*n 2n = 0 .

Wzory (B50) dla ax f O nigdy nie beda spelnione, a wiec zachodzi wzoér
(40), ktory kacznie ze wzorem (38) pozwala stwierdzié, te:

Tak wieo wykazano warunek wystarczajacy realizowalnosci probleméw syntezy
esHD, (ESIV).

Wykorzystajmy obeonie wykazane zagadnienia syntezy do syntezy ukdadow
kompensacji skkadowej reaktancyjnej pradu odbiornika.

Sk#adowg reaktancyjng pradu odbiornika przedstawiamy w postaci wzoru:

k i k
pi Re J Bh Jh exp Jaof.) - Y~ARO Xj " )A™hexp +
h=1 h-1
k
+Y2 Re JChuh exp Jhee(l) = ril + ri2 » GD
h=1
gdzie:
Jesli Bh> 0
G2
&3

Na dobér stakych nie narzucamy tadnych warunkoéw.
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Rozwigzujac problem (PSII1), okreslamy strukture dwdjnika kompensujace-
go prad ril, natomiast rozwigzujac problem (PSIV), okreslamy strukture
dwéjnika kompensujgoego prad ri2.

Bieguny dwojnikéw kompensujgoych skdadowe ril i ri2 sg takie same.

Strukture ukdadu kompensacji pradu odbiornika opracowanego na podstawie
powyzszych rozwazan przedstawiono na 17s. 1.

Rys. 1
Fig. 1

Ukdad kompensacji K1 kompensuje harmoniczne skladowej reaktanoyjnej pra-
du odbiornika, przyporzadkowane dodatnim susoeptanojom odbiornika, dla
odpowiednich harmonicznych, natomiast ukdad kompensacji K2 kompensuje har-
moniczne skladowej reaktanoyjnej pradu odbiornika przyporzadkowane ujem-
nym susceptancjom odbiornika.

1. W artykule sformalizowano problemy syntezy ukdtadéw kompensacji ski
dowej reaktanoyjnej pradu odbiornika dwuzaciskowego zasilanego napieciem
odksztatconym:

(PSI) - sprowadzajacy sie do rozwigzania ukdtadu rownan nieliniowych (12),
(PSU), (PsI1D), (PS1V) - sprowadzajace sie do rozwigzania ukdad&r réwnan
liniowych.
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2. Rozwigzaniom probleméw (PSIIT), (PSIV) mozna zawsze przyporzadkowad
funkcje reaktancyjne, realizowalne w postaci dwdjnikéw LO.

3. Zaproponowano strukture ukdadu kompensacji sktadowej reaktancyjnej
pradu odbiornika dwuzaciskowego zdozona z dwoéch potaczonych réwnolegle
dwéjnikéw kompensacyjnych LC opisanych funkcjami reaktanoyjnymi. Jeden
z tych dwojnikéw kompensuje harmoniczne skdadowej reaktancyjnej pradu od-
biornika, ktérym przyporzadkowane sg dodatnie susceptancje odbiornika,
natomiast drugi kompensuje harmoniczne sktadowej reaktancyjnej, ktorym
przyporzadkowane sg ujemne susceptancje B". Zaproponowany ukdad kompensa-
cji umozliwia wyeliminowanie skonczonej liczby harmonicznych skdadowej
reaktancyjnej pradu odbiornika.

4 . Uktad kompensacji umozliwia kompensacje skoriczonego widma skdadowej
reaktancyjnej pradu odbiornika w przypadku, gdy widmo to zawiera wszystkie
harmoniczne pradu oraz w przypadku, gdy niektére harmoniczne skikadowej
reaktancyjnej pradu odbiornika nie wystepuja.

Zaproponowany sposéb syntezy dwojnikéw kompensacyjnych skktadowej reak-
tancyjnej pradu odbiornika umozliwia konstrukcje prostego algorytmu nume-
rycznego (sprowadzajacego sie w zasadzie do rozwigzania ukdadu réwnan li-
niowych i poszukiwanie zer rzeczywistych wielomianéw), ktéry w skoriczonej
liczbie krokéw (brak procedur iteracyjnych) pozwala na okreslenie struk-
tury dwonikow.

Proponowane metody syntezy sa ogélne w tym sensie, ze umozliwiaja one
wyznaczenie admitancji dwojnikéw kompensujacych dowolnie wysokiego rzedu.
W szczegolnych przypadkach mozna dla niewielkiej liczby harmonicznych dro-
ga préb i bledéw okreslio admitancje jednego dwojnika kompensacyjnego (za-
miast dwoéch).
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METOH CHHTE3A 1J&EBii KCMHIEHCHPyjCniHX PEAKTHBHY IO COCTA3JUIXHY10 TOKA
HIIH OHHOSA3HMX UENEii C HECHHYCOHHAJIbHO™ XAPAKTEPHCTHKOR i

P e 3»xua

B paOose npeacsasaea ueioA cnaiesa aeneit KOMneHcapynmix peaxTHBHym
cocTaBJiamyra loaa nnn osHo04)a3HHX npneuHHKOB ¢ HecHHycoH~ajibHUM HanpnjKeHHeu
HCioaHHKa. ,HoKa3aHii HeodxoAHMbie h flocTaioaH ue ycjioBHa ju peaiH 3anHH nenett
KOMneKCHpyiOmHX peaKTHBHHIt TOK C npMpmMJ peaKTHBHHX ASyxnoJBCHHKOB C.

KoMneHCHpyimaa aenb b oémeu cjiyiae coctoht «3 «Byx fIByxnojnocHHKOB C
coeHHeKBHx napamiejitHO rjih. KouneHcaniiH — rapuoHHK peaKTHBHoit cooTasjia—
omeit TOKa.
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THE METHOD OP THE SYNTHESIS OP THE COMPENSATION NETWORKS FOR THE
REACTIVE COMPONENT OP THE CURRENT OF THE TWO-TERMINAL RECEIVER
SUPPLIED FROM THE PERIODIC NONSINUSOIDAL VOLTAGE SOURCE

Summary

The method of the synthesis of the network compensating the reactive
component (ri) of the current of two-terminal receiver supplied with pe-
riodic nonsinusoidal voltage has been worked out.

It has been proved that the necessary and sufficient conditions of its
realizability as LC one-ports are fulfilled.

Generally the compensation network consists of two LC one-ports descri-
bed with reactance functions of the n-th order and compensates n-1 har-
monics of the reactive component of the receiver (load) current.
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PROPOZYCJA ROZKLADU MOCY W UKLADACH Z OKRESOWYMI
PRZEBIEGAMI NIESINUSOIDALNYMI

Streszczenie. W artykule przedstawiono propozycje nowego rozkdadu
nocy w uk#adach liniowych z przebiegami okresowymi niesinusoidalnymi.
Proponuje sie rozkd#ad mocy pozornej |S|] = JUllllna cztery skdadowe
wytworzone przez dwie ortogonalne skdadowa pradu pobieranego przez
uktad. Moce te oznaczono P, Pd,Q i Qd, przy czym P jest moca

czynng, a Q moca bierng Budeanu. Prad, ktéry zwigzany jest z po—
borem przez ukdad mocy czynnej, powoduje réwniez pobdr mocy P~. Na-

tomiast prad zwigzany z mocg bierng wytwarza réwniez moc Q,. Sk¥a-
dowa Pd bywa czasem oznaczona Qs [i]-

W pracy podano wzér na wprowadzong nowg skdadowg mooy Qd oraz uza-

sadniono potrzebe wprowadzenia nowego rozkdadu mocy. Proponowany
rozktad poréwnano z lansowanym ostatnio rozkdadem mocy L. Czarnec-
kiego [1J. Pokazano przyktady uktaddéw, w ktérych proponowany rozkdad
mocy zapewnia uzyskanie bardziej pednego obrazu stanu energetycznego
ukdadu.

Wykazano, jaka czes¢ mocy pozornej |5] moze zosta¢ skompensowana za
pomoca pasywnego dwdjnika reaktancyjnego.

Istnieje wiele koncepcji teorii mocy dla ukdadéw z niesinusoidalnymi
przebiegami okresowymi. Liczni autorzy proponuja rézne rozkdady mocy na
sktadowe [I][V]-

Wady wiekszosci z tych rozktadéw oméwione zostaty w pracy L. Czarnec-
kiego [i]-

W proponowanym rozktadzie moc pozorng |S| = |U|||| rozbija sie na czte-
ry skfadowe: P, Q, Pd, Qd, gdzie: P jest moca czynnga, a Q jest moca
bierng (Budeanu).

Rys* 1
Fig. 1
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Rozpa™trzray pasywny dwojnik liniowy pokazany na rys.

zasilany napieciem t
«
@
u(t) =171>1 1url sin(kort + *k)
k=1
oraz pobiera prad
@
i(t) -F, Ixvml sintkwt + ak + Yk).
k=1

K. Stec

1. Dwéjnik ten Jest

Prad ten mozna rozdzieli¢ na dwie ortogonalne skdadowe p]j

[e8}
V 0 "Z] Wkl Gk sin(kurt + *k)
k=1
oraz
(00]
" y~!lUkalBk c°s(kwt +otk)
k=1

gdzie Gk oznacza konduktancje, a 3k susceptancje dwojnika dla k-tej

harmoniczneje
Poniewaz

i() = iG() + iB®

oraz
J iG(®)IB (t)dt =0
0

mamy

oraz
Isk = Isgl2 + I1™M12

gdzie

ISG 1= 1U TIGI *|Sb 1= lull™o 1
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Wiadomo, ze

oraz

Z zaleznosci (1) wida¢, ze prad iG(t) powoduje pobieranie przez ukdad
mocy czynnej P oraz dodatkowo pewnej mocy, ktéra oznaczono Pd, a prad
ijit) jest odpowiedzialny za pobdr mocy biernej (Budeanu) oraz pewnej mo-

cy, dla ktérej przyjeto oznaczenie Moce PH i mozna wyznaczy¢
PO
@
k,n=1
kfn
Jezeli we wzorze (2) dla wszystkich k 1 n mamy = Gn, to moc
Pd =0 i prad iG(t) ma taki sam ksztakt jak napiecie (hie jest odksztat-

cony).
Podobnie jak Pd mozna réwniez wyznaczy¢ moc Qd.

Poniewaz



2 - £ W X * £ k12k 1V,
k=1 k,n=1

wobec tego

=1 £ Iuk!2 Juni2<Bk -V 2 ©)
K

Suma 2 4 Q?j = K2 , gdzie K Jest tzw. moca odksztatcenia w rozktadzie
Budeanu.

Moc K nie powinna by¢ Jednak rozpatrywana Jako Jedna moc, poniewaz jej
sktadowe majg roézny sens fizyczny- Moc Pd ma charakter mocy wydzielanej
na elemencie rezystancyjnym, a moc Qd ma charakter mocy wydzielanej na
elemencie reaktancyjnym.

Moc Pd moze by¢ uwazana za catkowita miare odbiegania ksztalttu pradu
iQ(®) od ksztaktu napiecia u(t). Natomiast moc moze by¢ wskaznikiem
tylko jednej z przyczyn odksztatcenia pradu ijj(t) wzgledem napiecia u(t),
tzn. zmiany susceptancji w funkcji czestotliwosci. Druga przyczyna, ktoéra
Jest przesuniecie kazdej z harmonicznych pradu ig(t) o nie wpdywa
na Q9. Qd nie moze by¢ wiec uwazana za moc odksztakcenia.

Moc ]&g | Jest tozsama z mocg Qr w rozkkadzie L. Czarneckiego, o ktoérej
to mocy autor twierdzi, ze Jest kompensowakna réwnolegle wkgczonym dwédj-
nikiem pasywnym.

Ze wzoru (3) wida¢ Jednak, ze np. catkowita kompensacja katej harmonicz-
nej pradu powoduje kompensacje k-tej skkadowej mocy biernej Q (Bu-
deanu). Nie kompensuje natomiast zadnej ze skfadowych mooy Qd» Skdadowe
te moga wzrasta¢, Jezeli przed kompensacja BjBiji> 0, a maleja gdy przed
kompensacjg Bj~”~ 0. Moc |SgJ2 = Q2 + Q2 .

Poniewaz kompensowalne sa tylko moce bierne poszczegélnych harmonicznych,
nie mozna w ogéle méwi¢ o kompensowalnosci mocy |Sg |@Qr)-

Moc ta nie dostarcza zadnych informacji przydatnych przy doborze dwdjnika
kompensacyjnego .-

Jako przykdad rozpatrzmy dwéjniki pokazane na rys. 2a i 2b.

Dwéjniki te zasilane sg napieciem

u(t) = |Ulm |sinCit + <) + JU2m I sinCrt + <2°
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Wartosci elementéw w tych ukdadach spedniaja zaleznosci™*

G = 1 L=+ Li=]i
tv(®
u®
bj
Rys. 2
Fig. 2

W tabeli 1 podano zaleznosci miedzy konduktancjami (susceptancjami) po-
szczeg6lnych harmonicznych.

Tabela 1
K Uktad a Uk#ad b
1 61 61
1 B1 B1
2 G2 G2
2 B2 82

Z wartosci tych wida¢, ze w obu uktadach jednakowe sg wartosci skuteczne

sktadowych pradéw |XQ | i |[Xg]* Réwne sa réwniez moce P, Pd i |Sg|(Qr)>

R6zne sa natomiast moce Q i (tabela 2).
Tabela 2
Moc Uktad a Uktad b
o) luj2 Bl + JU2I2 B2 2Bi - N 2B2
11

1 112 p2]2 (Bl - B2)2 1 212 R @ +B2)2
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Podsumowanie

Rozkozenie mocy | | na dwie skkadowe Q i Qd pozwolito stwierdzic,
ze moc |Sij] nie jest kompensowalna za pomoca réwnolegle dotgczanych dwdj-
nikéw pasywnych. Kompensowalne sa wykacznie moce hierne poszczegélnych
harmonicznych.

Moc |SB | nie dostarcza réwniez zadnych informacji o potrzebnym dwéjniku
kompensacyjnym. Z pokazanego przykdadu wida¢, ze dwa ukdady majace te samg
moc |sB |moga wymaga¢ zastosowania dwoéch zupednie réznych ukdadéw kompensa-

cyjnych.
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NPEJMIOAaEHHE PASJIOICEHHH MOUHOCTM d OEIliDC C HECHHycOHAAJIbHHMH
nEPEJWHECKHMH [0KAMH

pe3jue

_AaHo npejyioxeHae HOBoro pa3JioxeHHH moiuhocth b sjteKipnveckHX JiHHeftHux
NEJIaX ¢ nepeoAnvecKBMH HecHHycoHxaxbabaiH TOKaxa. npeAJiaraeica paajioxeHHe
noJJHod MomHOCTH |S| = |U1l1l1l1 Ha veThtpe cjiaraeMtix, BosHHKaiomax as AByx
cxaraeaux loxa npoxoAJimero vepe3 uenb. 3*a mouhoctb oCo3KaveHu P, P ,

a Qd . MogHOCTb P sto aKTHBHa« MogHOCTb, MogHocib Q - peaKThbsaa Eyxeaay
Tok CBH3aHHMU C aKTHBHOft MOJKHOCTbB npOR3BOAHT TOX6 MOQJHOCTb Pp, a 10K CBS-
3aHjJit ¢ peaxiHBHoH uogHocibjo nponsBoaht Taxxe mouhoctb Qd> Caaraeuoe Pd
o0o3Ha<iezcx xaaxe Qg p]l -

B ciaxbe Aaaa $opuyxa axa hoboK cxaraeuoB mouhocih a AOKaaaHa HeoOxo-
Axuocib HOBoro pasxoxeaxA Moquocxa. llpeAciaBJieHBoe pa3xoxesae cpaBHSHO c
pa3xoxeHaeu uogHOCTa JI. "-iapneukoro [i~j. UcKaaaHU npauepu ueneH, b Koiopux
npeACTasxeHaoe pa3xoxeHae liogaocia gaei Jiyanyjo HHjopuauaB 06 anepreiavecKoa
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COCTOfIHHH ueilH. YKasaHO, KOIOpaH UaCTb nOJIBHOU UOI3HOCTH uosei SUTE KOUneB-

OHpOBaHa peaKTHBHHM  ByxnQJIKICHHKOM

THE SUGGESTED DECOMPOSITION OP THE POWER IN THE CIRCUITS
WITH PERIODIC NONSINUSOIDAL CURRENTS

Summary

Tbe suggestion concerning the new decomposition of the power in linear
electric circuits with periodic nonsinusoidal currents has been presented.
The decomposition of the apparent power |S| = |U|||| into four components
produced by the two orthogonal components of the circuit current has been
suggested. The power components has been denoted P, P, Q and Qd, where
P is the active power, and Q 1is the reactive power in a Budeanu sense.
The current producing the active power produces also the power P*, and
the current producing the reactive power produces also the power Q. The
component is sometimes denoted QB [I]«

The formula for the calculation of the new power component Qd has been
given and the need for tbe introduction of the new decomposition of the
power has been proved.

The suggested decomposition of the power has been compared with the one
suggested by L. Czarnecki QI]. The examples of the circuits in which the
suggested decomposition gives more information about the energetic state
of the circuit have been presented.

It has been also shown what part of the apparent power |S | can be compen-
sated by means of the reactive two-terminal network.
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GLOBA1KIE ZBIEZNA ANALIZA HYBRYDOWA

1e

Streszczenie. W praoy przedstawiono globalnie zbiezny algorytm
analizy hybrydowej sieci rezystancyjnyob nieliniowych oparty na me-
todzie kontynuacji. Algorytm ten posiada dwie fazy.

W fazie pierwszej zwigzany Jest z rozwigzywaniem zagadnienia poczat-
kowego dla uk#adu réwnan rézniczkowych zwyczajnych stowarzyszonych
ze zmodyfikowanymi homotopijnie réwnaniami hybrydowymi sieci. W fa-
zie drugiej rozwigzuje sie rownania hybrydowe sieci metoda Newtona-
-Raphsona z przyblizeniem poczatkowym otrzymanym w fazie pierwszej.
Uzytecznos¢ algorytmu zademonstrowano na przyktadzie obliczan nume-
rycznyoh wybranego obwodu nieliniowego.

Wsteo

W pracy rozwazone zostanie zagadnienie rozwigzania roéwnan hybrydowych

nieliniowej sieci rezystancyjnej o postacis

gdzie:

F(xX) = Ff(x) -Ax -b =0

ALl A12 3} ni b= 'bi g
A21 A22 3wy s *2
nil n2

X&Rn - nieznany wektor napie¢ i pradéw rezystoréw nieliniowych,

A

-macierz n X n reprezentujgca czes¢ liniowg obwodu,

f(.) - odwzorowanie na Rn reprezentujace charakterystyki rezystoroéw

nl

n2

nieliniowych,

- staty wektor Zzroédet,

- liczba uzaleznionych napieciowo rezystoréw nalezacych do drzewa
grafu sieci,

- liczba uzaleznionych pradowo rezystoréw nalezgcych do przeclw-
drzewa [[i]-

Skuteczne rozwigzanie réwnania (1) wybrang metoda iteracyjna wigze sie
z wyborem punktu startowego.



122 Z. Garczarczyk

W przypadku m6tody Newtona-Raphsona pojawia sie zasadnicza przeszkoda
zwigzana z brakiem systematycznej metody wyboru punktu startowego.
Trudno$s¢ ta moze by¢ pokonana przez wykorzystanie metody kontynuacji, w
ktérej zamiast funkcji F : D-»-Rn, gdzie DcRn, rozwaza sie specjalnag
funkcje H(x, t) s DxT-*-Rn, gdzie T = {t]OaSt«l}, zwang homotopia, tzn.s

Hx(t), ©) =0 , xeD, teT (&)
H(x, 1) = F(xX) , H(x, 0) - E(X) V xeD ([©)
taka, ze:

a) rozwigzanie x° = x(0) réwnania E(x) = 0 jest znane lub tatwo je
uzyskac,

b) rozwigzania x(t) wyznaczane dla t rosnacego tworza Sciezke +gczaca
punkt x(0) z rozwigzaniem x* = x(1) funkcji F(X).

Niech

H 1 = {[x,t] |HX, ©) = o} @

oznacza zbidr wszystkich rozwigzan £x,t[] eRn uk#adu H(x,t) = O.

Z twierdzenia o funkcji niejawnej M wynika, ze Sciezka bomotopii istnie-
je, jesli H jest regularna, tzn. macierz Jacobiego H{x,t) » [h"(x,t).fFf
ma maksymalny rzad dla kazdego [x,t]JeH-1 .

2. Y/yznaczanie Sciezki bomotopii

Wprowadzmy oznaozenie:

w o [x,t] ®
tak, aby:

wk » Xit i=1..... wQ+l . t .
Nastepnie, niech oznacza czesciowg macierz Jacobiego utworzong z

pednej macierzy H przez usuniecie i-tej kolumny.
Zauwazmy, ze istnieje n + 1 macierzy H”, ponadto:

H-(n+1) = 6)
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Przyjmujemy, ze w = [x,t] =zalezy odparametru a, ktéry mozna interpre-
towa¢ jako droge przebyta wzddfuz Sciezki homotopii, tzn«:

w(s) = [x(s)t(s)J dla w(s)é&H-1 (0}

Pokazemy, ze Jesli funkcja H jest regularna i jest klasy C2, mozna wyzna-
czy¢ Sciezke homotopii w H-1 rowzigzujao zagadnienie poczgtkowe o posta-

ci [5] :

wt = (-1)1 det H iw) =<p(w(s), )i = 1,...,n+1 ®
w(s®) - w° - [x°, oj ®
gdzie:
dw.

*1 3"i(s) “ as’ *

Poniewaz Hec2, wigec det H"eC1 i - 1,...,n+l, zatem jesli dodatkowo
przyja¢, ze funkcja «p(w(a),s) spednia warunek tipschitza, to wiadomo [3],
ze istnieje doktadnie jeden ukdad funkcji wi(s),...,wn+1(s) bedacych roz-

wigzaniem réwnania (8) i spedniajacych warunki poczatkowe (9)-
Rozwiagzanie to istnieje na pewnym przedziale zmiennej s obejmujacym war-
tos¢ poczatkowg s°.

Jezeli w(s)eH~\ to:

Hw(s)) =0 . (10)
Rézniozkujac réwnanie (10) wzgledem s, otrzymuje sie:
EI
s s " 11
- U] "i(B)" 0 an
Podstawiajac wzé6r (8) do (11), mamy:

E 1Sj [<-1)l det Hi]a 0 e (12)

i-1

Poniewaz H Jest regularna, wiec np. dla i-1 macierz H_1 jest nle-
osobliwa.
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Zatem:
n+l
lw? [<"1)i det Kij - |£- dat HIi . (13)
i=2 1 1
Na podstawie wzoréw Cramera dla i = 2,...,n+l1 zachodzi:
(14)
Po wytaczeniu czynnika det i przestawieniu kolumn otrzymuje sie:
(15)

a zatem réwnanie (8) spednia (11), co oznacza, ze rozwigzujac roéwnanie (8)
dla danego w(s®) = w°, otrzymuje sie Sciezke homotopil w(s)eH"1.
Warto zauwazy¢, ze podejscie to pozwala wyznacza¢ Sciezke homotopil takze
wtedy, gdy dla pewnej wartosci t macierz Hx(x,t) jest osobliwa, co -
jak wiadomo - stanowi g4déwne ograniczenie dla ciagtej metody kontynuacji
opartej na tzw. réwnaniu Dawldenki £2].

Przy rozwigzywaniu réwnania (8) nalezy zwréci¢ uwage, jak zmienia sie
t - (-Dn+l det HMNU.t) przy zmianach parametru s, gdyz zalezy nam na
tym, by te<0,1> .

Proces obliczeniowy rozpoczyna sie od t = 0.
Jezeli wieo t > 0, to zwiekszajac s, zwigekszamy t, jesli natomiast
t<0, nalezy zmniejsza¢ s, by zwieksza¢ t.
Zatem jesli t(s®°) < 0, nalezy rozwigzywa¢ uktad réwnan:

wt = (-0~detH” , i = (16)

Uzyskanie doktadniej wartosci rozwigzania x (1) moze wymaga¢ stosowania
matego kroku przy rozwigzywaniu réwnania (8), co zwiekszytoby czasochton-
nos¢ procesu obliczeniowego. Dlatego catkuje sie réwnanie (8) z maksymal-
nym krokiem As, by uzyska¢ rozwigzanie dla pewnej wartosci t~x-~ 1, by
nastepnie przyja¢ je jako przyblizenie poczatkowe dla ciggu iteracji New-
tona-Raphsona:
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3. Homotopie roéwnan hybrydowych

Aby uzyska¢ rodzine réwnan (2), modyfikuje sie obwdéd nieliniowy zaste-
pujac wszystkie rezystory uzaleznione napieciowo przez roéwnolegte potacze-
nie liniowe rezystora o konduktancji (I-0y”™ 2z rezystorem nieliniowym
o charakterystyce ik = tgk(uk), k = 1,...,n*. Podobnie wszystkie rezy-
story uzaleznione pradowo sg zastgpione szeregowym podaczeniem liniowego
rezystora o rezystancji (1-t)zk z rezystorem nieliniowym o cbarakterysty-
ce uk = trk(ik), k = n.|+l,=== _n-j+ng [4]-

Réwnania hybrydowe tego obwodu sa nastepujace:

H(x, t) = tf(X) - Bx - b =0 an
z
B=A- (1I-t) K a8
a9
gdzie:
Y = diag [yn, y2 y 1
Z = diag (20)

Przyblizenie poczatkowe x° uzyskuje sie Htatwo rozwigzujgc dla t =0
uktad roéwnan liniowych:

@1

Macierz Jacobiego, ktora stanowi podstawe do formutowania ukdadu réwnan,

jest réwna:

@2)
Réwnanie (2) mozna uzyska¢ réwniez w nastepujacy sposob:
HX, ©) = P(X) - @ - t)P(x°) (23)
Poniewaz
E(G) = F(X) - F(x?) (€]

zatem rozwigzanie x°eD moze by¢ dowolnie przyjete.



126 Z. Garczarczyk

Macierz Jacobiego w tym przypadku jest roéwnaj

H* (x, ©) = LA, F(x°) - Ax° - b] @)

W obwodzie z elementami rezystancyjnymi pasywnymi F(0) = 0, wiec przyjmu-
jac x° = 0, otrzymuje siet

HY x ©) = - A,- bj (26)

4« Przyktady

A) Przedstawione rezultaty wykorzystano do rozwigzania réwnahn hybrye
wych o postaci [E] J

A\—I
< 0.5 - 0,5
a
_r(iz2)_ 0.5 - 1,5 Lt2J
gdzie:
g(un) - 0,5

r(i2) = 0.25 54 5

Macierze Jacobiego, na podstawie ktérych formowane sa réwnania (8), maja
postaodi
macierz (22)

tg(u1)+0,5+(1-t)y g(ul)~y ui
H*(x, t) = 0,5 @

-0,5 tr(i2)+1,5+(1-t)z r(ig)-z i2

macierz (25)

g(ul)+0,5 0,5 g(u°)+0,5 u° + 0,5 i£ - 1
H*(x, © ®
- 0,5 r(i2)+1,5 r(i2)-0,5 u? + 1,5 i] - 3
gdziet
dg<ul) . dr(i2)
¢ (0 “%lrp- e rd2) =S ?I’



Globalnie zbiezna analiza hybrydowa 127

W szczegélnosci opierajac sie na macierzy (26) otrzymano ukdad réwnan

o postaci:
ul = - r(i2)
i2=-2-¢uDd ©
t=-1-g@j)rdig) - 1,5 gu-D - 0,5 r(i2)

z warunkiem poczatkowym:
u.,(0) = 0, i2(0 =0 , t(©) =0 .

Poniewaz t(0) <m 0, rozwigzywano uk#ad (c) w postaci (16). W tabeli zesta-
wiono wyniki uzyskane przy rozwigazywaniu réwnan (8) utworzonych na podsta-
wie macierzy (@ i1 (b).

Tabela 1
Macierz x(0) S
Jacobiego ul t2
0,005 0,2802544 1,6422668 t(0,725) = 0,9994
ra 0>
@
[0'153846_|(2) 0,005 0,2718017 1,6371297 t(0,265) = 0,9924
[ 1,230769j
0,025 0,2640274 1,6201000 t(0,725) = 0,9747
0,005 0,2771341 1,6422924 t(0,725) = 0,9976
(b)
W 0,01 0,2750000 1,6512000 t(0,55) = 0,9793
0,005 0,2775000 1,6464167 t(0,555) = 0,9918
[0,1538461 0,005 0,2787483 1,6423877 t(0,545) = 0,9977
[1,230769]
=0, z=0,

~
N
o/
<
I
N
N
I
=
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Przyjmujac wszystkie wyniki jako przyblizenie poczatkowe dla ciagu itera-
cji (A7), uzyskiwano rozwigzanie:

u, = 0,2790562, i2 = 1,6430714

z btedem JAX |~ < 10%"N.

B) Rozwazano takze obwdéd nieliniowy przedstawiony na rys. 1.

Rys. 1. Obwéd nieliniowy
Fig. 1. Nonlineai Circuit

Réwnania hybrydowe tego obwodu maja nastepujaca postac pi]:

91(u,) 1 1 1 o 2"
| |

g3 (u3d) - 0-1 0 u3 - 5

r2(i2)_ 0 1 1 X, -5

gdzie gl@?™), g~u”), r2(i2) reprezentuja charakterystyki rezystoréw
nieliniowych pokazane na rys. 2.

Réwnanie (d) rozwigzywano wykorzystujac opracowany ogélny program kompu-
terowy rozwigzywania réwnan o postaci (1), zmodyfikowanych do homotopii
(A7) lub (23), na podstawie zaleznosci (16) i (17). Program napisano w je
zyku Fortran, wykorzystujgc procedury biblioteki systemu Odra 1305:

a) obliczania wyznacznika macierzy - F4DET; do formowania réwnah réznicz-
kowych o postaci (16) na podstawie macierzy (22) i (25),

b) rozwigzywania réwnan (16) metoda Runge-Kutty 4-rzedu - F4RUNG,

c) rozwigzywania ukdadu réwnan liniowych - FPIMDE, przy rozwigzywaniu
réwnania (21) oraz przy poszukiwaniu kolejnych przyblizen rozwigzania
réwnania (1) na podstawie zaleznosci (17).

W tabeli 2 przedstawiono wyniki rozwigzania réwnania (d) na podstawie za

leznosci (16) dla przyblizenia startowego x° = Po 5 0], co odpowiada ma-
cierzy K=0.
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Rys.
Pig.

Homotopia

an

@3

2. Charakterystyki

As

0,01

s(tx)

-0,1263494"
2,6167815
2,4899940_

*-0,1369311"
2,7315580
_ 2,3834697.

*-0,1611111"
2,6388889
_ 2,4953704.
*-0,1422222"
0,2722222
_ 2,3962963.

2. Characteristics of nonliaear resistors

(0,80 =

t(0,76)

1(0,85)

t(0,82)

rezystoréw nieliniowych

129

Tabela 2

1,077

1,004

1,046

1,020
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Uzyskane rezultaty pozwolity na otrzymanie w jednej iteracji (17) rozwig-
zania:

Ul -0,150
u3 = 2,750
2,375

z btedem JAX |1 10-8,
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rJIOBAJIbHO CXOARMi i rHEPHEHII,I AHAJIHD

P e 3 jome

3 ciaibe npeacTasjieH aarapaiu raopa,nHoro aH3JiH3a HeJiHHe3HHX pe3HCiHBHtix
genefl. AaropaiM ochobsk Ha ueio”e npoflajixeHaa pemeHHa no napauerpy. Ajiro-
pHTM Hueei ABe $a3M. 3 nepBoft oh CBa3aH c pemeaneM 3axavH Koma jyia cHcxeuu
00UKHcaeHHux «H$pepeHUHajibKbtx ypaBHenxa nepBoro nopaaxa conpaaceHHHX c roiio-
TonHFtHO uo”HipHUHpoBaHHUMH rHOpHAHbiMH ypaBHeHaaua uena. do btopoil cjse pema-
*31ca raodpaaHue ypaBHeHaa ueiokou libiOTOHa - PaipcoHa c¢ nepBOHaaaabHuu npadéJiH-
Xxeuaeu, noayaeHHUK b nepBoa <pa3e. uojieaaocTb aaropaixa noxa3UBaei npauep

aacJieHHoro pacveia HejiHHeaHoa uena.
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A GLOBALLY CONVERGENT HYBRID ANALYSIS

Summary

A globally convergent algorithm of the hybrid analysis of nonlinear
resistive networks based on continuation method has been presented in the
paper. The algorithm has two phases.

In the first one, it is related to the solution of initial value problem

of the systems of first order ordinary differential equations associated

with homotopy modified hybrid equations of the network.

In the second phase, hybrid equations are solved by Newton-Raphson method
with the initial approximation obtained from the first phase. Usefulness

of the algorithm has been demonstrated by numerical computation of a cho-

sen nonlinear network.
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KOMPUTEROWA ANALIZA ANALOGOWYCH FILTROW PRZESTRAJANYCH

Streszczenie. W pracy opisano nowg metode komputerowego modelowa-
nia dynamiki i drgan liniowych uktadéw parametrycznych. We wstepie
oméwiono metode cyfrowego modelowania operatora splotu. Poleca ona
na réwnoczesnym probkowaniu w dziedzinie czasu i czestotliwosci i
posiada dobrag doktadnos¢, gdy w uktadzie nie wystepuja ostre rezo-
nanse amplitudowe i fazowe. Czasowa zalezno$¢ parametréw wprowadzo-
no w formie dodatkowego sprzezenia zwrotnego. Prowadzi to bezposred-
nio do réwnania catkowego Volterry. W pracy opisano metode cyfrowe-
go modelowania jadra rownania Volterry i efektywnego jego rozwigza-
nia. Istniejace w ukdtadzie warunki poczatkowe uwzgledniono w postaci
dodatkowego sygnatu wejsSciowego. Przeprowadzono przyktadowg analize
filtru selektywnego z przestrajang czestotliwoscig rezonansowag. Po-
dana tu metoda znajdzie zastosowanie do badania dynamiki uktadow
nieliniowych opisanych réwnaniami Voltery. Nieliniowe réwnania cat-
kowe zamieniane sg woéwczas na przyrostowe roéownania liniowe, ktore
modelowane sa uktadem z parametrycznym sprzezeniem zwrotnym.

1. Modelowanie czasowe liniowych operatoréw czasowo niezmienniczych

Operator liniowego ukdadu czasowo niezmienniczego jest splotem:

20

(1)
gdzie h jest tzw. pojedyncza odpowiedzig impulsowg uktadu spedniajaca
warunek przyczynowosci:

b(t) =0 dla t< 0 .

Réwnomierne probkowanie w dziedzinie czasu zmienia operator (1) na roéw-

nowazny operator splotowy dyskretny:

(&)
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gdzie hD jest przyczynowag dyskretng odpowiedzig impulsowg ukdadu, ktérag
mozna otrzyma¢ numerycznie z charakterystyki czestotliwosciowej h ukdadu
oryginalnego za pomoca wzoru przyblizonego»

N-1
©)
m=0
gdzies
t - krok dyskretyzacji,
N - ilos¢ punktédw rownomiernego podziatu okregu jednostkowego.

Wz6ér (3) posiada dobrag doktadnosé¢, gdy w uktadzie nie wystepuja ostre
rezonanse amplitudowe i fazowe.

Przejscie sygnatu T-okresowego przez ukdad liniowy czasowo niezmienni-
czy opisuje operator splotu cyklicznego:

®
0

gdzie h jest tzw. cyklicznag odpowiedzia impulsowa uktadu zwigazang z po-
jedyncza odpowiedzig impulsowg zwigzkiem*

(69
®
skad wynika T-okresowos$¢ funkcji h.
Przez probkowanie z odstepem X splot cykliczny (4) mozna zamienié na
dyskretny splot cykliczny*
M-1
©®
m=0

gdzie M jest liczbg probek w okresie T. Cykliczng odpowiedz impulsowg
hD modelu dyskretnego mozna otrzyma¢ z pojedynczej odpowiedzi impulsowej

gdzie n=20,1,...,N-1 i N>M .
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2. Modelowanie czasowe liniowych operatoréw czasowo zaleznych
Liniowy operator czasowo zalezny ma postac:

©
Hx() = | hee, t-rx@rdr . 6)

Operator ten przeksztatca sygnat T-okresowy w sygnat T-okresowy, gdy
jadro jest okresowe wzgledem pierwszego argumentu:

h(t + T, t -r) = h(t, t -r). (
Jesli podstawic:

g(t,r) « h(t, t -n),
t warunek okresowosci przyjmie postac:

g(t + T, r + T) = g(t,r) .
Oznacza to, ze jadro g musi by¢ okresowe wzgledem obu argumentoéw.

Operator cykliczny odwzorowujacy zbidér sygnatéw okresowych w siebie
mozna zapisa¢ w formie:

;
Hx(t) =J ht, t - Dxr)dr , @)
0
gdzie:
00
h(t, t-r) = A~ h(t, € -r+ pT) Q1)

jest jadrem okresowym wzgledem zmiennych t i t-r.
Dla sygnatéw sprébkowanych liniowy operator czasowo zalezny przyjmie po-
stac:

[e]e)

@)
gdzie:

hD(, n - m) =tb[nt, (n - MTj.- a3
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3- Rownania calkowe Yolterry liniowych uktadéw czasowo zaleznych

Model rzeczywistego uktadu liniowego o zmiennych parametrach i zerowych
warunkach poczatkowych przedstawi¢ mozna w postaci ukdadu z Jednym wejs$-
ciem i i wyjsciem y. Zwigzek miedzy sygnatem wejsSciowym Xx i wyjScio-
wym y opisany jest rownaniem roézniczkowym*

[at " bk~ ] =*™) a4
k=0

z warunkiem poczatkowym y~(0) =0 dla k =0,...,p-1
Tub

y 18k yOO®I » x> "y bk (DY (K (D @15)
k=0 k=0

przy
y (k)@ =0 dla k =0,...,p-1.

Wprowadzajac sygnat pomocniczy v(t)*

P
v(t) =y ] bk(t)y(k"(t) (16)
k=0

réwnanie (15) mozna zapisa¢ w Fformie*
y N\ yNRI@® = x() + V() . an

Wyrazenie (17) jest réwnaniem liniowym o statych parametrach. Moze byc¢
zatem rozwigzane za pomoca operatora splotowego*

y(t) = J hQ(t - r)x(r)dr + J hQ(t - r)v(r)dr 18)

— 00 h 00
gdzie:

hydsh = — 1

k
ak 8
=0

=~
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Wykonujac przeksztakcenie laptace’a na réwnaniu (18), otrzymuje sie:

y(s) = bQ(s).x(s) + h0(s).v(s) ., a9
skad:
sk y(s) = sk hQ(s)x(s) + sk hQ(s)v(s) - (20)

Po przedstawieniu:

hk.{s) = sk bqeeyd = v 3 , k=0,1,...,p = @D

q=0

Z wyrazen (16) i (20) otrzymuje sie:

P o0 P
v(t) = \(t) J ficCtUrsx(rydr + bk (©) J bk (t-r)v(r)dr (22)
k=0 —«» k=0 —°°
albo
00
e p
v(t) =) b, t - pxdr + J b, t - pvrdr ©3)
gdzie:
p
b(t, t - r) = bk (OhK (t - 1) @4
k=0

a funkcje impulsowe hk sg k-tymi pochodnymi dystrybucyjnymi funkcji im-
pulsowej hO uktadu czasowo niezaleznego o parametrach aQ,...,ak.

Réwnanie catkowe (23) jest roéownaniem Volterry.
Przyczynowos¢ funkcji hk™

hk(t - r) =0 dla r >t k =0,1,...,p
pocigga za sobg warunek przyczynowosci:
b(t, t-r) =0 dla r >t

Rysunek 1 przedstawia schemat blokowy uk#adu opisanego réwnaniem cak-
kowym (23). Poszczeg6lne bloki schematu zawieraja jadra odpowiadajgcych

im operatoréw catkowych.
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— bft—¥-r)
pfFfy-r) -

Rys. 1

Fig* 1

Ten schemat blokowy mozna zredukowaé¢. Z rdéwnania*
li=6+ (6-Db)-1o0ob ,

gdzie 5 (funkcja Diraca) jest jadrem catkowego operatora tozsamosSciowego,
a 1T jest jadrem operatora zastepczego (patrz rys. 1), otrzymuje siet

6-b) .= S-Db) .6 +b b+b=3S
skad:
= &-b)"1. (25)

Ze wzoru (25) wynika uproszczony schemat blokowy ukdadu przedstawiony
na rys. 2.

h.tt-T)

-/SCiy-r-)

Rys.
Fig. 2
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Zredukowana czes¢ schematu blokowego moze by¢ opisana réwnaniem catkowym
Volterry:

0©
u(t) = x(t) +J b(t, t - Dur)dr . (26)
moe

Préobkowanie czasowe zmienia réwnanie (26) w réwnanie dyskretne:

ub (n) = Xjjicn) + bD(h, n - m)uD (M) @7
m= - 00
gdzies
P
bD(, n - m) = |bk (nt)hkD(n - m) , 28)
k=0
N-1
th<E>-4SO M * | ’ (29)
m=

k = Otilyeeexnp*

Kolejne przeksztatcenia réwnania (27) daja:

n-1
ub(n) =X t+ty ] bD(, n - m)uD(m) + bD (, O)uD (n)
—05
skad:
a-1»
ub(n) - *b(@)+ 1=V BRT) 4 bD<» . «>“DW - @G0)

m= —00

Wzoér (30) w sposéb rekursywny pozwala wyznaczy¢ kolejne proébki sygnatu
uD . Prébki sygnatu wyjsciowego okresla wzor:

yD(n) = ] boD(h - m)u(m) . (31)
m= - 00
Zwigzek miedzy sygnatem wejsSciowym Xx a wyjsciowym y mozna opisac
réwnaniem rézniczkowym odpowiadajacym postaci (14):
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przy warunkach poczagtkowych y~(0) = yk dla k =0,1,...,k-1 ,
gdzie Tk(t) = ak “ bk(t) jest funkcja ograniczong, a wspékczynniki ak
sg state i takie, ze wyrazenie mmm— — mm jest rekursywnie stabilne.

Czyli mozna zapisac:
ak yr"(t) = x(t) +¢][bk®yMII™ (€3]
k=0 k=0
przy warunkach poczatkowych
y (k)@ = yk ,

Ha réwnaniu (33) wykonano przeksztatcenie Laplace’a, oznaczajac

bk a) (k)@ = bk y)k:

P k
Z jak[sk y(s) -z z "™ 1~"1-ij + a0 = +
k=0 1=1
p " k
=ZE 8 * y)s) -2] I_iJ + (b~y)(s) - GH
k=1 1=1

Wtedy transformata Laplace’a sygnatu wyjsciowego ma postac:

P _ r
y(s) = %] bk (s)(bk y)(s) + bois)! x(s) +
k=0

2! Z[ KKy "y} @

gdzie:

ho (s) = ~ , bk(s) = 8k hQ(s), k =0,1,...,p.

1CssO
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Po przeksztatceniu odwrotnym:

J m r)bk (r)y(r)dr + J }@ r)x(r)dr

<
m'U

;:1 Z(I:ll H<-I(t)[d</\:|-':|-'|' (U(y>|'|] (36)
hk-1(t) :X [hk-11s)] :Z_ « K =0,1,00p

.X aks
k=0
Po zmianie kolejnosci sumowania oraz catkowania i przy oznaczeniu:

bg(t, t - r) = hk (t - r)bk (r) (€D))

V) :\]hﬂ[‘—v)x(v)dv (38)

otrzymuje sie

Otrzymane roéwnanie (39) jest roéownaniem Volterry* Funkcje impulsowe hk
sg przyczynowe. Warunek przyczynowos$oi bk(t-r) = 0 dla r>t, k=0,1,...p
pocigga za sobg warunek bg(t,t-r)=0 dla r>t .

Schemat blokowy réwnania (39) przedstawia rys. 3-

wp
"71

Rys. 3
Fig. 3
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Hiezerowe warunki poczatkowe wprowadzone sg sygnatem oznaczonym przez

wps

wp - yi-i+ (bk y)i-i]
k=1 1=1

Po dyskretyzacji czasu wyrazenia (37)-(39) przyjmuja postact

n-1
y(nt) = |tbgjjtt, (n - nOt] yimTi + u(nt) +
m=0
Pk
+2] ZV' W ® * 5[akyw + (bky)w ] , “0)
k=1 1=1

bg [nt, (n - m)t] =~ bk [(n - nOT b cnt) ,

k=0
n-1

u(nt) =N %h0 [(n - nOT~AzONt) ,
m=0

n=0,1, ..., li-1«

Przed autorami stoi zadanie wykazania, kiedy i na ile przedstawiona
metoda jest efektywna»

4-  Przyktad

W obwodzie, w ktérym indukcyjnos¢é L zalezy od czasu (rys. 4), nalezy
wyznaczy¢ napiecie y(t) na oporniku R:

f Ld) YL
uQv) \ >0 W
0 o<
o0.oe
Rys. 4
Pig. 4

u(t) = 10 sin 2150 t [v], C = 0,16 10"6P, R = 10& .



Komputerowa analiza analogowych. . 143
Ig prawa Kirctaoffa:
y( + 3 ly(i50<n?>+ & y(OL®] = u(®
0

2 *<*)] +h y(t) + Rny(t) =1Ir u(t)

Przyjeto ponizsze oznaczenia:

"99,47 10~3 - 0,921 t [jjJ dla o~rt <0,06 a
a2

b2 (t) =
44,21 103 dla t 3%0,06 a

Il « x(t) = 3140 coa 314 t,

al 1,

a0 TICT = 6280 a *

Jtedy réwnanie obwodu przyjmie postac:

i2 . S ~2
a2 Jw y(t) + al 4p y(t) + a0 y(t) = x(t) + — n [(p2OyODO .
dt dt

gdzie:
a2 = 79,47 10-3 |
-20 103 + 0,921 t dla 0s$t <0,06 a

b2 ()
35,26 10"3 dla t 30,06 a

Warunki poczagtkowe:
y(0) = 0,8767  [V],

= -24,0095 [«

Rys. 5 przedstawia rozwiagzanie dla 111 = 256 krokéw o dtugosci
T= 1,5 ms. Maksymalna wielko$¢ napiecia y(t) na oporniku wynosi 5,4 V
i wystepuje po 120 milisekundach.
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Rys. 5
Fig. 5
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KCMnbBTSPHbbi AHAJIH3 1IEPEHAJIAGCUBABLIUa [HJIbTPOB

P e3xxue

3 padoie onncliBaeTca hobhH ueioA Kounamiepsoro uoAeaapoBaHaa AHHauaxa

h AHHeaKbix xoaeOaHad napaMeipaaecKHX cacxeM. B BBeAeaaa onacuBaexca ueioA

UHYypoBoro uoAexapoBaaaa onepaiopa cBepixa. MexoA 3aKlJiEyaeTca b oahobpeweH-

Hoa A2CKpexa3auHH no Bpeuern h no aacxoxe. MexoA AOCiaioTOO loaeH b cjiyiae

aeAoexaxKa ocxpux auminxyAHbix h ¢aaobhux pe30H aacoB. BpeMeHHaa aasiicHMOCTt

sapaaexpoB BBexeaa b BHxe o6paiHofi cbm3h. 3xo HenocpeACiBeHHO BeAex k saxe-

rpajibHouy ypaBEenrao Bontieppu. B padoie onncuBaexoa MexoA uatpoBoro uoAeaa-

poBaaaa «Apa ypaBHeaaa Bolibieppu h ailxueKiHBHoro ero perneraa. HatialiLHue ycjio

Baa yaaiusaioxca b BHAe AOdaBosaoro BXOAaoro camana. npoBeAea npauepauit aaa-

AH3 a36apaxeALHoro (JmlJiBipa ¢ nepeHaaaaceBaeM o4& pe3ocaaHCHOH aacxoxofS. upeAlio-
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xeHHHa ueioji Haii.neT npnMeHeHne b HCClie,50BaHna hhhglmhkh He.raaeiiHEix CHCieM
onHoaHHiix ypaBHSHHHMH BolJiBieppn. KejiHHeSnue HHTerpajitHue ypaBHeHHH 3auena-
jotch pa3HOCTHbCiH jiHHeiiHUMIii ypaBHeHHaMH, Koiopue MofleliHpyioTca oacievoA o na-

paMeipH'iecKkoa obpaiHoiS cbh3I>h>.

COMPUTER-AIDED ANALYSIS OP RETUNED ANALOG FILTERS

Summary

New computer-aided method of the linear time-varying systems modelling
has been described in the work. The convolution operator numerical model-
ling has been discussed in the preface. It consists in time and frequency
sampling, simultaneously, and has sufficient accuracy when there are no
frequency peaks in the circuit. Time - varying parameters have been intro-
duced in the form of additional feedback. It leads directly to the Volter-
ra integral equation. The method of numerical modelling the Volterra equa-
tion’s kernel and solving it effectively has been described in the work.

The initial conditions existing in the circuit have been taken into
account in the form of additional input signal. An example of the analy-
sis of the selective filter with pretuned resonance frequency has been
presented.

The method given herein may be applied to testing dynamics of nonlinear
systems described by Volterra equtions. Then the nonlinear integral equa-
tions are changed for incremental linear equations with time-varying pa-

rametric feedback.
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NIEZMIENNIKI WRAZLIWOSCI W OBWODACH SKOLIGACONYCH

Streszczenie. Rozszerzono wkasciwosci obwodéw podobnych o zwit-
kidmiedzy wraziiwosciami transmitancji na zmiany parametréw tych ob-
wodow .

Rozpatrzono dwie klasy obwodéw podobnych, mianowicie: obwody skoli-
gacone z inwersja impedancji oraz skoligacone z konwersja impedan-
cji i przeanalizowano zwigzki miedzy wraziiwosciami w tych obwodach.
Otrzymano zaleznosci pomiedzy wraziiwosSciami czterech typéw transmi-
tancji. Wrazliwosci transmitancji wzgledem identycznie potozonych
impedancji w obwodach skoligaconych z inwersja impedancji sa ze so-
ba zwigzane przez uogélniona inwersje. Natomiast dla obwodéw sko-
ligaconych z konwersja impedancji te wrazliwosci sa réwne dla kazde-
go z czterech typéw transmitancji. Zaleznosci te mozna nazwa¢ - w od-
réznieniu od niezmienniczych wkasciwosci sum wrazliwosci - niezmien-
niczymi wkasciwosciami skladnikéw wrazliwosci (szczegétowymi niez-
miennikami) w obwodach podobnych. | o

Podano "przyk#ad liczbowy 1 zwrécono uwage na mozliwosci praktycz-
nego wykorzystania szczegétowych niezmiennikéw wrazliwosci .

1. Wstep

W pracach prof. Zagajewskiego dotyczacych teorii podobienstwa obwodéw
wyréznione sg cztery typy podobienstwa obwodéw elektrycznych, mianowicie:

la - obwody dualne z iInwersja impedancji,
Ib - obwody dualne z konwersja impedancji,
Ila - obwody skoligacone z inwersja impedancji,
Ilb - obwody skoligacone z konwersja impedancji.

Przez podobienstwo Autor rozumie "Scistg zaleznos$¢ miedzy okreslonymi
whasciwosciami dwoéch obwodéw™ £27]. W pracach prof. Zagajewskiego sa poda-
ne nastepujace whkasciwosci obwodéwpodobnych:
1° - zwigzki miedzy pradami,
2° -zwigzkimiedzy napieciami,
3° -zwigzkimiedzy transmitancjami obwodéw podobnych.

Poniewaz "wrazliwo$¢ jest immanentna cechg obwodu, tak jak transmitan-
cja" [4J, nalezy do teorii podobienstwa doda¢ zwiazki miedzywrazliwoScia-
mi w tych obwodach. Ten kierunek badan, zainspirowany pracami prof. Zaga-
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Jewskiego, zostat zapoczatkowany w pracach [X] i [XI* Zauwazmy, ze obwody
skoligacone sa podklasa obwodéw dotaczonych [V].-

W pracy rozpatrywane ag obwody skoligacone z inwersja i konwersjg im-
pedancji. Obwody takie podlegajg ogélnej zasadzie podobienstwa obwodéw
elektrycznych i znane sg dla nich zaleznosci miedzy pradami, napieciami
i transmitancjami [i, 2]. Rozwazania w niniejszej pracy pozwalaja okres-
li¢ zwiazki miedzy wrazliwosciami transmitancji wzgledem odpowiadajacych
sobie gatezi obwodéw skoligaconych i mozna je uwaza¢ za naturalne rozsze-
rzenie podanych w pracach [j] i [2] zaleznosci dotyczacych transmitancji.
Uzyskane wyniki sg uzupednieniem pracy [j], w ktdérej przeprowadzono podob-
ne rozwazania dotyczace wrazliwosci obwodéw dualnych z inwersja i konwer-
sja impedancji. I

Rozwazmy kolejno wrazliwosci dla dwéch klas obwodéw podobnych:

- obwodéw skoligaconych (topologicznie jednakowych) z inwersja impedancji

z z" - zFf (€))

gdzie zi jest impedancja inwersji, 2" impedanoja gatezi " obwodu

oryginalnego, 2z 1impedancja identycznie potozonej gatezi j" w obwodzie
skoligaconym,

- obwodéw skoligaconych (topologicznie jednakowych) z konwersja impedan-
cji
M= A (@)
Zj

gdzie A jest stalg konwersji.

2. Obwody skoligacone z inwers.ia impedanc.ii

Obwody o identycznej strukturze (topologii) majg macierze impedancyjne
0 tej samej strukturze. Stad:

Kuu = un™ ” (©))

Kuu = sf = 4 ]

gdzie K~™u odnosi sie do obwodu oryginalnego, k’u do obwodu z nim sko-
ligaconego.
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Uwzgledniajac we wzorze (4) zaleznos¢ (1) mamy:

Kuu = f (z™N/z7™, oo, 2N/ 2], 2., 2]VZN)e

Poniewaz transmitancja napieciowa jest funkcja jednorodna stopnia zerowego,
wiec:

Kuu = fQ/z™, ..., 1/z1],...,1/z™) - (©)

Przeksztakcenie zaleznosci (3) w (5) jest nazywane uogdlniona inwersja |j]
i oznaczane nastepujaco:

Kiu = T€Kgy)- ®

Zatem na ogét transmitancje napieciowe obu obwodéw beda rézne. Przejdzmy
teraz do wrazliwosci transmitancji napieciowych w obu obwodacb.

Wprowadzajac nastepujace oznaczeniadlawrazliwosci transmitancji w
pierwszym obwodzie wzgledem impedancjigatezi ]

sKkuu _ 3@, ...,2",...,Z") Zj _
Zj 3z+ f@y,--- .2 ,---,2"
R Z) _ . .
777 s 75 S Rt # R f N

Obliczamy wrazliwosci w drugim obwodzie wzgledem identycznie potozonej im-
pedancji w gatezi j':

sKuu _ 9F(zl.... z'¥--->zn) J - {8

i - ez ré2”, - .2y, ...,2Qj

Uwzgledniajac inwersje impedancji 2z7 = z?/z7 = z?Y™ mamy:
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Ale f jest funkcja jednorodng stopnia zerowego, wiec:

=g W %" T

3f(Y, v; Y;)n 4V'

3y* rAh [ Q A SN & |
nf y; = h(Y{ y! Y*) =
M ey vy~ i 1 y n
- h/z.j.... W/z>._._,1/z™) = @, »»» 2 , »<*tZg)}*
Zatem:
Szf = i(sjg*u). (©))
J

Wrazliwosci transmitanoji napieciowych wzgledem identycznie potozonych
impedancji w obu obwodach sg podobnie jak transmitancje zwigzane przez
uog6lniong inwersje. Podobnie mozna wykazad, ze dla transmitanoji prado-

wych:

i
KIl = » = i’KH~” 10)
X1
Kji
¥ = i(s7? ) . do

Dla transadmitencji mamy:

S =K sh) . @3)
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Podobnie dla transimpedancji»

Zwréémy uwage, ze zaleznosci (9), (11), (13), (5) sa analogiczne do za-
leznosci miedzy wrazliwosciami obwodéw dualnych z konwersja impedancji £3]»

Przyk#ad

Sprawdzi¢ stusznos¢ zaleznosci (15) wrazliwosci transimpedancji dla
obwodu podstawowego N’ przedstawionego na rys. la oraz obwodu z nim
skoligaconego z inwersja impedancji dla impedancji inwersji z* = R®, na
zmiane parametru pierwszej gatezi.

Rys. 1. Obwéd podstawowy N* (@) i skoligacony z nim z inwersja impedancji
obwéd H" (b) dla impedancji inwersji 2z~ = R®

Fig. 1. The basic network K* (a) and the affined network with iImpedance
inversion N" (b) (impedance inversion z» = R")

Obwéd skoligacony R"™ przedstawiono na rys. 1b. Transimpedaneja obwodu
podstawowego N* réwna siek

/ _ j~1 R2
XL jod®" + Rg + R3
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natomiast transimpedancja obwodu skoligaconego N" okre$lona jest zaleznos-
cia:

K
IU 1+ joII (R" + R") Gs)

c' .11 h- .S R _ ¢
1 A s 2 R * R3E, ot

Wrazliwo$s¢ transimpedancji obwodu oryginalnego wzgledem parametru
pierwszej gatezi:

sfp H I-Ri
L1 jot," + R¢ + R3

Natomiast wrazliwos¢ podobnej transimpedancji wzgledem parametru pierw-
szej gatezi w obwodzie skoligaconym:

KIU  “ *~1 (R2 + R3)
s°sFmt: A ; |li A;> 1 <m

Uwzgledniajac we wzorze (17) zaleznos$¢ (16) oraz zwigzek SR™X =-s]|
otrzymamy:

v ir + 4r Vi
m-? - 03)

3. Obwody skollgacone z konwersjg impedancji

Rozpatrzmy na przyktad wrazliwosci transadmitancji wzgledem odpowia-
dajacych sobie impedancji gatezi J° oraz j":
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Uwzgledniajac konwersje impedancji Z,” = Z& oraz zaleznosci miedzy tran-
smitancjami obwodéw skoligaoonyoh z konwersja impedancji K)l/Jj =A
gdzie A - stata konwersji impedancji mamy:

»eeexnzj *

= SAVL . 19)
Z3

Podobnie mozna wykaza¢ réwnos¢ wrazliwosci trzech pozostatych rodzajow
transmitancji wzgledem odpowiadajacych sobie gatezi. Zwréémy uwage, ze uzy
kane zaleznosci dla wrazliwosci obwodéw skoligaconych z konwersja impedan
cji sa podobne do zwigzkéw miedzy wrazliwosciami w obwodach dualnych z ir
wersja impedancji

4. Podsumowanie

Dla dwéch typéw podobienstwa obwodéw elektrycznych, mianowicie:
obwodéw skoligaconych z inwersjg impedancji i skoligaconych z konwersja
impedancji, okreslono zwigzki wrazliwosciowe.

Dla obwodéw skoligaconych z inwersjg impedancji wrazliwosci transmitan
cji wzgledem parametrow identycznie jpolozonych gatezi sa zwigzane przez
uog6lniong inwersje, tj. ] = i(SA?’ gdzie T oznacza jedng z czterec

z
transmitancji K”, K4, K-, Kyj. Otrzymana zaleznos¢ jest podobna do za
leznosci miedzy wrazliwosciami w obwodach dualnych z konwersjg impedancji

Dla obwodéw skoligaconych z korjwersj” impedancji analogiczne wrazliwos
ci sa sobie wprost rowmne,” tj. sL:,3 = S;’.;/, podobnie jak w obwodach dualnyc
z inwersja impedancji. Uzyskane rezultaty dla tych dwéch typéw podobien-
stwa obwodéw mozna by nazwac¢ niezmienniczymi wkasciwosciami skkadnikow
sumy wrazliwosci, w odréznieniu od znanych niezmienniczych wkasnosci cate
sumy wrazliwosci ~4-8], obowigzujacych dla szerszej klasy obwodow.

Podane w pracy niezmiennicze whkasciwosci sktadnikéw sumy wrazliwosci
obwodéw podobnych mozna wykorzysta¢ do okreslania optymalnych struktur,
np. ukdadéw generacyjnych.
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HHBAPRAHTM W/BOTBMTEJIbHOCTH B AO0>5HHH;IX 4EIHX

Pe 3 10ue

Pahoia nocBageHa HHBapaaMOM "yBCTbutejibHoctu b a“HHHhix uensx ¢ HHBep-
caeii h KOHBepcuett nune”aHcoB.

&xn KaauiOBo Tana nojodaa noayvemi chb«3h ueamy ayacTBHTeJibHocTHUH ipaHC-
MHTaHCoB aeiapex TanoB. UyBCTBHiejibHOCTH TpaHcaaiaHcoB cooiCTBeTCTByiomHX
¢pyr 3pyry 3JieMeHT03 a”HHHax ueneft c HHBepcaeil aMne”aaca cbh3hhu odémea
HHBepcaefl. B ueirax a$$aHHUx c KOHBepcaeil Hune”aHca sia aycTBHTexbHocTa

poEHU ana veiupex TanoB TpaHCMaiaHca.
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SENSITIVITY INVARIANTS IN AFFINED NETWORKS

Summary

The features of similar networks have been extended by the relations
between transmittance sensitivities to the changes in these networks pa-
rameters.

Two types of similar networks have been discussed™ viz, the affined
networks with impedance inversion and the affined ones with iImpedance
conversion; the relations between sensitivities in these networks have
been analysed.

The relations between sensitivities of four types of transmittance have
been obtained.

Transmittance sensitivities in relation to identically situated impedances
of the affined networks with impedance inversion are related to one ano-
ther through a generalized inversion whereeas for the affined networks with
impedance conversion these sensitivities are equal for each of the types
of transmittance.

The relations may be called, as opposed to invariant features of sensiti-
vities totals, the invariant features of sensitivity components (detailed
invariants) in affined networks.

A numerical example has been given and our attention has been drawn to
possibilities of practical use of the detailed invariants of sensitivity.
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Andrzej DRYGAJLO
MODULOWA POSTAC ALGORYTMOW SZYBKIEJ TRANSFORMACJI WALSHA

Streszczenie. W pracy przeanalizowano algorytmy szybkiej trans-
formacji Walsha pod katem widzenia ich modutowosci. Przedstawiono
odpowiadajace im struktury drzew_pozwalajace na biezgce réwnolegle
\2?/ onywanie podstawowych operacji motylkowych zdozonych z operacji

odawania i_odejmowania. Rozpatrzono dwie_odmiany wielostopniowego
rzetwarzania, djedna wykorzystujacg_opoznienia_czasowe miedzy prob-
ami_sygnatu, drugg oparta na zmianie czestotliwosci prébkowania w
kolejnych stopniach przetwarzania. Liczba operacji arytmetycznych
wymagana dla otrzymania biezacej N-punktowej transformatydjest pro-
porcmnalne_l do NlogpN. Podano struktury dla naturalnego, _diadycznego
1 sekwencyjnosciowego uporzadkowania w_algorytmach szybklej trans-
formacji Walsha i poréwnano je z odpowiadajgcymi im strukturami al-
gorytmow szybkiej transformacji Fouriera.

1. Wprowadzenie

Praktyczna przydatnos¢ dyskretnych transformacji, przede wszystkim dla
potrzeb cyfrowego przetwarzania sygnatdw, jest uwarunkowana mozliwoscig
budowy skutecznych algorytméw obliczeniowych do wyznaczania prostych i od-
wrotnych transformat. Z tego powodu istotne znaczenie maja algorytmy obli-
czeniowe redukujgce liczbe operacji mnozenia i dodawania, ktdére przyjeto
nazywa¢ algorytmami szybkich transformacji [i]. Do najbardziej efektywnych
nalezg algorytmy szybkiej transformacji Walsha (FNT - Fast Walsh Transform)
wymagajace jedynie NloggN operacji dodawania i odejmowania [2]. Oprécz
ztozonosci obliczeniowej coraz czesciej rozpatrywana jest modukowos¢ 1 moz-
liwos¢ biezacego wykonywania algorytméw szybkich transformacji M M [5].
Struktury zapewniajgce modutowos¢ algorytméw szybkich transformacji mozna
ztozy¢ ze struktur prostych Ffiltrow cyfrowych. Podejscie to, wykorzystane
w przypadku algorytméw szybkiej transformdcji Fouriera (FFT - Fast Fourier
Transform), oparte jest na rekursywnej faktoryzacji wielomianéw DOf/TJ.

W niniejszej pracy zastosowano podejscie wielomianowe w celu przeksztak-
cenia wybranych algorytméw FWT do postaci modulowej .
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2. Algorytm modudowy z uporzadkowaniem naturalnym

Jeden z podstawowych algorytmow szybkiej transformacji Walsha z upo-
rzadkowaniem naturalnym wykorzystujacy operacje motylkowe z podsta-
wianiem mozna otrzyma¢ za pomocag faktoryzacji macierzy Hadamarda w naste-
pujacy sposob:

p-1
% - TI <i,p-1-i ® i2 ® 12i> (@)
i=0 A
gdzie«
alj - macierz Hadamarda o wymiarach N x I,

‘!2j - macierz jednostkowa o wymiarach 2i x 21.

Stad dla N=8 macierz 2g mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacej ilo-
czynu macierzy i odpowiadajacego mu grafu przeptywu sygnatu (rys. 1).

IBFERREFENE %H i 8
ESEISEERN RS E
IPEEEREFERER R R RS
~6 600 8’ 08 0 0 o
HEtamn
R REES IR R R AR AES.

Tak wyprowadzony algorytm FWT odpowiada ogdlnej postaci transformacji
ortogonalnej majacej strukture drzewa (rys. 2) i1 opisanej nastepujgacym
iloczynem macierzy [Vi«

Si % 811-N al2—H

S £2 a2l-N a2V

dla

S 2* atbh . k

@
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gdzies

all °12
a2l a22

A = Lg, Lj - macierze diagonalne.

Rys. 1
Fig. 1
Rys. 2
Fig. 2

W przypadku FWT z uporzadkowaniem naturalnym a” = al2 = a2l = 1*
a2 = * Przylda(iowa modufowa struktura FWT dla N=8 ma postaé
przedstawiong na rys. 3«

Wida¢ stad, ze faktoryzacje macierzy Hadamarda mozna zastgpi¢ rekursyw-
na faktoryzacjg wielomianu z1 - 1, N=2~, polegajaca na obliczaniu reszt
[6] w sposob wieloetapowys
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ZN -1 (@72 - DH(aN/2 + 1)

ZH/2 - 1 = (234 - 1)(zN"4 + 1) ®
22 -1 =@-1DE+D

Zapewnia to rozdzielenie danych w kazdym z etapow FWT i1 stwarza mozli-
wos¢ rownoleglego ich przetwarzania. Struktura drzewa z rys. 3 pozwala
na obliczanie biezacej transformaty przy zachowaniu ztozonosci oblicze-
niowej FWT réwnej HloggH operacji dodawania i odejmowania w odréznieniu
od N2 operacji proponowanych w pracy [10].

z-1 = fo)
z2-1 z+1 - 7
3
h _n z~" ~
-7 P Z<' P * Z4 = A
~L-1 z4+1 F - 1
z2-1 _n 6
z2+1 z-1 - 2
5
Rys. 3
Fig. 3

W celu poréwnania algorytméw FWT i

FFT na rys. 4 podano graf przepkywowy
algorytmu FFT o takiej samej geometrii
operacji motylkowych jak algorytm FWT
zrys. 1, ana rys. 5 réwnowazng mu
strukture modutowg bedacg odpowiednikiem
struktury z rys. 3. W odrdéznieniu od al-
gorytméw FWT algorytmy FFT o takiej sa-
mej strukturze charakteryzuja sie wiek-
sza ztozonoscig obliczeniowg. Wymagaja
one HloggN operacji dodawania i odejmo-
wania liczb zespolonych oraz H/21og2N
operacji mnozenia liczb zespolonych przez

Rys. 4 wspotczynniki zespolone gdzie

Fig- 4 W = epjZTi/Ii).
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z-\ 0
zn-1 z+1 4
I-C z2+1 r z
Z+J 6
L-TATT r_wk 3
z+W 5
* 43 w i 3
z+w3 7
Rys. 5
Fig. 5

3. Algorytmy modudowe z uporzadkowaniem diadycznym i sekwency.lnoseiowym

Sposrod algorytméw FWT z uporzadkowaniem diadycznym i1 sekwencyjnoscio-
wym [Z] mozna wyréznié dwa majaca podobng wkasciwos¢ rozdzielania danycb
jak algorytm z rys. 1. Przedstawiaja je grafy przepkywowe z rys. 6 1 7*

n
-
«Q
[e20e)]
'
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Odpowiadajgca im faktoryzacja macierzy moze by¢ przeprowadzona w naste-

pujacy spoebbs
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Algorytmy te prezentuja inny sposéb pobierania danycb do obliczen w
kolejnych etapach przetwarzania opisywany ogélnie nastepujacym iloczynem

macierzy:

12
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Takiemu sposobowi faktoryzacji mozna przypisa¢ strukture drzewa z re-
dukcjag czestotliwosci prébkowania przedstawiong na rys. 8 £9]. Redukcja
probkowania (oznaczona na rys. 8 symbolem U) polega na rejestrowaniu
tylko jednej sposréd N kolejnych prébek i na odrzucaniu pozostatych.

W przypadku R\VT z uporzadkowaniem diadycznym a”l=al2=a2/=1> a22=
i przyktadowa modutowa struktura dla 118 ma posta¢ podang na rys. 9.
Dla uporzadkowania sekwencyjnosciowego wystarczy w wybranych gakeziach
zamieni¢ miejscami czdony (z - 1) i (z + 1), jak to pokazano na rys. 10.

- Nb= O
a«z+al- 2; Bi ;
— [H[E-  yH,
10 -
N_ Hn
2t
NI YN
Rys. 8
Fig. 8
z-i 2t— 0
z-i 2\ Z+< 21 — 1
Z+ 2t z-i 2*— 3

JZ-i 24 7+< 2+ — 2
* HJz+1 v z-t 2\ — 7
z-i 24 z+f 2i — 6

Z+i 24 z-i 21— 4

4 . z+4i 2*— 5

Rys. 9
Fig. 9
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JZio21 -0
_z—i21ut|z+i 21 1
r I z+i 21 z+i 21 2
0.7 21 21 z-i 21 3
Z+i 21 z-i 21 4
z+ 1 21 z+i 21 5
z-i 21 Z+i 21 £
z-i 21- 7
Rys. 10
Fig. 10

Tak opisane struktury algorytmow FWT
pozwalaja na réwnoleglte przetwarzanie
w kolejnych etapach rozdzielonych grup
danych przy jednoczesnym dwukrotnym
zmniejszaniu czestotliwosci prébkowania
w kazdym etapie w poréwnaniu z etapem
poprzednim. Struktury te zachowuja zdo-
zono$¢ obliczeniowg réwng NloggN opera-
cji dodawania 1 odejmowania i moga byc¢
realizowane przez coraz czesciej stoso-
wane ukfady wieloszybkosciowe [li]-
W celu poréwnania algorytméow FWT i
FFT na rys. 11 podano graf przeptywowy
algorytmu FFT o takiej samej geometrii
R{/S' 1 operacji motylkowych jak algorytmy FWT
Fig. 11 zrys. 6 17, ana rys. 12 réwnowazna
mu strukture modudowg bedaca odpowied-
nikiem struktury z rys. 9 i 10. Oprocz zwiekszonej ztozonosci obliczenio-
wej bedacej konsekwencjg stosowanych operacji na liczbach zespolonych, te-
go typu algorytmy FFT wymuszaja uporzadkowanie zgodnie z odwrotnag kolej-
noscig bitéow zardéwno prébek wejsciowych, jak 1 wyjsciowych, co wymaga do-
datkowych etapow przetwarzania i1 znacznie ogranicza stosowanie struktury
modudowej w polaczeniu z redukcja czestotliwosci probkowania.
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z-1 22 w0
z-1 21 z+1 21 4
rtize 21 z-j 21 2
0.V-1] z-121 Z+] 21 6
z+1 21 z-W 21 1
z-j 21 z+W 21 5
z+j 2 z-W5 21 3
z+W521 7
Rys. 12
Fig. 12

4. Podsumowanie

W pracy przedstawiono modutowe struktury algorytméw FWT pozwalajgace na
rownolegte przetwarzanie danycb i wielostopniowe zmniejszanie czestotli-
wosci probkowania. Zagadnienia te w opracowaniach i monografiach o cha-
rakterze teoretycznym dotyczacych transformacji Walsha sg najczesciej po-
mijane [i2].Opierajac sie na prezentowanych strukturach algorytmow FWT
mozna budowa¢ uzyteczne procedury stuzace do wyznaczania biezgcych dys-
kretnych transformat Y/alsha za pomocg nowoczesnych procesorow sygnatowych
z réwnolegtym przetwarzaniem lub ukdadéw wieloprocesorowych. Na podstawie
przeprowadzonego poréwnania z algorytmami PPT charakteryzujacymi sie taka
samg geometrig operacji motylkowych jak algorytmy FWT mozna stwierdzic,
ze algorytmy FWT z upoi-zadkowaniera diadycznym i sekwencyjnosciowym maja
whasciwosci pozwalajgce na budowanie skuteczniejszych struktur modutowych
z wielostopniowym zmniejszaniem czestotliwosci proébkowania niz odpowia-

dajace im algorytmy FFT.
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UOFlyjIbHAH TOPMA AJirOPHIMOB EiiCTPOrO 11PEOEPAGOBAHHH yOJMA

Pe3i0lle

B paOoie npoaHaaaaosami aaropamu duciporo npeoOpa30BaHaa yoama c iovxh
3peHEH ax MoayabHociH. I1lpeflCTaBJieHu SKBHBaseHTHue cipyxiypu AepeBbeB, xoxo-
pue no3Bajiaiol Ha xexymee napaliJdiejibHoe BunoAHeHHe ochobhhx MoiiuibxoBux one-
paitHil, cocioamax H3 onepanafi caoaeHaa h BuvHTaHHa, PaccxoxpeHU absl BapnaHia
MHorocxyneH”axoro npeo6pa30saHHH. IlepBbiii - HcnoJib3ynijHit 3a”epiKH BpeueHHtix
BblfiopOK B Blopoft - OCHOBaHHHU Ha nepeUeHe VaClOIH AHCKpeiH3anHH B OVepeflHUX
axanax odpaCoxxH. KoaaneciBO BuvacaeHH8 jwh noayaeHaa xexynero npeo6pa30Ba-
ehh fljia xoaex oxaauBaexca nponopnaoHaabHim.

llpegciaBBeHH cipyxxypn aaa HaxypaJibHoro aaaflHoro a cexBeHnaoHHoro yno-
paAoaeHHH b ajiropamax Cucxporo npeo6pa30BaHoa yojtma a cpaBHBHae hx c co-

oxBexcxByxmauH capyxxypaim aaropaxxcB fracxporo npbo6pa30BaHaa $ypbe.



Modudowa postac¢ algorytméw. . 167
A MODULAR FORM OF THE FAST WALSH TRANSFORMATION ALGORITHMS

Summary

The fast Walsh transformation algorithms have been investigated in
the paper from the view-point of their modularity.
Three structures corresponding with them and allowing to perform simulta-
neous butterfly operations which consist of addition and substration have
been presented. Two forms of multistage processing: the one using time
delays between signal samples and another one based on the change of sam-
pling frequency iIn sequent stages of processing, have been considered.

The number of arithmetic operations required for calculation of the
N-point running transform is proportional to NloggN.

The structures for natural, dyadic and sequence order in the fast
Walsh transformation algorithms have been given and compared with the
fast Fourier transformation algirithms structures corresponding with them.
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Lestaw TOPOR-KAMINiSKI
POJAWIANIE Sig ELEMENTOW OSOBLIWYCH W IDEALNYCH UKEADACH AKTYWNYCH

Streszczenie. Przedstawiono rézne przypadki pojawiania sie ele-
mentéw osobliwych w idealnych uktadach aktywnych, w tym réwniez in-
nych niz nullator i1 norator. Posiadaja one charakterystyki zawiera-
jJace oprocz linii krzywych takze obszary ciagte, p+aszczgzny prado-
wo-napieciowej lub jej izolowane punkty. Powstajg one na bazie ideal-
nych elementéw diodowych jako dwéjnikéw nieliniowych. Opisano pewne
czwlérniki aktywne zawierajgce dwa zrodda sterowane, a charakteryzu-
jace sie zerowg kolumng wspétczynnikéw w opisujacych je macierzach
+ancuchowych odwrotnych. Whasnosci tych czwérnikéw pozwalaja na mo-
delowanie niektérych osobliwosci. Pokazano przyktad syntezy genera-
tora harmonicznego z wykorzystaniem jednego z takich czwornikéw oraz
podano jego realizacje praktyczng z zastosowaniem wzmacniaczy opera-
cyjnych.

1. Wprowadzenie

Jakkolwiek od wprowadzenia przez Carlina i Youla [JU do teorii obwodéw
aktywnych pojecia podstawowych elementéw osobliwych mija juz blisko 30 lat,
nie docenia sie waznosci tych elementéw nie tyle w obliczeniowej praktyce
inzynierskiej, ile w teoretycznym opisie sieci aktywnych i czestosci ich
pojawiania sie w modelach teoretycznych. Powszechnie pojecie elementu
osobliwego wigzane Jest jedynie z elementami typu nullator i norator
(takze nullor), lecz juz Davies [Y] dotaczyt do nich takze przerwe i1 zwar-
cie. 0 wiele dalej poszedt Chua [3], rozszerzajac pojecie osobliwosci na
wszystkie dwojniki bezinercyjne zawierajace w swoich charakterystykach
na plaszczyznie prad - napiecie oprocz linii krzywych takze czesci obsza-
row ciggtych ptaszczyzny lub jej izolowane punkty. Kontynuujac to rozumo-
wanie, do zbioru elementéw osobliwych mozna zatem takze wprowadzi¢ idealne
zrédda autonomiczne jako przesuniete na plaszczyznie u-i przerwy™ i zwar-
cia [5], przesuniety nullator jako izolowany punkt w dowolnym miejscu tej
ptaszczyzny [V], idealne elementy diodowe [Y] jako zdozone z czesci cha-
rakterystyk przerwy i zwarcia, w tym takze '"diode ujemng" (rys. 1) oraz
powstaty z idealnych diod "norator bezmocowy' o charakterystyce podanej

na rys. 2.
Norator bezmocowy pojawia sie takze w aktywnych sieciach nieliniowych

z analogowymi uk#adami mnozacymi, co pokazano w pracy |Y]- Chociaz znacze-
nie praktyczne analizy i syntezy liniowych ukfadéw aktywnych, w ktoérych
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Rys. 1

Fig. 1 Fig. 2
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- 0

Rys. 3
Pig. 3

para nullator i norator odegrata duza role w modelowaniu jej podstawowych
uk¥adéw £)], stopniowo maleje i przechodzi do klasyki teorii obwodéw na
skutek wypierania jej przez dyskretne przetwarzanie sygnatéw, jednak blo-
ki #gczace te dwa rodzaje ukdtadéw nadal zawieraja wzmacniacze operacyjne
oraz przede wszystkim idealne komutatory (klucze), ktére mozna opisywac

w og6lnosci jako zmienne w czasie elementy osobliwe P47]. Szczegbélnie wy-
raznie wida¢ to na przyktadzie uktadéw przekacznikowo-kondensatorowych [[73
oraz przetacznikowo-rezystancyjnych [jo[l-

Wprowadzenie elementéw osobliwych byto konsekwencja potrzeby opisu
idealnych uktadéw aktywnych, ale takze zachodzi zjawisko odwrotne, zako-
zenie istnienia na przyktad idealnego Zréd¥a napieciowego sterowanego na-
pieciem implikuje pojawienie sie elementéw osobliwych. Przykdad tego zja-
wiska przedstawia rys. 3*

lia rysunku tym dwéjnik b) réwnowazny dwéjnikowi a) zawiera elementy
osobliwe norator i Zrédlator (rys. 5) o charakterystyce punktowej [53»
ktéra jest réownowazna punktowi i1 = E/R na charakterystyce dwéjnika ak-
tywnego E oraz potaczonego szeregowo rezystora R dla uzyskania wymu-
szonego napiecia u = O.
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Przyktad ten ilustruje mozliwos¢ zamodelowania autonomicznego Zzrédia
pradowego za pomoca zrédda napieciowego i rezystancji. Praktyczny ukdad
realizujacy to zjawisko przedstawia rys. 4* Podobnie w uktadzie z rys. 6a)

pojawiaja sie trzy zroédlatory przedstawione jako punkty , D2 i na
rys. 6b).
"6
Rys. 4
Fig. 4
Rys. 5
Fig. 5

Wprowadzenie w tych uktadach idealnego elementu diodowego pozwala uzy-
skiwa¢ osobliwosci o charakterystykach bedacych czescia ptaszczyzny u-i.

1 tak pédptaszczyzne dla pradéw dodatnich modeluje ukdad z rys. 7, w kté-
rym pojawia sie element osobliwy DO, a ktéry mozna nazwa¢ zwarciem dodat-
nim.

Wprowadzajac dodatkowo autonomiczne zréddo pradowe 1 (rys. 8) uzyskuje
sie podplaszczyzne przesunietg o wartosé¢ I, co w konsekwencji pozwala
+atwo uzyskaé¢ charakterystyke w ksztakcie pasa o szerokosci 11 do 12
(rys. 9).

Na podstawie pokazanych uktadéw diode ujemna z rys. 1 mozna zamodelowac
w uktadzie dwu Zrédet sterowanych w sposéb pokazany na rys. 10.
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Rys. 6
Fig. 6

Rys. 7
Fig. 7

taczenie przytoczonych ukdadéw z dowolnymi dwdjnikami nieliniowymi pozwa-
la uzyskiwa¢ osobliwosci o bardzo réznorodnych ksztaltach charakterystyk
bedacych wycieciami o ograniczonej i nieograniczonej powierzchni z plasz-

czyzny u-i (przyktady pokazano na rys. 1lla i b).
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a)

u=or

Jak wynika z przytoczonych kilku przykdadéw,

173
)

1U-0

=1
Rys. 8
Fig. 8

u

Rys. 9
Fig. 9

bezinercyjne elementy

osobliwe stanowia obszerng klase dwéjnikéw, ktérg nalezatoby uwazaé za

og6lniejsza od klasycznych dwdjnikéw rezystancyjnych,

definicjami Chua’y

ciggte lub izolowane punkty.

a ktore zgodnie z

zawieraja takze w swoich charakterystykach obszary
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2. Pewne czwémiki aktywne o wkasciwosSciach osobliwych

Topor-Kaminski

W tablicy 1 przedstawione sg czwémiki aktywne charakteryzujace sie
zerowg kolumng w opisujacych je macierzach dancuchowych odwrotnych. Kie
sa one ujmowane w klasyfikacjach klasycznej teorii ukdadéw aktywnych
jako nie majace praktycznego zastosowania. Czwomiki te jednak nadaja sie
dobrze do modelowania pewnych osobliwosci. W tablicy 1 podano wyrazenia
na zmienne zaciskowe wejSciowe tych czwéraikéw przy zatozeniu, ze sa one
obcigzone dwdéjnikami opisanymi ogélnym réwnaniem operatorowym typu:
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= b2 ig * 1)
Jak wynika z podanych wyrazen, we wszystkich przypadkach jedna zmienna
zaciskowa moze by¢ dowolna, natomiast druga nie zalezy od poprzedniej,

lecz jedynie od dwéjnika obcigzajacego.-

Tablica 1

3« Przyktadowe modele osobliwosci

Dla przyktadu rozpatrywane beda rggqF pﬁzypadki pracy uktadu z p. 2
w tabeli 1.1 tak, jezeli zatozyé ab2 a2 jk= k , wtedy»

@
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Stad, jesli przyja¢ & =1, to moze by¢ dowolne i uk#ad na zaciskach
wejsciowych widziany jest jako norator, natomiast dla k ~ 1, aby (@) bydo
spetnione, moze byc tylko réwne o i uk#ad jest zwarciem. Aby k bydo
réwne 1 dla @ bezwymiarowego i cC= R, dwéjnik obcigzajacy z réwnania
(@ musi by¢ réwny konduktancji o wartosci:

G2 =

t er ®

Og6lnie dla dwé¢jnika D2 jako nieliniowej konduktancji okreslonej wielo-
mianem o miejscach zerowych UQn zachodzi:

n
i2=aFl <2 - Uok) = ©)
k=1
Wtedy:
ul = a* 0 UL “ Uok} ®
k=1

Rozwigzaniem tego réwnania sg miejsca zerowe Sqgl do Eon* Zatem caty
uk¥ad na wejsciu bedzie widziany jako dwéjnik osobliwy, ktérego prad moze
by¢ dowolny, a napiecie przyjmowa¢ tylko wartos¢ Eol” Eo2 d0O Eon

(rys. 12).

Szczegblnymi przypadkami obciazenia nieliniowego moga by¢: uk#ad z ide-
alng dioda (rys. 13) o charakterystyce podanej na rys. 14 oraz ukkad =z
obcigzeniem o charakterystyce odcinkami liniowej, ktdrej pewna czes¢ ma
nachylenie /<[ (rys. 15), w wyniku czego otrzymuje sie ukdad o charak-
terystyce w ksztalcie pasa pokazanego na rys. 16.

Rys. 12 Rys. 13

PiG* 12 Pig. 13
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Rys. 14 Rys. 15
Fig. 14 Fig. 15

Rys. 16
Fig. 16
4. Synteza generatora harmonicznego .iako inercyjnego ukdadu osob”™iwe”o

Rozpatrywany bedzie tak jak poprzednio ukdad 2 2z tablicy 1, obcia-ony
w sposéb podany na rys. 17*

Rys. 17
Fig. 17
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Napiecie wejsSciowe okresla relacja:

ul =tth2 a2 2>ul + ej . (6)

Zaktadajac <= R, @@= 1, bgl a2 = Y(s) oraz e = const, otrzymuje sie
réwnanie (6) w postaci operatorowej jakos

(s) = HY(s)U1(s) + RY(S)E(s) (@)
co po przeksztatkceniach daje:

V 8)=KTWiT= ‘)

Aby uktad byt generatorem napieciowego przebiegu harmonicznego o pulsacji
w i amplitudzie Um, nalezy dobra¢ admitancje Y(s) tak, aby transforma-
ta napiecia U wynosita:

®

Z relacji (8) i (9) mozna zatem obliczy¢ admitancje Y(s), ktérag okresla
wzor:
1 um s2
y@ “5 *eTu™ * g "1 i | * <10>
m

Odpowiada jej dwojnik Y2(s) z rys. 18 (zawierajacy FDNR), okreslony re-
lacja:

y2(5):k2*89_i_rglr- (11)
2

Stad poréwnujac relacje (10) i (11), otrzymuje sie wyrazenia na wartos$c¢
amplitudy i pulsacji okreslone przez parametry ukdadu R, E, Rg, d2s
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Opierajac sie na powyzszej koncepcji, za-

modelowano rzeczywisty ukdad generatora z
0 zastosowaniem wzmacniaczy operacyjnych

przedstawiony na rys. 19.

Wydaje sie mozliwe otrzymanie w tym ukta-

s2D 2 dzie takze generatoréw przebiegéw innych
ksztaktow niz harmoniczny (w tym takze pra-
Rys. 18 wieokresowych) poprzez dobér odpowiedniej
Pig. 18 admitancji dwéjnika D2 na przykdad o cha-

rakterze inercyjnym nieliniowym.

Rys. 19
Fig. 19
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HBJIEHKE AHCKAJINHFaiX 9QJIKMKHTOB B MAEAJIbHDiX AKTHBHUX CHCTEMAX

Pe3joue

I1pe"cxaBjieHH paeHue cjiyoati HBJienzid aHOMajibHHX sjieMeKios b HeeajibHbtx
aKTMBHHx CHCieiiax, b tom gjicjie Apyrnx Heaejia Hyjiaiop a HopMaiop. Ohh cosep-
xai xapaKiepHCTHKH npocipaHCTBa hjiockocth TOK-Hanpaxenae hjih ee H3oanpoBaH-
Hoie TogKH. Bo3HHKaJOT OHH Ha HAeeuibHhix ynpaBjiaeubix hctogHHKax a Taicxe H'eajit-
HUX FIHOFIHKX SJleMeHTax KaK Hej IHHeOHbiX FIByXnCUIECHHKOB.

OnacaHbi HexoTophie aicTHBHHe gempexnoJiBCHHKH, co”epsamae flBa ynpaBlieMbie hc-
TOHHHKa, HMemniHe HyjieBoa cioJiCen kO3(f(@HUHehtob b hx oOpaTHux uenHHx Maipa-
nax. CBO&cTBa othx geiupexnojimcHHKOB Aara bo3moxhoctb MojerapoBaHHa BeKoio-
pux aHOMajibHociel. llpHBeAeH npHMep CHHTesa rapMOHngecKoro reHepaTopa ¢ npa—
MeneHHeM oflHoro H3 aiax geTlpexnoliiocHHKOB a Taxsce iipaKiaaecKoe ocymeciBjie-
aae ero c npaMeHeHaeM onepanaoHHHXx ycHMiejieit.

APPEARANCE OP SINGULAR ELEMENTS IN IDEAL ACTIVE SYSTEMS

Summary

Various cases of appearance of singular elements in ideal active sys-
tems, including also the other than nullator and norator, have been pre-
sented. They have the characteristics comprising apart from curves al30
continuous domains of current - voltage plane or its isolated points.
They are originated being based on ideal diode elements as non-linear
two-terminal network. Some active four-terminal networks containing two
controlled sources and characterized by zero coefficient column in the
string inverse matrices describing them have been presented. Properties
of those four-terminal networks enable modelling of some singularities.
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An example of harmonic generator synthesis using one of such four-termi-

nal networks has been presented and its practical realization applying
operational amplifiers has been described.
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MODELOWANIE NIELINIOWYCH FUNKCJI NIEMONOTONICZNYCH
W KLASIE UKLADOW REZYSTANCY JNO-PRZEELACZNIKOWYCH

Streszczenie. Opierajac sie na wczesniejszych pracach £3]» [4J
dotyczqc?flch analizy dwojnikow zkozonych z liniowych rezystancji oraz
idealnych przekacznikow (kluczy), ktore to pozwalaja uzyskaC uktady
rezystano%?ne 0 zmiennych parametrach poprzez zmiane funkcji < ste-
rujacych kluczami oraz na pracach dotyczacych obwoddw rezystancyj-
no—prze%acznlkochh modeIUchKch rezystanoyjne obwody nieliniowe o
charakterzstykac nieliniowych monotonicznych, przedstawiono reali-
zacje funkcji nieliniowych niemonotonicznycb. Pokazano mozliwos¢ _
realizacji niemonotonicznycb funkcji_nieliniowych w ukfadach zawie-
rajacych liniowe rezystancje, wzmacniacze operacyjne oraz idealne
klucze przekaczane funkcjami okresowymi. Jezeli stany pewnych prze-
+acznikow beda sterowane sygnatem proporcjonalnym do wybranych zmien-
nych zaciskowych, uzyskuje sie funkcje nieliniowe, w ukkadzie wspot-
rzednych o wartosciach usrednionych za pewien okres czasu. W pracy
przedstawiono dwie metody: z funkcja okresowa o zmiennym przesunie-
ciu fazowym impulsu sterujacego oraz z zastosowaniem konduktancji
sterowanych dwu przeciwnych znakéw. Przedstawiono obliczeniowe przy-
k#ady projektowania uk#adbéw praktycznych.

1. ffstep

Jednym z czestych sposobow uzyskiwania nieliniowych charakterystyk w ob-
wodach elektrycznych jest modelowanie ich za pomoca ukfadéw parametrycz-
nych sterowanych niektdérymi wewnetrznymi zmiennymi zaciskowymi tych obwo-
dow [1], [21, [s]- Obecnie znanych jest wiele sposobow realizacji ukkadow
0 sterowanych parametrach z zastosowaniem takich elementéw jak tranzystor
potowy lub réznego typu analogowe ukdady mnozace. W ukdadach tych zaréwno
parametry, jak i sygnaly zmieniajg sie w sposéb ciagly £5], [J]- Zastoso-
wanie ldealnego przelacznika (klucza) elektrycznego realizujgcego uprosz-
czong funkcje mnozenia pozwala takze budowa¢ ukdady o parametrach stero-
wanych sygnatami dyskretnymi. Uzyskanie nieliniowych funkcji dla sygna-
46w cigghych wymaga jedynie usredniania sygnatéw wyjsSciowych za pewien
okres czasu (g* Dodatkowa wazng obecnie zaleta ukfadéw przedacznikowych
mjest mozliwos¢ zastosowania ich jako stopni wigzacych ukdady ciagle z dy-
skretnymi [J>8.
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2. Metoda dwo.inika RS z funkcja sterujaca o zmienianej fazie

Na rys. 1 przedstawiona jest proponowana struktura dwojnika rezystan-
cyjno-przedgcznikowego g(t) ztozona z "n" rownoleghych gatezi RS, w ktod-
rych przelgczniki wkaczane sg zgodnie z funkcjami N o0 postaci stalej
wzgledem zadanego okresu T, natomiast funkcja <) sterujaca kluczem sze-
regowym wzgledem wszystkich gatezi jest zmieniana sygnatem zewnetrznym x.

%

Gi
Gi Y,
-1=Z>
I=Z c
Rys. 1 Rys. 2
Fig. 1 Fig. 2

Konduktancje dwéjnika z rys. 1 opisuje relacjai

n

o® “To2  Kkrvic* [0

Wartos¢ Srednia tej konduktancji za okres T wynosi»

T T
Jgdt =£J
0 0 k-1

Zaktadajac, ze ddugos¢ *© impulsu €® jest stala, natomiast zmienia sie
jego potozenie wzgledem poczatku okresu 7 proporcjonalnie do sygnatu x,
wartos¢ Srednia konduktancji G bedzie jego funkcjag, czyli:

< +t0

&)-f J gtdt, (©)]

gdzies e€- k x .
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W celu ukatwienia teoretycznej i praktycznej realizacji ukdadu zakkada
sie, ze funkcje sa impulsami takze o szerokosci €%, rozmieszczonymi
w odlegtosciach bedacymi wielokrotnosciami V  w stosunku do poczgtku
okresu T, czyli:

\ = KktO0 . (&)

Majac na uwadze, ze miedzy momentami <i cC+ tQ moze zaistnie¢ tylko
jeden punkt przekaczenia funkcji “#k, G(Ot) mozna zapisa w postaci:

Xk *+ &
G =f i gwat +f J gdt . 9
@ \

Uwzgledniajac konduktancje gateziowe GJE 1 i Gk, wykonujac catkowania oraz
porzadkujac wzgledem zmiennej ot, otrzymuje sie*

&) =~ (GFc-CW -Ww W +VkIl * <5b)

Konduktancja ta ma zatem posta¢ funkcji liniowej o parametrach zaleznych
od dwu kolejno wkgczanych konduktancji gakeziowych.

Wartosci G(ot) dla punktéw AN zaleza jedynie, na podstawie wzoru (&b),

od wartosci konduktancji w gatezi k+i otwieranej kluczem pk+l dla prze-
dzialu czasu AN do ?7~+1» gdyz podstawiajac ot=A”" otrzymuje sie*

GIAfS) = \Jr Gk . 63)

Stad wprost mozna wyliczy¢ wartosci konduktancji gateziowych Gk zakkadajac
podziat okresu na n taktéw o dhugosci tQ, a relacja (6) przyjmuje po-
stac:

G(V =i Gk . 6h)

Fakt ten upraszcza dobor elementéow ukdadu ze zmiennym podozeniem impulsu
90 w stosunku do uktadow ze zmienna szerokoscig <0 przedstawionych w
pracy [4]- Miedzy momentami Ak przelaczen funkcji "k konduktancja
g(t) przyjmuje wartosci state, ma zatem postaC czasowej Ffunkcji schodko-
wej (rys. 3)

Wartos¢ Srednia tej konduktancji zgodnie z relacjg (Bb) ma charakter
funkcji odcinkami liniowej w zaleznosci od zmiennej (rys. 4).
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Rys- 3
Fig. 3
Rys. 4
Pig. 4

Aby funkcja ta byka cigglta (brak skokow), sasiednie proste opisane wzora-
mi (Gb) winny przecina¢ sie w punktach przelgczen A. Prosta sasiednig
do opisanej wzorem (6b) jest prosta wyrazona réwnaniems

"Sc+l <+1Q
6 =Ff J g)t+~ J g(dt =
< Ak+i
= f Gka k+1 ™ + T Gk+1(+ 0 “\+1} ~
Wstawiajac <= A" 1 na podstawie tego, ze tQ = otrzymuje sie:

G(\) = ~ GNCA.N - AN+ A Ck+L1[-(\+1 -A") +£0] = F G~

co jest zgodne z wynikiem otrzymanym dla prostej (Gb) wyrazonym relacja (6)-
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Ze wzgledu na to, ze wartos¢ konduktancji dla okreslonej wielkosci tej
zmiennej jest zalezna tylko od konduktancji wkgczanych w przedziale od
* do ot+tjj moze ona by¢ funkcja niemonotoniczng. Praktyczny ukdad
modelujacy nieliniowa funkcje napieciowo-napieciowg u2 = z zasto-
sowaniem konduktancji g(t) pokazano na rys. 5»

u2

Rys. 5
Fig. 5
Rys. 6
Fig. 6

Blok uwYoc przetwarza wartos¢ napiecia W na potozenie impulsu yO. Na-
piecie wyjsSciowe ma wartosc«

Uwzgledniajac wzory (&), (6) otrzymuje sie:
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Natomiast dla momentdow czasowych <*= na podstawie wzoru (Bb) otrzy-
muje sie

)

z ktorej to relacji mozna wyliczy¢ wartosci konduktancji gateziowych jako:

Przyktadowo pokazana bedzie procedura projektowania ukdadu modelujacego
funkcje nieliniowg przedstawiong na rys. 6.

Funkcja ta wymaga ukdadu z podziatem okresu na cztery réowne takty, czyli
"o = >ifH = T/4. Zakkadajagc E = - 1V oraz przetwarzanie u

jako <= uj . T/4, mozna okresli¢ G na podstawie wzoru (10) jakos

Q. = 46p U2(™)

co w przyktadzie daje nastepujace wartosci: G = 12Gp, G2 = 16Gp,
G3 = "®F przedstawione w postaci funkcji momentéw przekaczen na rys. 7.
Funkcje sterujace majg posta¢ pokazang na rys. 8.

8 ————— - 1

0
Rys. 7 Rys. 8
Fig. 7 Fig. 8

Ukkad praktyczny realizujacy funkcje z rys. 6 moze ostatecznie przyjac
posta¢ pokazang na rys. 9, gdzie jest sygnatem zadajacym okres funk-
cji przetgczajacych
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Rys. 9
Fig- 9

3. Realizao.ia futfoo. 1l nieliniowych ze zmiennym znakiem

Zmiane zmaicu konduktancji sterowanej g(t), a zatem takze zmiane znaku
modelowanej przez nig funkcji nieliniowej mozna uzyska¢ w uktadzie troj-
nikowym z rys. 10, ktéry opisuje zaleznosc:

i=[ol® -92M] E - €XY)

Zaleznos¢ ta dla elementéw RS odpowiada schematowi przedstawionemu na
rys. 11, w ktérym wystepuje k konduktancji w galezi dodatniego napiecia
i n-k w gatezi ujemnego napiecia zasilajgcego. Konduktancje te odpowia-
daja ilosci punktéw przegiecia o dodatnich i ujemnych wartosciach modeto-
wanej funkcji nieliniowej.

Praktyczne zastosowanie tego sposobu prowa
. dzi do ukd#adu przedstawionego na rys. 12,
9|(t) podobnego do uktadu z rys. 5. Realizacja
dwéjnikéw g j(® i1 g2(t) moze byc¢ przepro-
wadzona zaréwno metodg zmiennej szerokosci
impulsu, jak i1 zmiennej fazy funkcji ste-
rujacej 90-
Przyktadowo przedstawiona bedzie realiza-
cja funkcji nieliniowej niemonotonicznej
0 czesciowo ujemnej charakterystyce poka-
zanej na rys. 13* Funkcja ta wymaga ukdadu
z podziatem okresu na pie¢ réwnych taktow

Rys. 10
Fig. 10
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Rys. 11
Fig. 11
Rys. 12
Fig. 12
o dhugosci; VQ = = T/5. Zaktadajac E = - 1V oraz liniowe

przetwarzanie ul- » a, mozna okresli¢ na podstawie wzoru (10) wartosci
konduktancji w gateziach:

Gk = 5GF W
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Rys. 13
Fig. 13
iV
Rys. 14 Rys. 15
Fig. 14 Fig. 15

Dla rozpatrywanej nieliniowosci otrzymuje sie wartosci: Gj = 15 Gp,
G2 = 10 «p B3 =-50Cp. G4 = - 15 G, sg one przedstawione w postaci
funkcji na rys 14» Ukdad realizujacy jest podany na rys. 15

4. Uwagi koncowe

Jezeli dtugoscé impulsu R nie bedzie réwna doktadnie
to wystapiag bledy (znieksztakcenia) w odwzorowywaniu zadanej funkcji nie-
liniowej. Gdy bedzie wigksze od T/n, to: g - fA+1 ~"SP +At*
a pomiedzy punktami cti o+t  bedg dwa punkty przekaczenia kluczy
i , co spowoduje, ze $rednia konduktancja (5b) bedzie zalezna od
trzech wartosci konduktancji gateziowych e = gk 1 gke1 1 Przyjmie
postac:
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b -+ foui+f T okt U he (R

V+1
Stad:
ToH) . @+l - V I )k -TVCEk<\+1 A )+Ck+l < VvV W * (¢))
Oznacza to, ze w przedziatach od -At do ~ pojawia¢ sie beda odcinki

linii prostych réznych od opisanych relacjg (Gb), wprowadzajac odchydtki ol
zadanych wartosci modelowanej funkcji nieliniowej.

Analogicznie jezeli %Q bedzie mniejsze niz T/n, to: VQ = KE1L -
-7 -At, a miedzy punktami e 1 ott FO moga sie nie pojawi¢ momenty
przekaczen, co oznacza, ze Srednia konduktancja G(@t) bedzie wtedy zaleze¢
jedynie od jednej konduktancji gateziowej, czyli:

6= | Ok dt = & Xo * a4)
ot

Zatem w przedziatach od do + At w zamodelowanej funkcji nielinio-
wej pojawiac¢ sie beda znieksztatcajace ptziome odcinki linii prostej.
Istnienie bleddéw zwigzanych z odchydka szerokosci impulsu funkcji y» o
zatozonej réwnej T/n jest niekorzystng cechg metody modelowania ukdadéw
RS metodg ze sterowang faza w stosunku do metody ze sterowang szerokoscig
impulsu. Mozliwo$¢ powstawania tych bdedéw mozna przesledzi¢ na rys. 16,
przedstawiajacym ukdad wytwarzajacy funkcje sterujace oraz ste-
rowvana napieciem ul.

Rys. 16
Fig. 16
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W ukdadzie tym blok cyfrowy UC wytwarza sygnaly €k, ktdre zsumowane wyzna-
czajg dhugos¢ okresu T przetwarzanego na przebieg liniowy (pitowy) przez
blok UL. Przebieg ten jest nastepnie poréwnywany z napieciem sterujacym
ul w komperatorze K, wytwarzajgcym impulsy o zmiennej szerokosci, ktore
sg przetwarzane w uniwibratorze UN na impulsy o stalej szerokosci tQ lecz
zmiennym polozeniu*

Przyczyna mozliwej nieréwnosci impulséw gk 1 €0 jest fakt wytwarza-
nia ich w dwu réznych blokach ukdadu, przy czym ditugos¢ tO nie zalezy od
sygnatu taktujacego Vt, lecz od parametréow ukdadu monostabilneg«.
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MOFfSIIHPOIiAHItS HEJIHHEIiiHiiX HEMOHOTOHHIiX SyHKHHii
B PESHCIHBHO KIIIDHBBHX CMCTEMAX

Pe3daue

OnHpanch Ha npeamonHHX cTaibxx asiopoB £3], [\/], xacaxm HxcH aHaAH3a
ABYXnOAffICHHKOB 00OlaBlieHHHX H3 XHHegHHX p63HCTOpPOB H HfleaHBHIiIX axeKIpH -
necKHX KAioveft, flonyckamiUHe noayvHTb pe3HCTHBHue CHCteMU c¢ nepeueHHtniH
KO03$$HHHeHiaMB Vepea nepeMeHy ynpaBxaeM HX paSotoft xjiioveit, a Taicxe
OtHOCHISHXOH K pe3HCTHBHO-KXK)'ieBHM UBIIHM MOAe.HHpyIQHHX pe3HCTHBHH8 HejlHHeK-
aue uemi o BejiHHe2HO-MOHOTOHHUisz xapaxiepHCTHKaMH.

B naoToamea paQoie pacciiaipHBaioTCH npaae”"eHHue bhoes npo6xeun. yxa3aHa
BOSHOXHOCTbh OCymedBXeHHH HeUOKOT OHHUX HSJIHHeaHbIX $yKKI"HM B CHCIleMOX 00 -
Aepxanuix saneaHHe pe3Ho;opu, onepaijHohkhb ycaxKTejni a Taxae HAeaxbHue KliiMii
nepeKlisnaeutje neps OAftveecxHMH (fyH KHam .

Ecah cocTOHHiie hbkotcpux nepexxHwaTexeii 6y~si ynpaBXHTCH CHTHajiom nponopuao-
uajiBHbUi k HeKOTopKu 3axnuBboi nepeueiiHLiu, npeofipeiajoicH HexuHeitHbie $,yhki;hx
b CHCTexe KoopAHHaT ¢ onpexexeKHiiuH 3HansHaauH 3a hckotopoM nepuoA BpeueHK.

OnHoaHH ABa cnocoSa: ¢ nepeoAH'iecxoii (jiyHKUHea ¢ nepeMSHHUM $aaobkm nepe-
uesieHHeH ynpaBxaxnnero KMnyxbca, a laxxe ¢ npHMeHOHaeu ynpaBxxeMHx xoHXxyx-
TKBBOBIKett C npOIHBONOXOXHHUH 3HaKaMH. UpSACTaBXeHH BbIHHCXeHHHe npauepti

npoexTapoBaHHH npaxTHHecxHX cacTeu.

MOBKLLIHCr NONLINEAR NONMONOTONIC FUNCTIONS
IN THE CLASS OP RESISTIVE-SWITCH NETWORKS

Summary

On the basis of the earlier works {jT], [4] concerning the analysis
of the two-terminal networks with linear resistances and ideal switches
wchich allow to obtain resistive networks having bariable narameters by
changing the functions controlling the switches as well as on the basis
of the work concerning resistive switch networks modelling nonlinear
resistive networks woth monotonio nonlinear characteristics, 3ome reali-
sations of nonlinear nonmonotonic functions have been presented.
The possibility of the realization of nonmonotonic nonlinear functions
by means of the networks containing linear resistances, operational am-
plifiers and ideal switcbes controlled by periodic functions has been
shown. If the states of some switches are controlled with the signal r -
portional to the chosen input-output variables, the nonlinear function;
are obtained in the coordinate system with average values taken for the
chosen period.
The two methods has been shown: with periodic function of the variable
phase shift of a control pulse and with the use of two controlled conduc-
tances with opposite signs. The examples of the practical network design
have been shown.



