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MIERNIKI MOCY BIERNE3 PRZEBIEGÓW ODKSZTAŁCONYCH 
Z SZEROKOPASMOWYMI PRZE8UWMIKAMI FAZY

Streszczenie. W artykule przedstawiono zasadę dzielenie oraz 
przykład realizacji aiernlke noey biernej (Budeenu) w układach z 
przebiegani odkształconym, w któryn wykorzystuje eię parę ezeroko- 
pasnowych przeeuwników fazy. Analizuje się także wpływ nledoekone» 
łośei realizacji tych przeeuwników na bięd ponleru aiernika.

Wstęp

Obserwowany wepółozeónle wzrost obciężenia eyeteau energetycznego od- 
blornikani nielinlowynl dużej noey powoduje istnienie sygnalizowanie (£i] 
£2]) trendu wzrostu defornacjl przebiegów elektrycznych w ayeteaie swer- 
getycznyw, powodujęcych obniżanie alę współczynnika nocy odbiorników i 
zwiększanie się tzw. 'ukrytych kosztów' defornacjl. Te negatywne skutki 
defornacjl wymyka1ę alę jednak spod kontroli wskutek trudnoócl z poniara- 
ni nocy, towarzyszęeynl w obecności defornacjl. przekazywanej do odbiornika 
nocy czynnej. Trudności te odclekaję także swoja piętno na długiej dysku- 
ejl, dotyczącej definicji tych nocy {[s3 - [6]) oraz aa usiłowaniach ich 
ellnlnacji.

3ednę z najdawniej wprowadzonych do teorii przebiegów odkeztałsónych £ 
najlepiej znanych nocy jeat noc bierne Q, zdefiniowana przez Budeenu [3] 
toteż wysiłki nad zbudowanie*« Biernika tej aocy neję już swoję długa hi
storię (f7] - Cli]) 1 znanych jest obecnie szereg koncepcji takiego pier
nika, -

Niniejezy artykuł przedstawia zasadę działania [12]nlernika nocy bier
nej , wg której wielkoócię proporcjonalne do noey biernej Q odbiornika 
Jest średnie wartości iloczynu napięć ayjśeiowych dwóch szerokopasmowych 
przeeuwników fazy, przekształcających sygnały proporcjonalne do prędu i 
napięcie odbiornika w ten sposób, że ols żnlenisjęc wid»« nodn¿owego oba 
sygnałów, wzajonne przesunięcia fazowe okładowych harnonicznych obu syg
nałów aę znniojszone o 3t/2.
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Zasada poalaru

Przypuśćny, że niesinusoidalne przebiegi okresowe e pulsacjico^ prędu 
1 napięcie odbiornika nogę być aproksynowane M-wyrazowyni wielonianani 
trygononetrycznynl postaci:

o ft U. * { 2 " £  P.{uh > « ! * } •  C D

N

I
h*l

N

I
h*l

gdzie:

i 4 Io + •Jh“lt}. (2)
h*l

uh ■ K I * * *  - i - •’;|hcV‘*. (3)
o

\  - J  kio. t

sę zespolonyni wartościami skutecznymi składowych harmonicznych prędu i
napięcia odbiornika. Moc bierna odbiornika Q ng definicji Budeanta [.3] 
jest‘wtedy równa

N

Q - E  K I I Ihl,i,,V  (5)
h-l

gdzie .
f

* h *«*„ -(&h* (6^

Przekształćny napięcie odbiornika u w napięcie u^ pewnyn liniowy»
czwórnikian o transnitancji operatorowej K(s)

A U. (S)
K(s) " DTTT (7)

1

oraz pręd’i odbiornika w napięcie n^ pewnyn czwórniklen o transnitancji 
operatorowej T(a) ,



Mierniki necy biernej przebiegów odkształconych. 7

Deśll eznaczyay:

Kh - K ( j h ^ ) ,  Th - T f j h c j j ) ,  (9)

to przebiegi czasowe' «»pięć ug i *b aaję postać:

J L  f Jhco. t~|

u. ■ UoK. + ^ 2 - ,  R«1uhKh e ]• (10)
h-1

✓

+ /¡r]T R,{ihTh di)•b " V o
h-l

Uiredaione, w ekresle zaienaoiei przebiegów T, wartoić iloczyn» uc obu 

napleć us > •(, J88* rówaa:

T

“c - V k  ■ T  J  “a“b dt ■ “. W o  + I > h Kh| | V h  | x 
O hpl

x eoe|Arg(uhKh ) - Ar9(IhTh^}*

Oećli eznaczyay

Arg Kh Arg T. - \  (13)h h ’ 1 a 'h h

to wyrażenie to Bożeny przedstawić w poataci:

N

“c - °oWo+ Z  KI KI K IN  °°Ą% - ^  -(W |  (14)
h-l

* i
CJeśli zatea czwóraikl o traaaaltaacjach K(e) i T(e) poaiadaję takie wła- 
śeiwoóei, że dla h - 0,1,....N,

K T - 0, (15)O O \

K I K j  " con,t " k * (16)

-3»^ -UC/2. (17)
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wówczast

N

ffc " V * b  " k S  J » b | |lh | ei.lPb - kQ. (18)
h-1

a więc średnia wartość Iloczynu napięć wyjściowych obn czwśrnlkńw jaat 
dla dowolnych przebiegów, która nogę być aprokaywowana wialonianawi try- 
gonoaetrycznyni postaci (i), (2). proporcjonalna do pobieranej przez od
biornik nocy biernej. Działejęcy według takiej zasady nleralk nocy bier
nej «»Ze nieć strukturę przedstawiony na rys. 1.

J .

Rys. 1

Z powyższego rozunonania wynika tefcZe, Ze zagadnienie konstrukcji nler- 
nika nocy biernej redukuje się w zasadzie do zagadnienia syntezy dwóch 
czwśrników, których trsnswitancje K(s) i T(a) społnlaję warunki (15), 
(16), (17). .

Warunek (16) aógłby być spełniony, gdyby transnltancje K(o) i T(a) by
ły tfaneaiteneja»i szerokopeswowych przeeuwników fazy (ang.t sil - pasa 
networka), których transaltancje F(s) maję ogólnie póataći

F(®> ś (19)

tj. aa osi urojonej , a * %'-'>■

| F { j a>) j» 1, (20)

Jednak nia aójgłby byś wtedy spełniony waraaak (15). Oba warunki, przy-'
najnalej w przybliżaniu, nogę być spełniona, gdy każda z traasaitancji
K(a) i T(a) jest iloczyn«» trasesfltfaaeji ezerokopasnowego przaauwaika fa
zy i tranaaltanejl .»««»¡eg® czwórnlka górnOprzapwstowege, np, s
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T(,) * k2 T T $  (22)

gdzie kj 1 k^ eg współczynnikowi wynlarowynl taklnl, Za

k4k2 fi k. (23)

Moduł czynnika Jco/(Jcj+oę) zalety jednak od częstotllwośoi, zatan wa
runek (16) nlo noto być óelóle «pełniony, nieuniej. wybierajęc współczyn
nik of doatatecznia aniajszy od pulaacjl cOj, nożna ton warunek apałnlć z 
dowolnie wyaagang dokłodnoóolg.

Ostatni z warunków (17), uwzględniajgc te. Ze czynnik fa ~ V % ') Bi® 
wprowadza do różnicy przeeunlgć fazowych ^  -at^ Żadnego składnika, bę
dzie spełniony, jeóll czwórnlkl o trananltancjaeh Fjis) i Fg(s) będę, w 
przypadku ich pełgczanla w apeaób przedstawiony na rya. 2a, tworzyć eze- 
rokopasaowy przeeuwnik fazy o przesunięciu fazy w paóalo pulsacjl (coj. 
Nco1 ) równy a ST/2 jak Ilustruje to rys. 2b.

W

Rys. 2

Synteza trsnswltancll Fjis) i F2 (e). Przykład realizacji al«rolka

Synteza szerokopasaowych przeeuwnlków fazy jaat oparta na teorii funk
cji eliptycznych Oacoblego fi3] 1 jest obecnie ezczsgółowo opracowana. 
Obszerng teorię takich układów i algorytny ich syntezy noZna znaleźć w 
wielu pracach, jak np. [l4j - [16]. Ponieważ rany artykułu nla pozwalaję
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na oaówienie procedury syntezy, niezbędnych dla realizacji Biernika,sze- 
rokopasnowych przesuwników fazy, dla zilustrowania postaci transnltaacji 
F (s ) oraz złożoności Biernika, zostały przez autora wyznaczone 1 przed
stawione poniżej, w gotowej postaci obie funkcje dla pasna częstotliwości 
obejaujęcego 10 kolejnych harnonicznych przebiegu o częstotliwości prze- 
nysłowej 50 Hz, przy założeniu, że różnica przesunięć fazowych ebu torów 
nie noże się różnić od ST/2 bardziej niż e £ - 0° 05'.
Mianowicie:

■ v - >
k-l K

gdzie:

Pj - 10040, p2 - 1397,1, p3 - 334,06 (24)

v  ■ n  ■
k-4 *

gdzie:

p4 - 2954,4, p5 - 706,43 p& - 98,304 (25)

Spełnianie warunku (17) z dokładności? do wartości £ 'nożna sprawdzić, ob- 
liczajęc wartość:

rh -afh " Arg T(ihtoi ) ■ Ar9 Kijhcjj) = Arg F2 (jhu^) - Arg Fjfjhu^) =

■ 2 arc tg - 2 arc tg ^ 26)
k«l k k-4 k

Istnieje szereg pasywnych i aktywnych^ikładów posiadajęcych transnl- 
tancję postaci (19), których właściwości badane sę w wielu pracach, jak

np. [i*] - U 8]* Zalety układów pasyw
nych, takie jak niska wrażliwość czy ni
ski koszt, sugeruję celowość poszukiwa
nia nożliwości realizacji przesuwników w 
tej właśnie klasie obwodów, jednak wza- 
jenna obciężalność podobwodów, niska 
dobroć elenentów indukcyjnych w obszarze 
nałych częstotliwości czynię nożllwość 
uzyskania dostatecznej dokładności rea
lizacji trcnsnitancji F̂, (s) i F^ie) aełoRys. 3
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prawdopodobno. W zrealizowanyn dla ilustracji przedstawionej uetody nler- 
niku szerokopaenowe przesuwnlki fazy o trenenitsncjach (24) i (25) zbudo
wano z 3 aktywnych ogniw, przedstawionych na rys. 3, posiadających dla 

■ 1/PA transnitancjej

Ki(*> - ' <27>

Rys. 4

Nieco uproszczoay schenat niernika przedstawiony Jest ne rys. 4. Ele- 
nenty z lndekseni a,b,c twórz; obwody górnoprzepustowa, zapewniające 
spełnienie warunku (15) oraz wznocnlenle nocy napięć wejściowych obu prze- 
euwnlków. Ponieważ wznocnlenle napięciowe obwodu o elenentach z lndeksanl 
b,c'Jest ujenne, przesuwnlki o transnltencjach F1(e) 1 FgCa) sę przesta
wione niejscanl. Ograniczona dokładność elenentów, z których zbudowane sę 
czwórniki o transnltencjach K(a) i T(e) oraz różne efekty pasóżytnlcze po
woduję, że błędy realizacji warunków (16) i (17) sę większe niż to wynika 
z założeń syntezy. W wykonany« Bierniku, zbudowanyn z rezystorów o dokład
ności 0,05%, kondensatorów o dokładności 0,1% oraz wznacniaczy operacyj
nych typu A 741 warunek (16) został spełniony z dokładności; większę niż 
0,5%, zaś warunek (17) z błęden fazowy« nnlejszyn niż 0° 20'. ¿Jednak wy
niki te nogę być traktowane wyłęcznle Jako ilustracyjne, gdyż ponierzone 
dla jednego egzenplarza, naję charakter przypadkowy, a tolerancjo reali
zacji nie była przednioten analizy
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Błąd realizacji tranenitandi k (s ). T(s ). a błęd poaiaru

Wynik poaiaru wg oaawiaaej netody obarczony jset błędea, na który skła
da się szereg klasycznych przyczyn takich Jak: niedokładność dzielnika czy 
bocznika wejściowego, błędy akłedw aaołęeego czy woltonlorza uśredniaję- 
cego napięcie wyjściowe i inne oraz błęd wynikajęcy wyłęcznlo z niedoake- 
nałegś epołnlonia warunków (16) i (17) 1 ton oatatnl błęd na dla przed- 
etawlanoj netody zasadnicze znaczenie. Aby go oszacować przyjnieny. Ze:

to środnla wartość napięcia we jost dla dedatnlek wartości Q ograni
czona nlorśnnośolę:

(28)

(29)

średnia wartość iloczynu napięć ua> nb jest wówczas równa:

■

uc ■ Vb -k 2  KI KM1 +dh),1»{V £h)-
h»l

(30)

i •

(31)

M

■ a *  k S i uhl * fibC M V h * <Sh,1" % )
b»l

Oeśli eanaozyny:

(33)

(34)

(35)

Tak więc, błęd nodułowy <$M wprowadza do wyniku poniarn błęd proporcjonal
ny do aiorzonoj nocy biernej, zaś błęd fazowy £ n - błęd proporcjonalny 
do nosy ezynnoj odbiornika.



Hla'rwlkl nocy blernsj przebiegów odkształconych.. 13

Wnioski

Wyda]* *19, ta przedstawiona zasada poelaru nocy blarne] przebiegów od
kształconych w świetle Istnienia dobrze opracowanej teorii szerokopasmo
wych przesewnlków fazy daje właściwą podstawą do konstrukcji niernika taj 
'nocy. Słabą stroną aetody noZe być wynaganie odnośnie dukaj liczby ela- 
nentów o znacznej dokładności. Hoże to być szczególnie niekorzyetne w 
przypadku konstrukcji niernika dla ponlaru nocy biernej przebiegów o wid- 
nach rzadkich, występujących w syastrycznych układach wielofazowych.

LITERATURA

[1] LINDERS 3.R. t Electric Wave Distortion: Their Hidden Cost and Con»
tainent, IEEE Trans, on I.A. , IA - 15, N® 5 Sap/Oct. 1979, pp. 458-
-471.

[2] SHIP D.P.: Harnonic Analysis and Supprasion for Electrical Systens 
Supplying Power Converters and Other Nonlinear Loads, IEEE,Trans, on 
I.A. IA - 15, K® 5, Sep./Oct. 1979, pp. 453-458,,

[3] BADEANU C.: Reactive and Fictitious Powers. Publication H° 2 of the 
Runeniaa National Institute, Bucarest 1927.

(XI FRYZE S.: Moc czynna, bierna i pozorna w obwodach o przebiegach od
kształconych prądu 1 napięcia , Przegląd Elektrotechniczny1931. ,«r 7 
88. 193-203} nr 8, ss. 225-234.

[5] EMANUEL A.E.s Suggested Definition of Reactive Power for Nonsiauao-
idal Systens, Proc. IEE. Vol. 120. N° 6 Oune, 1973, pp. 704-706.

[6] SHERPED W . , ZAKIKHANI P.s Suggested Definition of Reactive Power for 
Noneinueoidal Systens, Proc. IEE, Vol. 119, N° 9, Sept. 1972, pp. 
1361-2.

[7] ANTONXU S.I., LEON M . : Linear Active Model for the Oeterniwatioe sf 
Active and Reactive Powers in Noneinusoidal State,. Acta Ineko, 1967.

[sj ANTONIU S.I., LEON M. , TUOUCE R . : P.Q.O-watre, Apparail powr la ne- 
aure das puissances at anerglaa actives reactive* et defornantee dans 
un ragins snergelique deforąaat. Cengrea Meaucers 1973, Paris,

[9] LOPEZ R.A., ASOQUERINO 3.C.M,, RODRISEZ-IZGUIERDO S . : Resetivs Po
wer Meter for Nonslnusoldal Systens, IEEE Trans. Instr. Mcas., Vol. 
26 N® 3. 1977, pp. 258-260,

[10] SAWICKI 3. s The Msssurenent of Reactive Power 2£|U| |I|si«j», Acta 
Ineko, 1976, Vol. II, 1977 pp. 23-31.

[11] CZARNECKI L.s.: Konstrukcja niernika nocy biernej w układach z prze
biegani odkształconym. Zssz', Nauk. Pal. Sl. Elektryka Nr 36, Gliwi
ce 1972.

£12] CZARNECKI L.S.: Miernik nosy biernej w układach z przebiegani od
kształcanym. Patent PRL nr 85524, 17.1.1974.

[13] WHITTEKER E.T., WATSON G.N.s Kurs Analizy Współczesnej, t. II, PWN, 
Warszawa 1967.

JjuJ ORCHARD H.3. j Synthesis of Widefeawd Two-Phase Networks. Wireless £»g. 
March £958, pp. 72-81.

[ts] BEDR8SXAN S.O.: Wornslized Design of 90® Phsss-Differeace Networks. 
IRE Trans', on C.T. 3nne. 1960, pp. 128-136,

[isj LLOYD A.G.: 90-0sgree Phase-Diffsrancs Networks... Electr. Design., 
19, Sept. 13. 1976, pp. 90-94.



14
/ > 

L .S . C zarnecki

[17J PONSONBY 3.E.B.: Active All-Pass Filter Using a Differential Ampli
fier. Electorn Lett. Vol. 2, pp. 134-135, Apr. 1965.

Jl83 DAS S.K.: Realization of All-Pass Transfer Function Using a Diffe
rential Aaplifier. IEEE Trans, on. C.T. Vol. C.T.-20, May 1973, pp. 
326-327.

Wpłynęło do Redakcji w naju 1980 r. Recenzent:

Doc. dr Stanisław Bolkowakl
i *

J13MEPHTEJIH PEAKTHBHOti MOIUHOCTH £E<K>PMHPOBAHHHX IIPOBErOB 

C DIHPOKOnOJlOCHUMH IIPE0BPA30BATEJLflMH 4>A3U

P e 3 » m e

B c ia ib e  npe^cTaBzeHH npHHipin AegciBHa h npauep peajnwanjiH H3iiepH?eza 
peaKTHBHOił moąhocth (no EyąeaHy) 8 CHCieuax c AefopuapoBaHHHMa npoderaua, b 
kotophx Hcnoai>30Baaa napa mapoKonoaocHHi npeo6pa30Baiejiefi $a3H. npoaBBexeH 
anajiH3 bjihhhhh HecoBepneHciBa peaaH3anaH sthx npeo6pa30BaTejie8 Ha norpem- 
HOCTfa H3uepeHHa. H3uepHieaa,

THE VARMETERS OF DEFORMED WAVEFORMS WITH WIDE BAND PHASE SHIFTERS 

S u n n a r y

The paper presents the principle* of operation and an exanpls of the 
' varneter (Budeanu) in systens with deforned naveforns where a pair of

wide band phase shifters is used. The effect of iaperfect realization of 
these phase shifters on the varneter a aeesuring error is analysed.

I
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BŁĄD REALIZACJI SZEROKOPASMOWYCH PRZESUWNIKÓW FAZY ^

Streszczenie. W artykule rozwala się błęd realizacji szerokopas- 
■owych przesuwników fazy wynikajęcy z nlenożllwości dokładnego do
boru wartości elenentów układu oraz z przyrostowych zaian Ich war
tości pod wpływen czynników zewnętrznych. Rozwala się równie! wle- 
loparanetrowę wralliwość tego błędu aproksyaacji.

Wprowadzenie

Na rys. 1 podano ogó^nę strukturę szęrokopasnowych przesuwników fazy, 
gdzie s

"o(t) " K I » 1"“ *
Uj(t) - |l)jJ sinJcjt + /Sjico)]

u2 (t) ■2 sin[ut ♦ j52 (“ )]

K I  ■ K I

(i)

( 2 )

Układ Jest szerokopssaowyn przesuw- 
nlklen fazy gdy w określony»

pasnle częstotliwości rólniea faz
napięć Ujit) 1 u2 (t) Jest stała
i wynosi & przy zachowaain sta
łości wartości skutecznych napięć

l ° l l  1 K I *  c * f u

dla

Charaktery«tykę fezy na ryss. 2. »»reeekt jOj| « lUgj oznacza, la
<rie«*te»łe «bu cerów afeiUs-da k u »i być Jednakowa nisialelsia ed częstotliwo
ści, * *lęe traissniteaci« tych berów nuszę spełniać relację:
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(S)

gdzie: Rji.e) -

P , M ; £ 2(w )

u

Rye. 2

Z relacji (3) wynika, Ze układy tafcie zapewniaj« etały wodwł traaaai- 
tesicil na osi arojonaj, przy zalennyM argumencie. Czwórniki, które speł
niaj« relację (3), noszę nazwę korektorów fezy. Projektowanie ezerokopaa- 
ncwycb prz6euwników fazy g- polega na tya, Z® przy zadanej ezerokoócl paa- 
■a oj £(cod i oj ) i Zędanya błędzie należy określić transnltencje torów 
K , (e) i K »»(*), a następnie w oparciu o nie przy przyjętej strukturze

113, \

układowej »kreślić wartości eleweatów. Wśród publikowanych uetod syntezy 
tych układów wyróżnia się zasadniczo dwie £i3 . [3]:

- net oda koapet er owa,
- aetoda wstenatyczna, w której poszukują się Kuj/*' * Ku2^8 '̂ r0zwi*2u“

jęc równanie eliptyczny 3aco’oiagc.

Kiezależwie od wybranej eetody reelizaćje stałej różnicy fez Jeet nie
możliwa, gdyż tangens p  (oj) jeet iłorazas dwu wlalonianów zwiewnej oj . 
Określa s.«.f więc tzw. isłęd aprokaywacj i BIoj).

6 (w ) = f -  p(co) . (4 )

który po przekształceniach da elf prsiedatawić w for«!« [i]

(5)
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Realizacja (5) okradła taageae połowy kąta błędu aproksymacji, czyli funk
cje błyda aproksynacj1, której zora 1 bieguny ag liczbami rzeczywistym, 
co jeat konsekwencje aproksymacji funkcji (5) w saasis Czebyazewa.

Realizacja praktyczaa wnosi takie pewien błed, który nazwleny błędom 
realizacji. Artykuł tan onawla władnie bł.ęd realizacji szerokopaenowych 
przaauwników fazy oraz związana z ain aspekty wrailiwodeiowe.

Błąd realizacji 1 wieloparametrowa wrażliwodó funkcji błędu aproksymacji

Okredllny błed realizacji jako zmiany funkcji błędu aprokaymacjl dTfco) 
wynlkajyce ze zmian wartodcl elementów układu.

- rzeczywiste zera funkcji t (u>), które mkredla elf przez warteóel 
zer (biegunów) funkcji przejdela korektorów fazy lub bezpodrednie 
przez peranetry układu, 

a - zbiór parametrów układu

jeat funkcje ezyatetliweód i parametrów układu, te błed realizacji 
dT(oj,a) - tg J  juet takie zaleiny od tych wlelkodd. Funkcje te ze
wzglydu na parametry układu ee złoiome, dlatego błed realizacji okredll
ny korzyatajec z wieloparametrowej wrailiwodei funkcji T(co,a). Wraili- 
wedć ty okredlimy w eposób podredmi, wyznaczajec wraillwodć tej funkcji 
na zmiany pełoienia zer 1 biegunów k^ funkcji przejócia korektorów fa
zy. Te zad zmiany wyalkaje bezpodrednie ze zmian elementów układu i moina 
je okredlać takie w oparciu o wraillwodć. Zgadnie z pewyiazyn i defini
cje wieloparenetrewej wrailiwodei [Ż] wraillwodć funkcji błęduaproksyma
cji T(to) ekreólona Jest naetypujeeei

natenlaet wraillwodć pierwiastków T(co,a) na znlany połoiert zer (biegu
nów) funkcji przejdde korektorów Kal(joo) 1 Kb2 (jło)

Oeieli

(6 )

gdzie:

(7)

i i
3'( l n  V1 ') > 5 ' ( T n i p {

3oo. 9co,
(8)

gdzie
(9)

oznacza wektor zer funkcji Kjijos) 1 K^ijo:)
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Wówczas względnę zaianę funkcji T(«,a) (czyli względny błęd realizacji) 
wywołanę przyrostową, zalanę k

Wrażliwość funkcji błędu aproksyaacji (6) na zalaay k przyjale postać:

W celu określenia wleloparaaetrowej wrażliwości pierwiastków wieloaianu 
W 1 a także k^ posłużono się aetodę podanę przez Hartiaelliego [2], pole- 
gajęcę aa określeniu tej wrażliwości w oparciu o wrażliwość współczynni
ków tego wieloaianu. Dla jasności dalszych rozważać przytoczyay w skrócie 
tę aetodę.
Niech:

(10 )

gdzi“ -

K* - oznacza transpozycję wektora K .

(11 )

Q(p) - Q.P- + ♦ ... ♦ QtP ♦ Q0 ... ( 1 2 )

będzie dowolnya wieloalanea zaieńnej p 
Wówczas

Pi
V - U iw (13)

natoalast

dPl - U j W K * . (14)

gdzie:

(15)

. \
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•yv-

3Q_ “3 Q„ 0 Q.

3(lnk1 ) 3(lBkg) 9(lnkn )

SO j eOj
s n s E j ); T O q r { "snrei^T (16)

9Q „ 90 . 30.
'(lnltj)! 3(lnk2 )! 7l'lmkn )

Przykład

Przyjaijay, * torach przesuwnika fazowego sę korektory fezowe pier
wszego rzędu pokazane na rys. 3 o transaitancjech częstotliwościowych po
staci

Jto-k, JoJ_k
Kui (̂ >  ■ » W j«> - (17)

Wówczas:

;

r >

R:

Rys. 3

U:

;  1
b=Mj2.

r .  1  032 -  ( k . - k _ ) t o  + k .k _  (co-u?.)Co-u>_)
T(w) - tg ifc(w) . - ....  -1 2 1_2 . ... r* 2 . (1 8 )

L2 j  • ♦ ( k 1- k 2 )oo+ k^ 2

gdzie:
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Wielopsraaelrowa wrażliwość funkcji tangeaea połowy kęta błędu eproksyaa- 
cjl wynosi

tó! co2

sT - 5iL_ . §JL_ . . * L _ ,
k W-lOj LO-tC^ OO+CCj CO+cOg1

gdzla k - [ k j ^ ] *
Z relacji (18) wynika, że Q(p) - L(-co) -co2 - (kj-k2 )co + kjkg atęd

3q ■ kjkgj Qł «-('kj-kg), Q2 - 1,

wówczas:

W  -

kjk2 i kjk2 

-kj k2

(1) 1
ę?;
co

1   . (2) 1
co^-co,' " do(co)

J-COj
d<j(cQ ’2 - V

Wrażliwości pierwiastków cô  1 co2 przyjaę postać:

c a  f - k , k ,  w ,k .  - k . k_ k_u>, 1c~l „ ii i*/ I 1 2 1 1 . 1 2 _ 2 1 I
k 1 I ^ l -0 ^  COj-CC^ C ^ -C ^ J *

c a  T k - k .  k .co  k .  k _  k_w„ 1
C * ,, VV- I 1 2 _ 1 2 , t  2. 2 2
k  2  COj-CC^ * c^ - Ł O j  C O g - U ^ J  '

a zalany położenie pierwiastków i będę określone aaetępajęco:

**i " ¿ ^ = q [ f !l (k2-ci ) 4 k2 fc,i4ki ) “l f ]  ’

‘H  " i^=^-[kl (k2'tai ) 1 “  4 k2 (w24kl ) “tf ] ’

gdzie i
dk. d c .
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dk_ dR. dc 2 _  2  2
**1 ' ^ ¡ *

Względny błęd realizacji

ĆT(w,a) ’ ffiíT1 “ “2w^ C J  - 2w Ä '
1 2

Pokazany na ryaanku 4 wykree przedstawia bezwzględny wartość tego błęde 
Jako fenkcję co.

Oszacowanie znlan położenia zer (biegenćw) fenkcil t (co)

Zakładajęe, to:
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0 <

/

du2
<  - T & —  Ck, ♦ k-> 1~H? 1

dk dk
Wartości aaksyaalne uzyskuje się wtedy, gdy zaiany — ¡—  i —r—  Baję przę

śl 2
ciwne znaki.

Przykład liczbowy

Dla zakresu częstotliwości f ć (100-250) Hz należy uzyskać przesunię
cie fazowa ®  z błędea £ m <  3°. Załóżay, że struktura korektorów Jest 
taka. Jak pokazana na rys. 3. Obliczone dla tego pasaa wartości zer (bie
gunów) funkcji przejścia Kul(jco) 1 wynoszę odpowiednio:

Cj - 2,5036, ,

C2 - 0,3995,

gdzla:
k - —  S co - - 991,5489coó * o J  o g s

Natoaiast zera (bieguny) funkcji taagensa połowy kęta błędu aproksyaacji 
naję wartości

¿3 . 1,3788, _
1 gdzie co. ii.

0O2 = 0,7314, Ho

Zakładajęc, że £» ^0,01, otrzyaujeay wartości aaksyaalaych względnych 
zalań zer cOj i oc>2 ^

1 1 l i i i
I ^11 1 “ 2 |

- 0,0897I ■ ■ ^ 2  i

etęd

d - W  « 0.1236

dH2.a* " °'0656 

względna zalana T(i3) dla ¿3. 1,2 aa wartość

| dT (¿5)
iSJ - 0,817 

¿3.1,2
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Uzyskany wynik wskazuje na to, że wartość błędu realizacji dla przyjętęj 
tolarancjl wykonania elenentów układu & •  - 1% i dowolnie wybranej pul- 
aacji u .  1 , 2  co Jaat porównywalna z wartości« błędu aproksyaacji. Nie 
noże być on zaniedbany szczególnie tan, gdzie ważna Jest wysoka dokład
ność pracy przesuwników fazy. W celu znniejszenia wartości tego błędu na
leży zastosować elenenty o odpowiednio ważnej tolerancji wykonania. 

v '• ■

Zakończenie■ ■ '■    *

W artykule zaproponowano netodę obliczania błędu realizacji szerokopas- 
nowych przesuwników fazy Onówiono ten błęd dla najprostszej struktury 
układów (korektory I rzędu). Bardziej złożone Struktury wynagać będę uży
cia aaszyn cyfrowych. Pokazano, że błęd ton wynika z wrażliwości zer (bie
gunów) funkcji tangeasa połowy kęta błędu apraksyuacji na znlanę położeń 
zer (biegunów) funkcji przejścia korektorów fazy, która to znlana pocho
dzi od znlan parametrów układu. Analizę powyższę przeprowadzono dla ko
rektorów o takiej strukturze, która zapewnia to, że zalany paranetrów u- 
kładu nie naję wpływu na noduł funkcji przejścia korektorów a oddzlaływa- 
Ję jedynie na Jaj fazę.
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THE WIDE-BANO &  CONSTANT PHASE ME THOR ICS REALIZATION ERROR

S c e n e r y

Tii® error of realization of nlde-band conatant phase networks la die« 
cussed in the paper.

The error depending on changes in values of elenenta la taken Into ac
count.

The aultleeneitivlty of approxlaation error la also discussed.
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REALIZACJA AKTYWNEGO KOREKTORA FAZY DRUGIEGO RZĘDU 
ZE STRATNĄ INOUKCYONOSCIĄ

Streszczanie. Cele« niniejszego artykuł« jest przedstawienie spo- 
eoba realizacji korektora fazy draglego rzgdu z wykorzystania« wz«ec~ 
nlacza oparaeyj«ego 1 ayaalowaaej stratnej iadukcyjnaści.

W artykule o b ó w Io n o również wrażliwość przedstawionego korektere 
i perćw«a«e z wrażliwością keraktera RLC.

Wprewadzewle

Keraktera« fazowy« nazywany czwór alk e traassltsacjl operatorowej na- 
jecej peatać

tj. funkcji e stały« aodule aa oal urejoaej i znlaaay« arguneacie. W wy
rażenia (l) P(a) jest wlaloalaaea Rurwitza. Traasnltaacja takiego czwór- 
aika charakteryzują el« kwadraaturewy eyaetrig zer 1 biegunów. Funkcja 
taka «oże być realizowana w zbiorze eleaentśw RLC, ale wyłgczale o etruk- 
turze «eatkanej. Na rya. 1 przedstawiono przykład takloj roallzacji dla 
korektora fazy drugiego rzydu.

(1)

L C
o

Ł C

"■ | W F

R y a . 1
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Przejście do stosowanej najczęściej struktury trójnikowej wyaaga wzbo
gacenia klasy eleaentów RLC o transformatory idealne, w efekcie czego 
synteza korektorów staje się technologicznie kłopotliwa, szczególnie dla 
aałych częstotliwości, ze względu na obecność indukcyjności. Z tych też 
względów elininacja indukcyjności z obwodów elektronicznych stała się o- 
becnie powszechna. Wprowadzono szereg elenentów aktywnych, które pozwoli
ły na ellainację lub synulację indukcyjności w układach [l] , [5j.

Aktywna realizacja korektora

Układen aktywnyn, który jest równoważny układowi z rys. 1 jest układ, 
podany na rys. 2, o transnitancji najęcej postać

Ku (8)
U2 (a)
Ü¡TTT

Z - kR e LC - ksCR + 1 P(-s)
Z + t? “ ~TT"," ~  " P( e” *s LC + sCR + 1

(2 )

Z relacji (2) wynika, że poprzez znianę k nożeny wpływać nlezaieżnle na 
położenie zer transnitancji, przy nleznienlonyn położeniu biegunów.

Dla zapewnienia kwadranturowej symetrii zer i biegunów transnitancj1 (2) 
należy w tym przypadku przyjęć k ■ 1. Szereg rozwięzaó korektorów fazo
wych bazuje na strukturze z rys. 2, przede wszystkie ze względu na łatwę 
regulację położeń zer oraz dobre własności wrażliwościowe, porównywalne z 
obwodani pasywnyai RLC.

kR<

¡ F 1

Zi

I

i

Rys. 2

Używajęc do symulacji bezstratnej indukcyjności uogólnionych konwerto
rów inpedancji (GIC) lub żyratorów o dużej dobroci [2] , Q3], [6j, należy 
zaznaczyć, że za ponocę sanego żyratora i elenentów RC nożna zrealizować 
korektory fazy o dobrych własnościach [4].

W niniejszym artykule do realizacji użyto zaniast bezstratnej induk- 
cyjności indukcyjność stratni*, zrealizowanę za ponocę tylko jednego wznac- 
'ecze operacyjnego (np. [ij rye. 3). Takie podejście wydaje się być uży-



Realizacja aktywnego korektora fazy...
27

taczne. zwłaszcza jeżeli chodzi o realizację korektorów fazowych o nałych 
dobrociach biegunów. Praktyczna realizacja korektora fazy drugiego rzędu 
przy użyciu stratnej indukcyjności przedstawiona jest na rys. 4 .

RJ U 2RX

k - * ,

Rys. 3

Transeltancja napięciowa ma postać
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Dobroć bieguna

(5)

Częatotllwość rezonansowa

1 (6 )

Z relacji (s), (6) wynika, że nożna w proaty epoeób znionlać niezależnie 
Q 1 co , co na duża znaczenie praktyczna.O

T w t (x ) - funkcja układowa, 
z — w  wartość elnnentu układu.

W rozważaniach określiny wrażliwość: dobroci Q, częstotliwości co# , biegu
na p - - S* jioc oraz trananltancjl na zalany wartości alenantśw układu 
1 porównany z wrażliwości« korektora z bezstratna lndukcyjnoścl«.
Dla układu z rys. 4 nany:

Wrażliwość

Korzystany z następującej definicji wrażlAwścl

(7)

gdzie i

(8)

sr ‘ - a n r *  s r ■ °* sr ■ J    •
x y4Q - 1 X
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i * 2 * 7 * ’ s
xi

S_ - 2.

Natoeiaet dla układu z rya. 2

S* - - s^“ « - |s s£ - §(-1 ♦ J

^4Q2 - 1

Sr ’ ' U  4 °  " SR ■ J
K

1 „“ o x p t i
L "  2  L “ "  f ! S L ” ?  ( 1  + J  - P y ^ = , )

m  - i

(9)

? K I - ”  s  l \ J  - *

Wrażliwość funkcji przejścia dla a » jooj

a) układ z rya. 2

_ V Jt0) . 2toRC co2  LCS. » -J  ~5---5-— — ---
L (1  - u  \ c r  + (cJRC)

(10)

"2jQ. (ii)

K„(j“ ) 2<jRC

C ' (1 -COŻLC)* ♦ ( « R e A
(12 )

- -SJO. (13)

_Km (J«) 2 R5 . w 2 LC-

•»  ( T r . T ^ r r s s ? -
(14)

Funkcja ta przyjwuje wartości ekstremalna 41»

<•* - si <i ♦ ^  - s| (-i ♦ lii” ♦ * ? >
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i wówczas

SR

b) układ z rys. 4—

K (ico) . 2ocCq
„ U = -J -------5--- ^ ---------- w,
SC (l - u  LcC) ♦ ioCq )

, #
gdzie:

2
q * 2R + R ; L ** R C„ ,^ X O X 1

= -J2Q, (17)

K (jc o )  K (jc o )  L 2ooq Cco2 L C
Spu = S. u S ° = -J -------w---- w--—----- w— , (18)
C1 Lo C1 (1 - w \  C)Z + fcoqC)

f
K (ic o  )
, U J n
sc.S_U ° - -2jQ, (19)

K (ico ) K ( jc o )  2<oCq(1  -  co2  L C)^ u „ u J ^ o (im)Sp “ s Sp n -j ----  n--5-------- -X (20;
R \ R (1  -  co LQC ) 7  CoqC)2

- \
dla pulsacjl

^  . S, (l * |/l ♦ 402'); co2 (1 + f 7 ^ ? ) .

funkcja przyjauje wartości ekstrenalne

K (jco )
V  llZ 5 J \ <  + Id. (21)

K (jco) 4cjCR [l + co2R C C(R + R)j
SRU - -j ----   5---- 5-i--- 2---w— . (22)

x (1 - co L0C) + (o C q )

K (jco )
SR“ ° » “J4Q. (23)

X

Wykresy tych wrażliwości przedstawia rys. 5. w obydwu przypadkach dla Q*5
wrażliwości układu z rys. 2 oznaczono syabolee S* , a wrażliwości ukła-

iK 1 -■—
du z rys. 4 oznaczono syabolea . S .

a xi
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Zakończenie

Przedstawiona wyniki nogę być użyteczne przy projektowaniu korektorów
fazy będi filtrów zerowych (órodkowozaporowych), które nożne uzyskać w
obydwu przypadkach poprzez odpowiedni dobór współczynnika k rslacje((2)
1 (3)). Z porównania relacji (8) i (9) wynika, że wrażliwości S® , S“°,

xi xi
Sp korektora ze etratnę lndukcyjnośeię niewiele różnię się od wrażllwo- 

1
i ci z użyclea Idealnej lndukcyjnoóci a więc również' od korektorów pasyw
nych RLC. k(Jcj)

Z przebiegu wrażliwości transnitancji S “ (rys. 5) wynika, że nsj-
xi

bardziej wrażliwy« elenenten jest rezystancja Rx , dlatego należy stawiać 
duże wynagania co do tolerancji tego' elenentu.
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THE REALIZATION OF THE ACTIVE SECOND ORDER PHASE CORRECTOR 
WITH LOSSY INDUCTANCE

S u ■ a a r y

The active second order phase-corrector realization utilizing the ope
rational anpllfler and sinalated lossy inductance Is the aln of this pa
per. The sensitivity of the corrector was discussed and conpared with the 
seneitlvlty of the RLC corrector.
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MINIMALIZACJA WRAŻLIWOŚCI I ROZRZUTU 
WARTOŚCI PARAMETRÓW ELEMEWTÓW OBWODU

Streszczenie, w artykule przedstawiono algoryta oparty na koacep- 
eji układów cięgla równoważnych 1 aa prograaowaeio linżswya, pozwa
lający alnlaalizować jednocześnie wskaźnik wrażliwości i wskaźnik 
rozrzutu paraastrów aleaantón obwodu.

1. Wstęp * w

Teoria sforaułowana przez Cauera Cli 1 Hewitta j[2] daje sposób gene
rowania równoważnych obwodów RLC przez transformację aacierzy węzłowej. 
Teorię tę aożna rozazerzyć na obwody pasywne, nieodwracalne o strukturze

Obwód RLC Żyrator o N węzłach niezależ
nych na aacierz węzłowę Y . , którą aożna za

pisać następująco:

Y i - p c i ♦ Gi * - 9i fi)

gdzie: p Jest częstotliwością zespoloną,
C, . Gj , , 3j sę stsłynl (NxN) aacierzaal

paraastrów elenentó* - C^ dla pojetmości, 
Gj dla konduktancji, Pj dla odwrotności ta- 
dukcyjności i dla konduktancji źyracj i

żyra torów idealnych. Macierze Cj, Gi <rł1 sę syaetryezna, natoaiast aa
cierz gj Jest skośnie syaetryezna.

Zgodnie z teorię obwodów równoważnych aacierz Yj obwodu pierwotnego 
aoże być transforaowana w innę aacierz Yg nowego obwodu - równoważnego, 
który na tę sanę aacierz adnitancyjnę, odniesione do wrót utworzonych 
przez węzły 1, 2 n i węzeł odniesienia n ♦ 1 (n < M).

podanej na rys. 1 [3],

IH *

Rys. 1
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Transforaaeja sa postać:

A Y Ł A, ( 2 )

gdzie A Jest na da rz y kwadratowy rzeczywisty, nieosobliwy (NxN) o po

staci:

(3)

gdzie i
U - aacierz Jednostkowa (nxn),

0 - aacierz zerowa,
P,R - dowolne podaacierza.

Wychodząc z zależności (2) Schoefflar wykazał J4], 2e rozwiyzanie rów
nania różniczkowego

d^ - - - B* Y(x) + Y(x) Bdx

Y«S)
( 4 )

także reprezentuje obwód równoważny.
Macierz B (NxN) w równaniu (4 ) aa postać:

0 0 ... 0 '

B - bl b2 •** bN

\
* •** tyl

)

K I  < * • 1 - 1 . 2 .....y.

Można wykazać [3], że jeśli

det A > 0,

y - N(N-n)

(5)

( 6 )

to aożna znaleźć aacierz B taky, że transforaaeja (2)1. rozwiyzanie rów
nania (4) reprezentujy ten saa zbiór obwodów równoważnych. Dest to waru
nek konieczny, gdy n - N-i 1 warunek wystarczajycy, gdy n <  N-l.

Z zależności (l) wynika, że równanie (4) słuszne jest dla każdego typu 
elM«*t" obwada. Okreólajyc wektor E(x) - [®1#2 -**evQt dla każdego ro
dzaju eleaeatu obwodu, nożna uprościć zależności (4). Wektory: Eq(x) dla 
koadaktancji, Eę(*) dla pojcaaości oraz Ep(x) dla indukcyjaośei aajy
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1 A • _ '
wymiar v̂ łs ^  N(N+l)# Wektor E (x) dla kcaduktawcj 1 źyracji ea wyalar 
? = |  N(N-l).
Można wtedy napisać równanie:

dE(x)
dx

E (0) »

ME (x)

(7)

gdzie Ej jest odpowiednia wektorea paraaetrów (G ,P , C) obwodu pierwot
nego. Macierz M jest rzeczywista Ov,x'?), a Jej eleaenty sę liniowo za
leżne od eleaentów aacierzy B, tJ.

N
■ u  “ S  ^k-k (8 )

k=l

W przypadku wektora Eg (x) w równaniu (7) występuje inna nacierz K(7xi) 
o tej saaej własności.

Równanie (7) reprezentuje obwód zwany cięgle równoważaya [4]].
Dokładne rozwięzenie równania (7) aa postać

E(x) « exp(Mx)E
1 ’ [B + f i  h

k»l
(9 )

W praktyce rozwięzanie uzyskuje się, wwzględniejęc tylko pewnę liczbę wy
razów szeregu (9).

Zaletę tej aetody jsst także te, żs pozwala ona obliczać prosto wraż

liwości dowolnej funkcji H( p) (transaltancj1, iaaitancji) generowanego 
obwodu. »

Dla rozważanych obwodów spełnione Jest bowien równanie:

- -M* Q(x)
dx

Q(0) - Q
(10)

gdzie Q(x) • JqŁ ,q2 .. .q<ł]ł oznacza wektor wrażliwości półwzględnych funk 
cjl H względna paraaetrów eleaeatów określonego typu

1 3 H
qi " iT * 3 ^ * (11)

C, jest odpowiednia wektorea wrażliwości ebwodu pierwotnego.
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Rozwięzaiaie równania (7) pozwala poprzez odpowiedni dobór aacierzy M, 
na kształtowanie własności obwodów równoważnych według przyjętych kryte

riów jakości. Krytsrlanl tyni nogę być: nlnlnalna wrażliwość funkcji H 
obwodu na zwiany wielu paranetrów oraz nininalny rozrzut wartości paraae- 
trów eleaentów.

2. Wakaźnlki jakości

Śako wskaźnik wleloparanetrowaj wrażliwości funkcji obwodu H(p), przy 
określonej częstotliwości, przyjnuje się wielkość

, i - i S  ki N 2 ' (12)
i-i

gdzie kj oznacza współczynnik wagowy, natonlast

S1 " TT * " ei«i (13)

względnę wrażliwość funkcji H na zniany paranetru a±. Tak określony
wskaźnik stanowi wiarę rozrzutu nedułu względnych znian funkcji H, po
wodowanych przypadkowyni zwiananl wartości noninalnych paranetrów eleuen- 
tu obwodu [5], a w przypadku obwodów rezystancyjnych określa także pozion 

szusów cieplnych [6].
Chcęc alnlaalizować różnica więdzy wartośeianl paranetrów alanentów 

pewnej grupy alanentów obwodu, przyjnujany jako wskaźnik wielkość

• O

®  ■ S  Ś  (,i“ #o )2'
i-1

gdzia e0 oznacza średnlę arytnetycznę wartości paranetrów wybranej gru

py alanentów lub zadanę wartość, wokół której winny się one skupiać.
Z poprzednich uwag wynika, ża odpowiedni wybór zniennej x 1 współrzęd

nych wektora
»

b - [bjb2 ... (15)

winien zapewnić, ża rozwlęzanla równania (7) reprezentuja obwód flzycznla 
realizowalny o nlninalaych wskaźnikach fi 1 0 .  llwzględnlajęc jedynie 
część llnlowę rozwinięcia w szereg Taylora w punkcie x « O dla para-
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aetrów elementów e±(x,b) oraz wskaźników f (x,b) i @ (x,b) obwodu rów
noważnego, otrzymany £3]:

e^z.b) ■ e^(o) ♦ ¿i (b)x,

§ ( x , b )  m $(0) * $(b)x, (16)

0(x,b) » 0(0) ♦ 0(b)x,

gdzie e^O), <£ (o), 0(0) odnoszą się do obwodu pierwotnego, netoaleet 
(*) oznacza pochodne względów x. Z równania (7) wynika, że

®i(b ) - 2  •i3V ° >  " 2  fi3 (El )bi' (17>
J-l J-l

1 ■ 1,2 • , %?(^ ) ,
gdzie f^iEj) - koabinac3e liniowe paranetrów eleaentów obwodu pierwot
nego.
Zauwsżay również, iż

,  ® ( b )  ■  2  h ( o )  ■  * o ] [ * 3 ( b )  ■  ś ]  ■  2  V E * ) b 3 ,  ( 1 8 )

j-i j-i

gdzla (Ej) - funkc3e pereaetrów eleaentów obwode pierwotnego. Ne pod- 
stewle równań (7^ i (10) nożna wykazać £4}, że:

* <b> ■ 2  (,i*jM2 ♦ *i(v J  * -,«,*> ■ S  V W v  <19)
J-l J-l

•
gdzie - funkc3e pereaetrów eleaentów i wrażliwości półazględ-
nych obwodu pierwotnego.
Oak widać, pochodne rozważanych wskaźników i paranetrów wszystkich eleaea- 
tów obwodu sę foraeal llalowyai współrzędnych wektora b. Na przykład, dis 
czwórnlka (n»3, N»3) pokazanego na rys. 2, otrzyau3eay:



“ (e3'Teo )(2e3+e5+e6 ) * e5 (e5"Bl ) + e6 (86_e2 );

= G ± lub « C i lub ©i * P i

X'-
lub dla żyratorów

tfjfEj) “ ~(9i-90 )93 .

^ 2 (E1 ) “ (9l"9o )g2'

■’V E1 ) " {®2-flo )92 + (»3‘8o )93-

b) . 4 ( b )  - f Jb1 + r 2b2 + f3b3 ,
' . 1  ;

gdzie:

f l (El'Qa ) ■ "llql|2(e3'B5 )'_ e2lq2|2 *6 + e3 lq3|2(e3+e5+e6 ) *

♦ •3(Re{q5"qr q3} Re{q3} + 1-{q5'qr q3} 1*{q3}) +

+ e4lq4|2 e6-e5 |q5|2(e3+e5+e6 ) *. ei (Re{ql+% - q3}R"{q5}  *
V ’ -

+ i»{q1+q5-q3} I-{q5} > ♦ e^ Re{q2+g5"q3'qj-Re{q6} +

+ I -{q 2+q5-q 3-q 4}  » { s } 3'"  91®3 |qg J  ? +

♦ » : " • { " = , } *  “ W H y } ’- ,
' ■* . *

t ^ 2 (El*Ql } ' - l K I 2 e5 + 02lq2|2(e3"e6 ) * «3 N  2 (V  V 6G > +

♦ e2 (Re{q6-q2-q^ R e { q 3|  + +

+ ®41 q412 ®5 + e5(Re{ql+q6"q3'q4}Re{qs} +

+ l.{qi+q6-q3-q4}l.{q5}) - e& |q6|2(e3+e5 ) ♦

♦ 4 (Re{q2+q6-q3} Re{q6}  + l8{q2+q6“q3} 1,{q6}) +

♦ »Iq2 |q9l| 2 - 4 (Re{ q9l}-Re{qflj- * I . { q J ) .

40 , # Z. Garczarczyfc
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3

---------------- L_ZS-----------------
9s_

)  (

-

«3
--- EZŻD-----

9,

«8 

' 92 .

1
) (

1
) (

1 :
W s > ci + P ri

Rye. 2

V3 (Ei * V  ■ - • l l <’l | 2 e5~®21 qz\ 2 •6 +e3 h 3 | 2 ( *5+ ,6_ e3 ) +

* 4 K |2 ♦ 4 (Re{ql'q3_q5} *9{q5} + 1-{ql'q3'q5} + 

ł °6 !q6 r (Ro{q2-q3~q6} ReK }  + 1*{q2-q3-q6} 1“{q6 > ) +

♦ 9293 (|qg2 |2 * j R g J 2 ) - 92 h g 2 |2 ~ 9^ |«*gj 2 .

“i £  { G1< ci - r’i}
i - 1,2.....6.

q i £  { qG l ‘ q r J

3. Zadanie programowania liniowego

Z zależności (17), (18), (19) wynika, ż# ainlaallzację rozważanych 
wskaźników jakości nożna sprowadzić do rozwięzeais zadania progranowania 
liniowego (ZPL). Oeśli chceny, aby zachodziło

#  (Q) lab 0 ( x , b ) <  0(0), (20)

należy r«x»i#seć na et «wij «ee C Ł »



a) przy ograniczeniach:

Jb^l <  1 3“1.2..... ¡i (21a)

ei( b ) > 0  Jeśli et(*,b)> e ^ O )  1-1,2......p, (21b)

eł(b) - O jeśli e Ł(x,b) - e ^ O )  1-1,2......r, (2ic)

« / b K  O Jeśli ei(x,b) <  e±(0) 1-1,2......a, (21d)

b) znaleźć niezerony wektor, bQ taki, że:

Z1 - * « * • >  “ " * « $ < » > *  °}" (21e)

lub
z2 - 0 ( b o ) - nin{0 (b) 4 o}.

Łatwo zauważyć. Ze jeśli chcewy, eby

# ( x . b ) 4 $ ( 0 )  i 0(x, b) <  0 (o) (22)

wyatarczy zbiór ograniczeń (21) rozezerzyć o jeden z warunków

$ ( b K  O _ (23a)

0  (b )$  O (23b)

w zależności od przyjętej funkcji celu ZPL.
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Tak sforaułowane ZPL. pozwala na jednoczeanę ainiaallzację obydwu wakaźnl-
ków.
Aby zadanie (21) sprowadzić do postaci kanonicznej ZPL Q7].konieczne jest 
wprowadzenie nowych znlennych:

«' bi + 1 1-1,2....,^. (24)

Ograniczenia postaci (2ib) i (2id) sprowadza »1« do równości przez odję
cie i dodanie tzw. zslennych dopełniających x#. W ograniczeniach > i » 
wprowadza się przez dodanie tzw, znieana sztuczne x# po to, by w n a d a 
rzy współczynników ssyatępiła escibrz jednostkowa. Pozwala to zasto
sować netodę -eysaplsksów da rozwięzania ZPL. - Zadanie (21) przyj na j a wtedy 
poatać [3}:

*a ) ograniczenia:

*3 * x»3 “ 2 3-1'2 .....^

- ' V

(25a)
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f c  fiJXJ " Xsi + xai " di icl'2  P- (ź5b)
J-l

it fU  *3 * X«i ' di 1=1,2 r ' (25c)

b  fiJXj + X»1 “ di 1=1,2 8l (25d)
3=1

gdzie:

di ■ b  fij > °* 
i-1

xj > °*

b) funkcja celu:

z " i b  hjxj
3-1

gdzie:
hj « I?1 Jeśli minimalizuj eny wskaźnik 0 ,
hj * 'fj dla wskaźnika^

Dogodnę net odę rozwiązania tak znodyfikowanego ZPL Jest netoda dwufazowa 
Dantziga-Ordena. Poleg8 ona na zastosowaniu netody syapleksów w dwóch fa
zach.

Faza I

Mininalizuje się funkcję celu

p+r
xaJ. (26)

J-l

Oeżeli nin z'> O, to zbiór ograniczeń jest sprzeczny. Jeśli natoaiast 
nin z'= 0, to uzyskane rozwięzanie jest poczętkowyn rozwiązaniem bazowya 
zadania (25).

p S p+r /
Ź  x»j • E s , + I] Xaj * (25 e)
3-1 3=1 3=1
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Faza II

Oeżell faza I zostania zakończona ponyślnyn rezultat en, t j . nln z'« 0, 
to poszaknja się alnlnnn funkcji celu

Y l  * Xed S  x.j* (27)
> 1  J-l J-1

Oeźsll liczba ograniczeń typu - jest równe

r < ¿t - 1 - N(N-n) - 1, (28)

to zbiór ograniczeń ZPL nie jest sprzeczny i istnieje nożliwość uzyska

nia jako rozwlęzanla niezeronego wektora bQ . Uzyskany n wyniku rozwiąza
nia ZPL obwód równoważny stanowi obwód pierwotny dla drugiego kroku na
stępującej procedory:

a) obliczyć wybrany Wskaźnik w(o) obwodu pierwotnego,
b) rozwięzać ZPL,

c) w oparciu o równanie (7) znaleźć obwód równoważny,
d) obliczyć wskaźnik w(x,b) obwodu równoważnego,
o) jeśli uzyskany spadek wartości wskaźnika jest większy od żędanej do-

kładnościi poszukiwań powraca się do punktu a), jeśli nie, poszukiwa
nia obwodu równoważnego zostaje zakończone.

Na rys. 3 przedstawiono uproszczony scheuat blokowy naszynowej reali
zacji togo algorytnu napisanej w języku FORTRAN dla naszyny cyfrowej ODRA 
1305 w celu nlnlnalizacji wskaźnika $ . Zależnie od liczby węzłów obwodu 
1 ograniczeń dotyczęcych obwodu równoważnego występuję różne bloki: for- 
nułowania ZPL i obliczania nacierzy M(K).1 Blok rozwlęzywanla ZPL oparte 
na netodzle M (Big M Metbod) [8], w której funkcja celu na postać

u  P*r
z- - £  bj*J ♦ H £  x-j .

p+r

(29)
_ _ **J

j-1 J-1

gdzie M jest liczbę rzeczywiatę dostatecznie duźę, by zapewnić, że war
tości zaiennyeh x#  ̂ sę równe zoro w punkcie optynalnyn. Metoda ta atano- 
wlęea koobinację faz I 1 II netody dwufazowej zapewnia w wielu przypad
kach krótszy czas rozwlęzywanla ZPL aniżeli netoda dwufazowa [9].

*• Przykład

Należy znaleźć czwórnlk (rys. 4b) o traaenitancjl Uj/ U j , gdy I2 ■ O, 
równaj transaitancji danego czwórnlka RC (rys. 4a), tak aby wartości kon-
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Rys. 3
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b)
%

Rys. 4

duktancji oporników układu równoważnego były równe lub zbliżone. Czwórnik 
równoważny nie powinien zawierać dodatkowych pojeaności, a pojeaność kon
densatora C, należy zaniejszyć.O
- ob wó d  p i e r w o t n y

G2 - 2,0 S C4 = 1.0 F

H (p) =
G 3 - 3,0 S C5 = 2,0 F

G6 - 5,0 S C6 = 5,0 F

u2 Cp)

Ul tp; p^~ + 2 ,76p + 1,82
p + 1.06 p

6

I
1*1

0(0) - ^  (Gi-Go ) - 4,666; G ^ O
i=l

- warunki eforaułowane dla obwodu równoważnego prowadzę do następującego 
w

zadania (21)

hi
xi * *.1 - 2

< 1 —> xo * ■ 2
2

x, + x * 2 
3 a3

C1 = c2 - c3 - O xx + x2 + x3 + x9l * 3

C, <  O (C +C )x_ - C,x —  x + X * C6 * 5 5 2  6 3  2 "

g A >  0 V l  * G5X2 - xa5 + xi3 .* G5 + G6

G5 >  O (G3+G3+G6 )x 1 - G5x 2 + x#6 - G3 + G6



Mininallzaoja wrażliwości i rozrzutu..
/

47

2 = VV l  + V 2 + ^3*3 + 2  V  ł S  V  •
1=1 1=1

\  gdzie: ' v

r w wyniku zastosowania przedstawionej procedury winlwallzacj1 , otrzywano 
dowód równoważny o tej saaej strukturze co pierwotny. W tabeli zestawiono 
wartości paraeetrów eleaentów oraz wskaźnik.

Liczba 
iteracj i C4 °5 C6 G2 G3 G6 ©  . aln

18 1 ,329 1,670 3.213 2 ,494 2 ,505 3,075 0,221

29 1 ,503 1,496 2,422 2,755 2,244 2,234 0,177

Obliczenia trwały ok. 3 B i n  (przy pozioaie śledzenia prograau wynikowego
określonya instrukcję TRACE 2).
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SSHHHMHSAl5ifl H/BCTBHTEJIBHOCTH H PA3EP0CA 3HA'ffiHHft 
HAPAMETPOB 3JIEMEHT0B UEIlEii

P e 3 b m e

B cTaTs>e npeiciaBJieH aaropHtu, hcxo*h H3 KOHiienqHH HenpepHBHoft bkbhbb—✓
JIq h t h o S cxewu h ZHHeBHoro nporpaMUHpoBaHaa, no3Boaa»iiHii paHOBpeiieHHO m h h h - 
MH3apyei KoaijxiiHHHeBT <jyBOTBHieabHocTH a pa36poca 3HaaeHH0 napameTpoB sze- 
Keatos nena.

MINIMIZATION OF SENSITIVITY AND CIRCUIT ELEMENTS SPREADING 

S u a a a r y

An algoritha based on the theory of continuously equivalent circulte 
and linear prograaaing is presented in this paper. The algorltha allows 
for 8iaultanous alnlaizatlon of sensitivity and circuit eleaents spreading 
indices.
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ESTYMACJA MOCY W UKŁADACH O PRZEBIEGACH ODKSZTAŁCONYCH

Streszczenie. Przedstawiono strukturę algorytnu obliczeniowego 
opartego na aetodzia szybkie] transforaacjl Fouriera (f f t ) do esty- 
aacji nocy w układach o przebiegach odkształconych. Algorytn ten' 
p o z M l a  na określenie różnych nocy w węźle układu poprzez estynację 
funkcji korelacji wzajeanej przebiegów napięcia i prędu oraz gęsto
ści widaowej wzajeanej tych przebiegów. Pokazano zwięzki do okreś
lenia nocy odkształceń i powięzano Je z sstyaowanyai funkcjaai ko
relacji własnej i wzajeanej przebiegów.

1. Wprowadzenie

Rozważano aę przebiegi napięcia u(t) 1 prędu i(t), występujące w 
węźle układu elektroenergetycznego, będź też na zaciskach dowolnego dwój- 
nlka Jako przebiegi o skończonej aoey. Przebiegi te o b s e r w o m m  sę w skoń

czony« przedziale czesowya (tzn. przedział ten Jest czasea obserwacji da

nego przebiegu), aogę również reprezentować stacjonarny, ergodyczay pro
ces losowy. Odkształcenia przebiegów szacowane sę w stosunku do sinusoi
dalnych przebiegów odniesienia. Niech przebiegi te zadano^- sę w postaci 
skończonego eięgu wartości, tzn.

-ful dla n - 0,1,2..... N-l
oraz , v (l)

^lnj. dla n - 0,1,2..... N-l

gdzie N - liczba próbek w czasie obserwacji T w równych odstępach cza
su ~At ( T - N A t ) .
(Odległość próbek określa częstotliwość Nygulsta).

Niech również: N ■ 2? oraz wartość średnia przebiegów u(t). i i(t) Jest
równa zeru (jeśli to nie zachodzi, to dla analizy nożna od przebiegów 
rzeczywistych odjęć wartości średnie). Tak przygotowane dane o węźle ukła
du nogę posłużyć do estynacji różnego rodzaju nocy', . poprzez określenie 
funkcji korelacyjnych przebiegów prędu 1 napięcia w węźle, funkcji »Ideo
wych gęstości nocy i pozwalaję na wykorzystanie naszyny cyfrowej do ich
obliczeń.
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2. Szybkie przekształcanie Fouriera (f f t )

✓
Przekształcenie Fouriera sygnału dyskretnego jest nazywane dyskretny» 

przekształcenie« Fouriera. I tak, dla dowolnej częstotliwości f dyskretna 
Jego postać dana Jest zależnością:

X ( f , T ) = A t ^ V -32I,"A-1 - (2)
n=0

gdzie: i
xn - wartości, jakie przybiera przebieg (napięcia lub prędu) w chwi

lach czasu n A  t , 
n = 0,1,2 N-l.

Zazwyczaj dla wyznaczenia transfor«aty X(f,T) wybiera się -dyskretne war
tości częstotliwości f:

• ' 

fk “ kf = fTZTt- k = 0,1,2.....N‘1*

Rzędne transf oraaty :■

X(ft ,T) N-l _3 2JTkn
Xk A t  _ Z _ j n 

n«0

k = 0, 1 N-l.
Należy zauważyć, że dla k = 0,1...... \  N-l pojawiaję się 'wyniki jedno-
znaczne, gdyż Już dla k * ^ N występuje graniczna częstotliwość Nyguists

(fg " 2 A t '
Odwrotnę przekształcenie dyskretne dane Jest wzore«:

N-l 3 21» k
*n » A f  ^  X(fk ,T) • N . (z)

k»0

n = 0,1 N-l.
Zależności (2) i (4 ) definiuję parę transforaat Fouriera dla funkcji dy
skretnych w skończony» przedziale czasowy».
n,k - wskaźniki próbkowania odpowiednio w dziedzinie czasu 1 częstotliwo

ści. i
Realizację dyskretnego przekształcenia Fouriera na aeszyaie cyfrowej, a1~ 
goryta jego obliczenia daje «etoda FFT - szybkiej transforaacji Fouriera. 
Metoda ta polega na ty», że wyjściowa funkcja dyskretna zostaje prze- 
kształcona na clęg współczynników Fouriera w pewnej liczbie kroków; w
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każdy« kroku oblicza się cięg transfor»at pośrednich stanowiących dane dg 
kroku następnego. Gdy N = 2P transfornaty pośrednie sę obliczone dla 
dwóch elementów. Różne wersje algorytnu FFR nożna znaleźć w pracach [l],
[2], Analizowanę zależności? Jest:

k = 0,1.... , N - l , W  = e
* J

N-l
< = X W nk ,k /  i n 

n =0
271

(5)

Jedną z wersji Jest tzw. algorytn Cooleya-Tukeya (£l] , [2]), który noże 
być podstawę do napisania progranu.
Równanie (5) nożna zapisać

1 1
X(k . )k _ ,k ,, P-l P-2 p-3 •ko>

...1 k n .2P_1
S  x(np-l no) W ° P

n =0 n,=0O 1

k(nD 22P~2W p_2

L np-l=0

( 6 )

% ’•

k^, “ przybieraję wartości O lub 1 i sę współczynnika«! rozwinię
cia wskaźników k i n w szeregi binarne (dokładne wyprowadzenie równa
nia (6) - patrz wyaienione d o z . lit.). Zapisujęc wyrażenie w nawiasie kwa- 
dratowyn Jako

k n „2p-l

] x(nP- l  no } W ° P_1 = Al (ko ' V 2 ..... no )- (7)
np-l=0

w następny« etapie takiej procedury rekurencyjnej uzyskuje się:

1

A2 (ko'kl'np- 3 " o ) = S  A l (ko'np- 2  " o 5 *
n _=0

P -2  ( 8 )

(k 2 + k- )n -2P"2 .
. W  1 o P-2

Ogólnie 1-ty etap ma postać:
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1

A l_l^ko'kl " "  ,ki-2'np-l"*' 'no ) * 
np - r °  (9)

_ w (kl-l2l_1 -  —  * “o ^ p - l 2''1

1 « 1,2,3,... ,p.
Ostatecznie otrzynany ,

Xk " X(kp-i*kp- 2,,***ko ) “ A p (ko ' " * ,kp-2'kp-l)* (10)

Podstawowe algorytey FFT sę opracowane ogólnie dla danych będących cięga- 
■1 liczb zespolonych.

3. Algorytn obliczeniowy do oszacowania nocy w węźle układu

Rozważny Interkorelację przebiegów napięcia 1 prędu danych postaclę(l) 
1 spełniających założenia podane we wprowadzeniu. Ze względu na zwięzkl 
funkcji interkorelacji V (T) z eocaei (poz. [4 ]) nożna satynować noca w 
węźle wyznaczajęc funkcję $(7). Estynacja ta polega w pierwszyn rzędzie na 
obliczeniu estynatorów gęstości wldeowej wzajennej, a następnie na obli
czeniu transfornaty Fouriera odwrotnej otrzynanych estynatorów.
Algorytn będzie zawierał następujęce etapy:

1. Wyrazy cięgu.-^u^} potraktujeny Jako część rzeczywl9tę, a wyrazy cięgu

jako część urojonę przebiegu zespolonego danego cięgien jzń } :

z' • u' + Jl' (ll)n n * n

dla n - 0,1....,N—1.

2. Zwiększenie części rzeczywistej i urojonej o N zer, tworzęc cięg
składajęcy się z 2N członów, tzn.

2n ’ un + 3in' " " 0, 1 .....2N“1* (l2)

Krok ten pozwala na rozsunięcie 2 części "cyklicznej" funkcji korela
cji wzajennej ^ C :

l)*(rAt) - ^ j t f y r  A  t ) + $*( (N-l-r) At)], (13)
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gdzie

N-r

¿ < r A t )  - {jTf “n1n+r 
n«l

jest korleacje wzajecnę przebiegów u(t) i i(t)f r « 0 , 1 licz
ba opóźnień jednostkowych)

inu„łr-
n«l

3. Wyznaczenie 2N-punktowej transforwaty Fouriera dającej cięg - ^ 2 ^ dla 
k = 0,1,...,2N-i, przy zastosowaniu procedury (9) dla równania:

2N-1

Zk " £  [un ł (14)
n=0

2£T
W = a .

\

4. Obliczenie cięgów transforaat napięcie-j^U^ i prę do -^I^J-dla k=0,l, 
2N-1, przy zastosowaniu zależności^ f.3j)

z. + z;?N-K

(15)

_ ‘k Ł2N-k 
uk “  T~----

Z - z^, .. k 2N-k
*k-----2J---

0,1,...,2N-1

- oznacza funkcję zespolona sprzężoną z funkcję Z. “> (u„, i eę o k k n i •
wartościach rzeczywistych).

5. Przeprowadzenie wygładzenia cięgów -^¡J- oraz Krok ten związany
Jest z zagadnieniem tzw. przecieku widna, wynikającego zs skończonego 
czasu trwania obserwacji przebiegów u(t) i i(t). Znniejszenia efektu 
przecieku woźna dokonać w dziedzinie czasu lub wykonuj ęc odpowiednie o- 
peracje w dziedzinie częstotliwości (operacje splatania). Oednyo z a~ 
kien wygładzających cięgi Je8t tzw. okno GEO (Goodesana-Enc-
chsona-Otnesa). Równanie opisujące operację wygładzania aa tu postać

I
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(16)
1=1

k = .0,1......2N-1 ,
a 1 - współczynniki rzeczywiste (znane).
Analogicznie dla cięgu

6, Uzyskanie zgrubnych estymatorów wzajemnej gęstośfci widmowej 0^ dla 
k = 0 , 1..... 2N-1 /

“ - Z A t \ o / i j  (17)k N k k

8^ - zgrubny estymator widmowej gęstości wzajemnej przebiegów u(t)
1 i \ t ) ,

• -£?kJ- _ cięgi transformat wygładzonych,
ii* - wielkości sprzężone z U^.

2 uwagi na zastosowanie okna GE0_ przeprowadza się skalowanie:

'0,856 0, — s“ 3. dla k = 0,1,... ,2N-1. k k ,,...,

7. Otrzyname wygładzonych estymatorów wzajemnej gęstości widmowej prze- 
biegów

1-1

V - ł Z l 8 ( k * j ) '
j=0

(poprzez uśrednianie 1 kolejnych estymatorów).
%

8. Obliczenie odwrotnej transformaty Fouriera metodę FFT

* r  - ^ P _ 1 [0k]< 2 d 9 )

dla r=0,1___ _ 2N—1.
Uwzględniaies wy ¡ik tylko dla r = 0, 1 N-l uzyskamy korelację wza
jemna przebiegów napięcia i prędu postaci:

■$r >1?(rAt) r = 0.1 N-l. (20)

Ponieważ zachodzi (4):

“*>(0) » 5 - P ♦ JO, (21)
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na podstawie estyaacji korelacji wzajemnej nożna określić noc symbo
liczny, czynny i bierny pobierany przez obciyżenia nw węź’e układu. 
Można również.wykorzystać zależność

OO
P + JO = i  J  0  (<p)dci> (2 2 ;

O

(t4])f gdyż w powyższej procedurze obliczony Jest ciygjfil^j. Znalezie
nie ciygu | '9'r | na istotne znaczenie, gdyż sprawność wykorzystania e- 
nergii i aoc nie Jest zależna oddzielnie od napięcia u(t)iprydu i(t) 
lecz od korelacji napięclowo-prydowej przebiegów.

Stosujyc podobny procedurę obliczeń dla każdego z przebiegów z osobna, 
■ożna oszacować wartości skuteczne napięcia |u| i prydu II|.wykorzystujyc 
zależności: ~

X |u| » iV(0)' oraz | l | = ^ ( 0 ) ,  (23

gdzie :
1f ( 0 ), i?(0) - funkcje autokorelacji przebiegów napięcia i prydu dla 

przesunięcia r = 0 ([4j).

Wówczas noc modułowa:
PB = IU | 111 i współczynnik

P Rejlfyo)}
C08^ = Tm T f  i = Ł (24|U| I1 ! y<^(o)i? (0)

i

da się łatwo określić.
Potrafimy również wtedy oszacować noc dystorsji 0, korzystajyc z relacji

( | U | 111 )2 = P2 + D2 . (25)
*

Zależności (24) i (25) wskazuję. Jak istotny wpływ na odkształcenie przer 
biegów napięcia i prydu od przebiegów sinusoidalnych na wielkość nocy dy 
storsji D.
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OUEHKA M01HH0CTH B 3JIEKIPHHECKHX CXEMAX 
C HfiOHHyCOIlMJIbHUMH nPOEErAMH

P e s a s t e  ,
npe^cTaBJieHa cipyKiypa pacqeTHoro aJiropHma, ocHOBaHaoro Ha ueio^e 6u- 

cipofi TpaHC$opuauHH $ypbe (FFT) .¡yia oijeHKH mouhocih b cxeuax c Hecirayco- 
HAaAbHNMH npoSeraiiH. 3toi ajtropniu nosBOJnaeT onpe^e^HTŁ pa3Hue uouhocth Ha 
aasnuax cxeuH nyieu ouehkh qpyHKH.nK B3aH«Hofi KoppeJiHiyiH npoderoB aanpazeHH£ 
a TOKa, a Tasze BaaHUHOii cneKipauŁHoS hjiothocth bthx apoóeroE, nosasaHU cbk- 
3H Onpe^ejieHBH MOKHOCTH JTHCTOpCHH H COeAHHeHU OHB C OpeHHBaeUHUH $yHK-
UHHHH COÓCTBBHHOS K B3aHSiHCifi KOppeMIiBH HpOdeTOB.

THE POWER ESTIMATION IN ELECTRIC CIRCUITS CHARACTERISTIC 
OF NON-SINUSOÏDAL FUNCTION SOURSES

V  ■ , ■

S u a a a r y

In the paper t̂ te structure of the algoritha for power estiaation in 
electric circuits characteristics of non-einuseidal function courses is 
presented. The procedure is based on the fast Fourier transforaation (FFT) 
and allows for defining different rangea of power on the terainals of the 
circuit. The power aagnitude is calculated thanks to the estiaation of 
the correlation functions and spectral concentration functions. The rela

tions defining the power déformation were presented and they were atta
ched to tha eat lasted functions and to the inter-correlation of functions 
courses.
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CHARAKTERYSTYKI STATYCZNE ŁAŃCUCHOWEGO KONWERTORA PARAMETRYCZNEGO

Streszczenie. Przedstawiono nodel aa tecetyczny łańcuchowego kon
wertora parametrycznego, pozwalajęcy przeanalizować wpływ parame
trów elektrycznych i geometrycznych konwertora na Jego własności 
eksploatacyjne. Wyprowadzono charakterystyki statyczne magnetyczne
go konwertora łańcuchowego, pracującego jako ortogonalny transfor
mator parametryczny.

1. Wprowadzenie

Konwertor magnetyczny, mpżna traktować jako zintegrowany zasilacz, czy
li urządzenie przekazujęce energię ze źródła do odbiornika poprzez prze
kształcanie parametrów wejściowych z jednoczesnym działaniem wielofunkcyj
nym.

W porównaniu z zasilaczami tradycyjnymi, konwertory magnetyczne zbudo
wane z elementów eagnetycznych o specyficznej konfiguracji- rdzeni (tzw. 
wielofunkcyjnych), posledaję dobre wskaźniki elektryczne, składaję się z 
mniejszej liczby elementów, sę tańsze w produkcji i eksploatacji [2],

Do wielofunkcyjnych elementów magnetycznych zalicza się [2, 33:

a) transformator parametryczny (parametron 1 paraformer),
b) transformator ferrorezonansowy sterowany strumieniem (kontrofluksor),
c) transformator ferrorezonansowy (fluksotran).

Praca detyczy wstępnej analizy konwertorów magnetycznych budowanych na 
bazie ortogonalnych transformatorów parametrycznych.

W nieliniowych obwodach magnetycznych nogę powstawać drgania parame
tryczna przy wymuszaniu w części oscylacyjnej obwodu Zmiany reaktancji L 
lub C. Zmianę indukcyjnoścl można uzyskać wykorzystując interakcję między 
polani magnetycznymi dwóch nieruchomych obwodów z rdzeniami ferromagne
tycznymi. Urzędzenie takie, zwane transformatorem parametrycznym, pracuje 
przy równoległych strumieniach magnetycznych, przecinających się a w 
szczególności nawet prostopadłych. Opierajęc się na przeprowadzonych eks
perymentach i opisach literaturowych [2, 5, 7, 8] można wykazać, że z wie
lu konstrukcji transfornatorów parametrycznych o prostopadłych strumie
niach, najlepsze charakterystyki posiadaję konwertory budowane na rdze
niach podanych na rys. 1 i rys. 7.
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Ortogonalny konwertor magnetyczny (łańcuchowy lub typu paraformer) za
pewnia jednocześnie:

a) transformację napięcia,
b) galwaniczne rozłączenie wejścia i wyjścia,
c) stabilizację napięcia wyjściowego,
d) zabezpieczenie przeciążeniowe obciążenia,
e) selektywną filtrację napięcia,
f) przesunięcie fazowe napięcia wyjściowego o 90° względem napięcia wejś

ciowego,
g) zabezpieczenie pod- i nadnapięciowe.

Może być również statycznym powielaczem lub dzielnikiem częstotliwości [1^

2. Charakterystyki statyczne ortogonalnego transformatora parametrycznego

Przedmiotem rozważań jest analiza obwodu ferrorezonansowego przedsta
wionego na rys. 1 1 2 . W analizie przyjęto następujące założenia uprasz
czające :

a) nie uwzględnienie pętli histerezy,
b) aproksymację normalnej krzywej magne

sowania rdzenia wielomianem trzeciego 
stopnia zgodnie z relację (6 ) ,

c) przyjęcie izotropowości rdzeni.
d) nieuwzględnianie strumienia rozprosze

nia ,
e) nieuwzględnianie strat na prądy wiro

we.

Biorąc pod uwagę oznaczenia stosowane na
rys. 2 , można dla rozważanego obwodu na
pisać następujące równania:

>"ys. 1. Konwertor łańcuchowy

dBl
ui = Ri1i + Ani “3t' (l)

( 2 )

(3)

H, 1, + Hlcos© = n,i, , 1 1  1 1

H212 + HlsinS - n2l2 .

(4)
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_L

\

Rys. 2. Scheaat Ideowy konwertora z rys. 1

gdzie i B2 sę odpowiednio wartościami chwilowymi indukcji w rdze
niach, a nj i n2 oznaczaj9 liczby zwojów cewek nawiniętych na rdzenie. 
Rdzenie o długościach średnich dróg Magnetycznych odpowiednio 1^ i 1. po
siadaj? te saae pola przekroju A i szerokości 1. Charakterystyki nie
liniowe rdzeni z Materiału izotropowego założono w postaci zależności

H « a^B + Bj B f (b ). (6 )

gdzie a^ i a^ sę stałymi zależnymi od Materiału rdzenia. Uwzględniono 
relacje

sin0

l

CO 30

\[b2 + «3'
II 1 2

B
1

r-=---- -TriR

(7)

(8 )

+ s;

pominięto rezystancję Rj w równaniu (l5, wprowadzono zmienne bezwymia
rowe określone następujęco: /

{
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- ii ■ Jn vi

A i2 “ Zn V2
Bn bl

S2 ’ Bn b2

(9)

gdzie wielkości podstawowe I i Br łęczy zależność

Założono ponadto

B n_Aco C * I n 2 n ( 10 )

( 11 )

i przyjęto fazę początkowę indukcji strony pierwotnej równę zero, więc 
przesunięcia fazowe pozostałych wielkości aą przedstawione w stosunku do 
fazy

gdzie

8^ (t) = B^sincot = , ( 12 )

b1 = —jjp eirsi - sini. 
n

Po noraalizacji i przekształceniach otrzynano
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Badania eksperyaentalna ortogonalnego transformatora parametrycznego wy
kazuję, że indukcja pola magnetycznego t>2 jest przebiegiem harmonicznym 
(z dokładnością 5-10%) a więc w przybliżeniu rozwiązanie równania (l3)moż 
na przedstawić w postaci • .

= 02m ^ ^  cos£ t * 'f (“î J

lub

B,.
b2 = — g- cosii+f’) a[i>2 ces V  . (15)

Równanie (13) Jest nieliniowym równaniem różniczkowym drugiego rzędu o
zmiennych współczynnikach, określającym indukcję wtórnej strony transfor
matora parametrycznego. Strona wtórna jast układem oscylacyjnym o dużej
dobroci, a wartości współczynnika (a tym samym udział członu <S — ) są 
bardzo małe. Można więc do uzyskania rozwiązania RRN (13) posłużyć się me
todą wolnozmiennej amplitudy i fazy.

W obliczeniach pomija się człony &lb , ponieważ (S Jest małe, a =
d/S-

• — bliskie zaru (amplituda jest wolnozmienna) i otrzymuje się układ 
równań dla ustalania się amplitudy ji>2 i fazy 'f

~a? * ~ r -  - 3in2f-

dY> 1 - o *  /3 2 c o s 2 f
3? = “ 2 _ S --------5--------8---•

(16)

gdzie , _ -
fb2 (17)

Przy rozpatrywaniu stanu ustalonego pracy ortogonalnaga transformatora pa
rametrycznego są narzucona następujące warunki

d/32
3T-

$

(18)

Eliminując z równań określających stan ustalony pracy fazę V7 otrzymuje 
się wyrażenie pozwalająca wyznaczyć charakterystyki amplitudewo-częstotli- 
wościowa
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( Ą  - 4(1 - cf) -. 2 ^  1 - 16Ć2 (ig)

•  *

Eliainujęc z równań (18) awplitudę ¡h^ wyznacza się charakterystyki fa
zowe

■ -« - ł r » f - 4- arctg --------- — 7— -  - (2 0)
O

Można przedstawić relację (19) za poaocę wielkości podstawowych występu
jących w układzie na rys. 2 1 otrzywuje się zależność więżęcę parawatry 
geoaetryczne i elektryczna konwartora z indukcję B¿w

B__2
4CAn|co2 - 4a1 (l*lJ,) - 2ajlBł - y < - 3 < > z

-----------------------------K-3-n-+T 2T

Można wykazać £l, 4], że zależność

dyft|
— 7 - - 00 (2 2 )
d/ar

daje równanie krzywej B2> • f(Bl B ) na granicy stabilności. Wyprowadzajęc 
w oparciu o relacje (22) i (19) równanie krzywej granicznej.otrzywuje się

\

4- * * ■ -j}’ - 2# . l a )

Oest to równanie elipsy (rys. 3) o osiach a# 1 b0 , których stosunek o- 
kreśla nożliwości stabilizujęce konwertora. Transforaator paranetryczny 
działa w przedziale obclężeó, dla których straty dysypacyjne strony oscy
lacyjnej sę aniejsze od energii dostarczonej z obwodu pierwotnego. Straty 
dysypacyjne reprezentuje rezystancja obciężenia R. Przedział obciężeń 
R s  ( “o . Rm i n '> > których istnieję stabilne drgania oscylacyjne stro
ny wtórnej, określa

4<jAn2

Rain ** (24)

#

Wychodzęc z relacji (19) i (20) wyznaczono statyczne charakterystyki aa- 
plitudowe (rys. 3) zewnętrzne (rys. 4) częstotliwościowe (rys. 5) i fazo
we, określajęc dla tych charakterystyk krzywe graniczne oraz obliczono 
wielkości zwięzane z punktaai charakterystycznyai tych krzywych [l]. Moż
na wyznaczyć aiędzy innyai wartość indukcji pola »agnet^cznego 8isa'Bir!



/

Charakteryst 'ki statyczne łańcuchowego... 63

Rys. 3. Charakterystyki anplitudowe 

B2e = f^0le^ PrzY f “ const ,

Rys. 4. Charakterystyki zewnętrzne = f(R) przy f » const
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Rys. 5. Charakterystyki częstotliwościowe B2b = f(f) przy B^b = const

dla której B2m osięga wartość maksymalnę i poniżej której następuje zer
wanie oscylacji przy danej rezystancji .R

2
8An2oo

Im,min yj, R * (25)

Wartość maksymalna B_ orzv B. , wynosi2m,max ^  lm,min '

An

B2m,max = 4
-^^■[r C - - Bjflg + l)

T T j r p m (26)

□la pewnej wartości R spełniajęcej nierówność (24) można określić w o- 
parciu o relację (21.) wartość pojemności C niezbędnej dla powstania 
oscylacj i

C > 2 5An* co

A n | w f

(27)

Analiza relacji (2l) pozwala na wykreślenie charakterystyk zewnętrznych 
(rys. 4) dla różnych wartości B1b i określenie wartości granicznych 
tych charakterystyk, tzn. oraz tB2a (iRBin Charakter krzywych
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z rys. 4 pozwala na jakościowe określenie własności stabilizacyjnych kon
wertora dla różnych wartości  ̂ , a szerokość strefy działania konwer
tora reprezentuje rezystancja iRBi„« zależna również (zgodnie z relację 
(24)) od Jednocześnie z rys. 4 widać, że oprócz własności stabili
zacyjnych konwertor posiada saeoistne zabezpieczenie przeciężeniowe. Ogól- 
nę postać statycznych charakterystyk częstotliwościowych dla różnych war
tości rezystancji obciężenia R przedstawia rys. 5.Krzywa graniczna Jest 
hiperbolę [l], a wartość f reprezentuje «ininalnę częstotliwość, dla 
której po stronie wtórnej konwertora powstanę oscylacje przy naksynalnyn 

obclężeniu RB i n . ^08 1 określaję częstotliwości odpowiednio dla
stabilnych i niestabilnych oscylacji. Dokładniejsze oeówienie wszystkich 
charakterystyk sożna znaleźć w pracy [l]. Kęt przesunięcia fazowego y5 po- 
aiędzy indukcjaai ortogonalnych pól Magnetycznych B2 i wynosi

<? = - (90° +<f). (28)

Rys. 6 . Charakterystyki fazowe = ^ Bl«^ PrzY * = const

Analiza charakterystyki fazowej (rys. 6X pokazuje, że do noaentu wzbudze
nia przesunięcie fazowe pozostaje bliskie zeru a po wzbudzeniu i przy 
dalszy« wzroście B.g bliskie ¿90°. Do «ossentu zerowania oscylacji (ob
niżenie lub wzrost obciężenia) kęt ' - f pozostaje bliski -90°.Ta włas
ność konnartora par»Metrycznego pozwał» na wykorzystanie go przy zasila
niu jedrtof az&wy« w sehiiE«cia Scotta Jako źródła trójfazowego [l].



66 Z. śmigle!

3. Uwagi końcowe

Wyprowadzony aodel aateaatyczno-fizyczny konwertora łańcuchowego aoźe 
aproksymować konwertor typu paraformer (rya. 7), dając jakościowe zbież

ność charakterystyk i własności 
obu konwertorów. Różnice ilościowe 
przytoczono i onówiono w pracy [l] 
zamieszczając badania laboratoryj
ne parafornera 1 porównując krzywe 
doświadczalne z teoretycznyai wy
nikającymi z przyjętego modelu.Róż
nice ilościowe wynikają z przyję
tych założeń upraszczających oraz 
stosowanych aetod analizy obwodów 
nieliniowych. Ponadto w konwerto
rze typu paraformer obserwuje się 
mieszany mechanizm przepływu ener
gii Cza pomocę parametrycznego i 

częściowo transformatorowego sprzężenis), ponieważ oprócz prostopadłego 
istnieje pewien udział wzdłużnego sprzężenia strumieni. Możliwość aplika
cji modelu konwertora łańcuchowego do analizy pracy paraformera jest 
istotna, ponieważ znacznie częściej korzysta się z konstrukcji konwertora 
typu paraforasr, który w porównaniu z innymi ortogonalnymi transformato
rami parametrycznymi posiada lepsze własności eksploatacyjne, tzn. więk
szą aprswnośę, wyższy współczynnik nocy, łatwiejszy start itp.

W konwertorze łańcuchowym dla zainicjowania oscylacji w obwodzie wtór
nym wymagane są dużs wartości indukcji magnetycznej po stronie pierwot
nej. Ola pewnych parametrów konwertora wzbudzenie się drgań oscylacyjnych 
poprzez zwiększanie napięcia zasilającego 9taje się niemożliwe. W konwer
torze takim należy wstępnie dostarczyć energię do obwodu wtórnego potrzeb
ne do rozruchu.

Zależności, które implikuje analiza przyjętego modelu matematycznego 
konwertora, określają plędzy innymi; maksymalne obciążenie, minimalną war
tość pojemności w obwodzie oscylacyjnym, krzywo graniczne obszaru stabil
ności itp. Mogą one służyć jako wielkości progowe, określające przedziały 
parametrów geometrycznych t elektrycznych przy syntezie konwertorów łań
cuchowych, czysto órtogonalnych czy typu paraformer.

W pracy podano prosty sposób określania stabilności drgeń oscyla
cyjnych w obwodzie wtórnym konwertora,łańcuchowego. Na charakterystykach 
statycznych (rys. 3, 4, 5) liniami przerywanymi oznaczono drgania niesta
bilne, ciągłymi - stabilne. Poprzez wprowadzanie atsłego przepływu pod- 
msgnesowującego po stronie pierwotnej konwertora uzyskuje się w obwodzie" 
wtórnym oscylacje podharmontczne rzędu 1/2 (rys. 8 c , d).Wprowadzenie prze
pływu podmagnesowującego po stronie wtórnej konwertora powoduje uzyskiwa
nie w tym obwodzie oscylacji o podwójnej częstotliwości (rya. 8b)., i

Rys. 7, Transformator parametryczny 
typu paraformer
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t

U*

i1*
Rys. 8 \ y

a - transformator parametryczny, b - powielacz częstotliwości, c - dziel
nik częstotliwości, d - dzielnik częstotliwości z prostownikiem

Dzięki własności selektywnej filtracji napięcia ortogonalne konwerto
ry parametryczne, pracujące Jako dzielniki lub powielacze częstotliwości, 
■ogę zawiast tradycyjnego podmagnesowania (ze źródła napięcia lub prądu 
stałego) działać przy podmagnesowaniu realizowanym za pomocą odpowiednio 
włączonego elementu prostowniczego. Rys. 8d przedstawia oscylogramy dziel
nika częstotliwości zrealizowanego poprzez szeregowe włączenie diody w 
obwodzie pierwotnym transformatora parametrycznego. Analizę pracy powiela
czy i dzielników częstotliwości na bazie ortogonalnych konwertorów para
metrycznych przedstawiono w pracy C1]*
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CTA TH ÏECK H E XAPAKTEPHCTHKH UEIlHOrO nAPAMETPHHECKOTO KOHBEPTOPA 

P  e 3 m u  e
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T p o B  K O H B e p t e p a  H a  e r o  B K c n ji y a T a i y io H H u e  C B O f t c i a a .  B u s e  a s  h h  x a p a K i e p n c T H K H  

j i a r H e T H H e c x o r o  u e o H o r o  K O H B e p i e p a ,  p a ö o T a c n e r o  b  p e x H iie  n a p a x p a H c a .

THE STATIC CHARACTERISTICS OF CHAIN PARAMETRIC CONVERTER 

S u ■ ■ a r y

A aatheaatical aodel of a chain paraaetric convertor has baen presen

ted.
The aodal ia useful in analysing the influence of the electrical and 

geoaatrlcal paraaeters of the converter.
The static characteristic of aagnetlc chain convertor working as the 

orthogonal paraaetric traneforaer were derivated.
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MODELOWANIE AKTYWNYCH OBWOOÓW PARAMETRYCZNYCH

Streszczenie. Przedstawiono sposób nodelowańla liniowych dwójni- 
ków paranetrycznych poprzez rozkład na ezeregowo-równoległe połą
czenie dwójników prostszych, opisanych operatorani różniczkowymiJed- 
noalanowyni wyższych rządów, podano własności tak otrzysanych sieci 
zastępczych oraz przedstawiono przykład nożliwej realizacji układu 
rządu drugiego.

1. Wstąp

Dowolny liniowy dwójnik paranetryczny nożna opisać równaniem

lu > u l . (l)

gdzie u, 1 oznaczają przebiegi naplącla i prądu, a i, u są liniowymi 
operatorani różniczkowyal o następującej postaci:

\ •

"i

n*Q

N a

* ^  g„x(n),ux = _> an ' (3)

n=0
»

przy czyn współczynniki f i gn (bądź tylko niektóre z nich) są funkcja
mi czasu.

Każdy dwójnik Jest więc scharakteryzowany parą operatorów "[u: 1 W 
zbiorze operatorów nożna określić działania dodawania 1 mnożenie. Suną o- 
peratorów Uj i u2 nazywa się operator u^ + u2 teki

^ ( i i j  +  u 2 ) i  »  U j l  ♦  U g i .
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Iloczynea operatorów u^ 1 u2 nazywa się operator u ^ ^  taki, że

A  A A . A / A . \i Ulu2i = Ul(u2i).

Z powyższych określeń wynikają następujące własności zbioru operatorów: 

Własność 1

Zbiór operatorów tworzy grupę abelowę (przeeienną) ze względu na dzia
łanie dodawania oraz półgrupę ze względu na działanie anożenia, zatea 
zbiór operatorów tworzy pierścień.

własność 2
Dodawanie operatorów więżę się z łęczeniea dwójników. Owójnik {uj + 

+ figj 1]- J e31 równoważny szeregoweau połączeniu dwój ników -{Sj ; i| {u2 ; ij- 
a dwójniklu; 1. + i_V Jest równoważny rónnoległeau połączeniu dwójników
/A A  y f A  A T

W przypadku gdy przynajaniej Jeden z operatorów u, i posiada opera
tor odwrotny, wówczas istnieje operator iapedancji

bądź też adaitancj-*-

A  A-l A 
z = i U

A - l  Au i.

Należy podkreślić, że operatory dwójników paranetrycznych na ogół nie ko- 
autują za sobą. Metoda aodelowania przedstawiona w tej pracy nie wynaga 
stosowania operatorów iaaitancji.

2. Modelowania aetodą rozkładu operatorów

Z własności 2 wynika aetoda aodelowania dwójnika poprzez rozkład na 
szeregowo-równoległe połączenie dwójników prostszych. Rozkład taki prze

prowadza się w celu otrzyca-

(a A ] iA A ]■ fA A 1 n *a (zwanej dalej pod-
Nij i *'nl_ 3tawową) w kształcie kratow

nicy (rys. l), zawierającej 
Ni x N^ dwójników eleaentar- 

nych.

Eleeentarnye nazywany dwój- 
nlk opisany operatoraei Jedno- 
nianowyai to znaczy
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Każde przekształcenie sieci podstawowej, nie zmieniające pary^u, i ope
ratorów dwójnika, nazywany dopuszczalny«. Z własności 1 i 2 wynik,-~ ą na
stępujące przekształcenia dopuszczalne:

a) zniana aiejscani dwóch dowolnych wierszy sieci podstawowej,
b) zalana nlejscaai dwóch dowolnych kolunn sieci podstawowej,
c) usunięcie dowolnego wewnętrznego połęczenia niędzy dwona wierszani sie

ci podstawowej.

Określony w ten sposób zbiór przekształceń sieci podstawowej pozwala 
tworzyć sieci pochodne, wygodniejsze do praktycznej realizacji modelowa
nia.

3. Slećl pochodne jako nodele dwójników parametrycznych

Często w praktyce tylko niektóre współczynniki operatorów (2) i (3) 
zależę od czasu. Unożliwia to rozdzielenie dwójnika na części niestacjo-

narnę i stacjonarną. Rozpatrzymy dwójnik opisany 
równaniem typu (l), w którym tylko dwa współczyn
niki 1 9]/*) 8? zależne od czasu. Zatem
w sieci podstawowej współczynniki zależne od cza
su zawierać będę dwójniki w k-tej kolumnie i 1- 
-tym wierszu (rys. 2). Stosując powyżej podane 
przekształcenia dopuszczalne można dokonać po
działu sieci podstawowej na cztery dwójniki rys. 
3). Oeden spośród nich jest stacjonarny 

dwa jednostronnie parametryczne (P^, Pp ) oraz jeden dwustronnie parame
tryczny w dwójniku Jednostronnie parametrycznym współczynniki tyl
ko jednego z operatorów u lub i zależę od czasu. Ostateczne realiza-

Rys. 3

t
cje dwójników jednostronnie i dwustronnie parametrycznych przedstawiono 
na rysunkach 4 1 5 .

31 ók (i) może być »«rota/*» [1] lab uogólniony* konwertorem ittpedencyj- 
ny* [2] [3], natussift" fciofc ii'l) met/s» rrmelizowae w postaci konwertcye 
impedmweyjneg© «terowanego [<] lub inwmrtora ispedancyjnego sterowanego
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W_ >, : coU  - X I

(I) (u)

1X
f i o' 'i 0

■

O
..J

0 X
k .00- ;7 T

Rya. 4

y

4. Przykład modelowania

Należy zamodeloweć dwój nik parametryczny opisany rónnanien

/ f2u"+ fou = «l1' * «o1*
(4)

D u f u J J  D 02( u 0|i j]

D 0 t { U - O i* ' ł J

_  ( A A *)
D | 0 \ L i t , l . o j ^ o o i ^  o>L o ]

Rys. 6

Odpowiadajęca nu sieć podstawowa przed

stawiona Jest na rys. 6. Dwójnlki nie
stacjonarne zawiera tylko wiersz drugi, 
zatea korzystniejsza Jest realizacja ao- 
delu dwójnlka (4) w postaci sieci pochod
nej takiej jak przedstawiona na rys. 7.

Realizacja praktyczna tej sieci z za
stosowanie« uogólnionego konwertora ia- 
psdancyjnego (GIC) 1 konwertora iapedan- 
cyjnego sterowanego (KIS), przedstawiona 
Jest na rys. 8, przy czya GIC opisuję 
równania;



/
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ui - ar “z

A1 ’ ł2

R
a KIS równania:

u2 “

f . W

l2= 9 i

r 2= 9o
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B ciaT&e npeflciaBaeB ueiofl uo,nejinpoBaHHH jiHHeBHHX napaMeTpHHecKHX AByx- 
uojiBCHHicoB nyieu pa3Jioz:eHna Ha nocjiejioBaTejiBHo-napajiJiejiBHoe coe^KHeHHe 6o- 
xee npooTux AByxnojiBCHHKOB, onacaHHHx npooTtaiH AwfiJjepeHnHajiBHiiwi onspaTopa— 
u h BHonHx nopaflKOB. IIpeflOTaBxeHH HeKOTopae CBoficiBa, noxyaeHHax t h k h m  o — 
6pa30u 3aMeiii:i»ii(nx peneft h npniiep b o s m o x h o B peaJiK3amiH nByxnojiBCKHKa Bioporo 
nopa^Ra.

7‘* ' M. Siwczynaki, L. Topdr-Kawiriski

MODELING OF ACTIVE TIME-VARYING CIRCUITS 

S u ■ ■ a r y

The nethod of wodelling of linear tine varying two-poles by weans of 
their decoaposition into series-parallel connection of sinple two-poles 
described by single differential operators of higher orders was presented 
The properties of the obtained substitute circuits were given.The exawple 
of the possible realization of the second order network was shown.
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O STABILNOŚCI PEWNYCH SILNIE NIELINIOWYCH 
ORGAN SAMOWZBUDNYCH

Streszczenie. W artykule zbadano stabilność okresowych i prawie 
okresowych rozwięzań układu równań:

Użyto do.tego celu tzw. uogólnionych funkcji okresowych, których de
finicja podana jest w tekście. W zakończeniu rozpatrzono przypadek 
synchronizacji tego typu drgań.

1. Wstęp

Będzieey zajeować się układee równań:

cięgle po x, y „
Dla n - 1 układ (i) opisuje oscylator quasi-harnoniczny.ZaJ«ieay się 

tutaj analizę drgań tego układu dla n »  1. Kładęc 0, otrzynany:

x » y2"” 1 + ¡u X ( x , y), gdzie | ̂  | 1.

y » -X2"-1 +¿LY(x,y),

x « y2""1 t¿íX(x ,y), 

y - -x2"-1 ♦¿tY(x.y).
( 1)

gdzie: n - liczba całkowita dodatnia; |^ t| «l ; funkcje Xfx,y), Y(x,y) sę

(2)

a stęd:

2n-l dx + y‘2n-l dy * 0.x

/
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Całkując powyższe równania otrzymuje się

2n 2n „ _x + y = 2n C (3 )

Równanie to przedstawia krzywą zamkniętą we współrzędnych x, y. Amplituda 
drgania zależy od stałej C i dla skończonego n wynosi

JL
= (2n C)2n. (4 )

Łatwo można pokazać. Ze przy n-«o , xMax *̂~ 1, 1 przy dowolnym,
skończonym C. Na podstawie równań (2) i związku (3) można określić okres 
drgania

*max l-2n

®  “ J  y1 2n vdx “ 4 j  ^2nC " x2° ) 2n • (5)
F 0

Dla skończonego n okres 0 zależy od wyboru stałej C. Dla n-»-oo0 -»4, 
Tak więc rozwiązanie układu (3 ) przy skończonym n przedstawia drgania z 
nieokreśloną amplitudą i nieokreśloną częstotliwością. Dodatkowe warunki 
dla określenia amplitudy i okresu drgań otrzymamy analizując układ (l). 
Dla n-»oo amplituda drgania xa^ ~  1» 8 okres 0-»- 4, niezależnie od
postaci funkcji X(x,y); Yfx,y).

2. Uogólnione funkcje okresowe

Uogólnione funkcje okresowe wprowadzone przez Datajewa [l] są rozwią
zaniem układu (2 ). Stałą C występującą w równaniu (3 ) dobiera się tak, 
aby 2nC = 1 .
Definiujemy: v

x(t) = Snt 
y(t) = Cst

Wtedy na mocy (2 ) i (3 ) słuszne są następujące związki:

dSnt r 2n-l
s r  ’ Cs *
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Amplituda uogólnionych funkcji okresowych wynosi 1, a okres na podstawie 
relacji (5)

1 l-2n
0 = 4  J  (l --^ 2 n ) 2n dx. (Ga) g

Portret fazowy odpowiadający funkcjo« Snt i Cst pokazano na rys. 1.
Dobierając chwilę początkową t tak, 
aby:

Sn(O) « 0, Cs(0) = i.

otrzymuj e«y:

Sn(-t) = -Sn(t),
i

Cs(-t) = Cst.

W skrajnych przypadkach dla n=l i n*-oo 
portret fazowy Jest odpowiednio okrę- 
gie« i prostokęte«. Okres drgań wynosi 
w tych przypadkach odpowiednio 0 = 2¡T 
0 = 4 .  Na podstawie rys. 1 orśz rela
cji (5), nożna łatwo wykreślić przebie

gi funkcji Snt, Cst. Dla n=l sę to sinusoidy. Przebiegi Snt i Cst 
podano na rys. 2a,b. Przy n »  1 okres drgań jest bliski 4. Podczas
zmniejszania n okres ulega wydłużeniu przy zachowaniu stałej amplitudy.

3. Kryterium stabilności układu autonomicznego

W układzie (l) dokonujemy zmiany zmiennych w następujący sposób:

x = rCsY’. '
(7)

y = rSnf,

gdzie: r, 'f sę funkcjami t.
Wstawiając związki (7 ) do układu (l) na mocy związków (6), otrzymuje się 
po prostych przekształceniach:

Rys. -1
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Rys. 2

gdzls:

Ajir.-fO - X(x.y)Cs2"”V *  Y(x,y)Sn2B"1lP.

A2 (r,<f) - i  [yiK.yJCs'#’- X(x.y)Sn^

Układ (8) jsat ctkładsa z szybko zwiewną faz«. Możne go łatwo doprowadzić 
do postaci standardowej w sansla Bogolubowa [2] przaz prosta przekształce
nia. Otrzynojeny

dr A (r.V»)

a r ' 1  T ^ r r ; < s )

Funkcja stojąca po pfawaj atranla równania (9) jest okresowa po f o 
okresie 0 (relacja (6a)).
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Ukłed uśredniony odpowiadający równaniu (9) wa postać

Aj(r)

3 ?  ‘ - ^  'r2 Cn-l)ł
dr „ 1 (J0)

gdzie

0

A 1 (r) - i  J[x(rCafł. rSnY^Cs2"“1?  ♦
0

♦ Y (rCa *P, rSn^JSn2""1 ^ ^ .  (11)

Układ (9) posiada stabilna rozwiązanie, okresowe po <? okresie @ deżece 
do ro przy ¿i -» 0, jeZeli

9 ( \ < r) \  
f ?  \^5TńTTT ) >  0. (12)

gdzie rQ jest piarwiastkiew równania

A.(r) - O. (13)
/ 1

Relacja (13) określa jednocześnie aeplltudę drgania opisanego równanlea 
(7). Rozkładając prawe stronę równanie (9) w szereg potęgowy wzgledea ¡1 , 
otrzyauje sie

dr \lrtf) 2 A2(r,¥)
S ą ’  - P  p2fn-l) ¿* ---- r4(ali) *

Będzieey poszukiwać rozwlezanle powyższego równania w postaci szeregu

r(9?) - ro ł-^irjdP) ♦¿i2 r¿ W )  * ...

Otrzyaujeay sted przy zachowaniu dostatecznie dużej dokładności

/A.(r .?)
T T ń T I T -  d<ft 

0 ro

Wtedy drugie równanie układu (8) nożna napisać z dostatecznie duże dokłed- 
noście

f  “ - r ? - 1 » V A2 (ro'V) ‘ 2(n-l)r2B”^ r . W .  <H>
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Będzieay poszukiwać rozwięzań równania (14) w postaci szeregu

2,,f(t) = ^ D (t) Vz (t) + ...
-V

skęd otrzymuje się:

V °  “ - '•o(n‘l)t-

t

<Pl (t:) = ^ A 2 (rQ • )) - 2(n-l )r^n_3r1f 0 (i')d<, (15)
0

^ 2 (t) = | ^ l (r)| ^  V ro ,<7) - 2(n- l) rf -3 r . C ^ j  ^ O C .

W wyniku otrzyaujeny drganie:

2(n-l) „ , » ( . 1  2,x

(16)

y(t) - -r0Sn(r^(n-l)t -¿ ¿^ (t ) - ¿t2<^(t-... ).

Funkcje podcałkowe prawych stron równań (15) sę okresowe. 0 ile nie za
wieraj? one składowej stałej, to rozważane drganie dane za poaocę równań 
(16) będzie okresowe, w przeciwny« wypadku drganie będzie prawie okresowe. 
Okres drgania Jest równy, lub prawie równy

t f . 0 r2(l-n)
O '

gdzie 0  jest określone relację (6a).
Wynika stęd. Ze okres silnie zależy od aaplitudy drgań. Należy zwrócić 

uwagę na fakt. Ze dla n= l, czyli w przypadku drgań quasl-haraonicznych za
leżność taka nie występuje. Zjawisko to jest cechę charakterystycznę drgań 
silnie nieliniowych. Scheaat strukturalny odpowiadajęcy układowi (l) po
kazany Jest na rys. 3. Na scheaacie tya p = f(x) « x2n_1.

Każdy układ równań w postaci:

• 2n-1 u / \
x = a y  ♦¿tXCx , y ) ,

y - -bx2"-1 + ¿tY(x,y)

■ożna doprowadzić do postaci (l) przez prostę zaaianę zaior.nych w nastę- 
pujęcy sposób:
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r E H i k ł l

i

T
Rys. 3

" 3 1 ’ 

Y - S Y i *

Łatwo nożna pokazać, ż e :

1 2n-l
4n(l-n) .4ntl-n )

a b ,

2n-l 1
4n(1-n) . 4n(l-n)

przy n t 1.

4. Oddziaływanie drgań. Synchronizacja

Woźny pod uwagę dwa słabo sprzęgnięte układy:

~ *V- [Xi (xi-Vi) + ̂  Fl ̂ x2y2 'a* i] *

y1 = -«f- 1 *¿1 ♦ £ G 1 (*2 .y2 .at)] .

- \*2 = Y2n"1 * n f e2lxZ *2) +ĆF2(xl'Yl- at }J ■
-1 +¿1 [Y2 ( * 2 . y 2 ) ♦ £ G2 Cx1 . y 1 . « t ) ] .

2n-

(17)

(18)

gdzie: Fi> Gi> F2 ’ G2 ’ funkc3e ciągłe okresowe po rC = at o okresie© ;

a - r f " ’1 5 ; |ji|«l.

Synchronizacja noże następie. Jeżeli anplitudy rozwięzsń okresowych u- 
kładów (17) i (18) przy 8 = 0 będę równe.r . W dalszyn cięgu badać bę- 
dzieny rozwięzania układów (17) i (18) w postaci:

= rQCs(at ♦ jfj(t)), 

yl = ro3n(at + ^ l (t))*

x2 = r0cs !at * i

i z  ~ r o S i t ( a t

(19)

(19) do (17) t (10) po pr*ntych pri«h«*t»Łe«*i»ch otrzysujeny 

sriffm m in  rdimezltaw»' <1* f«* dm  drg»ń » postaci enntępajpcnj :
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a r  ■ • [{V £Gi ) C a K * f i ) - (xł*£F1 ) sn(i+fl)]. 

3 T  ■ a [(V ĆG2 ) Ca(’C* Ą ) - < V iF2 } S" ( W 2 )].

(20 )

Funkcja stojące po pranej etronla układu (20) a« okresowe po i" o okrasie 
9. Warunek synchronizacji jest równoważny warunkowi stabilności okreso
wych (o okrasie 9) rozwiązań układu (20).
Układ uśredniony aa poatać:

a r  ■ • P 2 (* W 2 }*

(2 1 )

gdzie:

9

(22)

r i “ I  /  C#(W ! >  - (x 1+ć f 1 ) s n ( f fl)]dr.
0

9

r 2 ” |  /  [(Y2+£G2 5 C#fW 2 > ' (X2+tF2 ) S«(W 2 )]dr.

Warunkiea stabilności rozwiązania okresowego układu (20)..Jest, aby pier
wiastki równania

dat

tfi-Tio
^2*^20

spełniały warunek

gdzie:

5{ ’A}< o.

r*1^10*^20^ " °*

i
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**2 ̂ 1 0  '^20^ = °'

W przypadku, gdy układ (21) posiada cykl graniczny, jak pokazano w pracy 
[3], układ (20) posiada stabilne, wolnozeienne rozwiązanie. Równania (19) 
przedstawiają wtedy drgania prawie okresowe.

Praktyczne obliczenie całek występujących w relacjach (11) i (2l) nie 
jest zbyt trudne, jeżeli wzięć pod uwagę, że przy odpowiednio dużych n 
funkcje Cs?, Sn ? nożna z wystarczajęco dużę dokładnościę przybliżyć od
powiednio przebiegiee prostokętnye i piłowy» (rys. 2a,b).

%
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OB yCTOiłWBOCIH HEKOTOPHX CHJIbHO HEJfflHEiłfiffii ABTOKOJUSEAHHit 

P e 3 k> m e

B paóoie npoBepaeTca ycToa^HBocib nepHO^H^iecKHx n ikoith nepHOAH'jecKHx k o - 
jieóaHHB aBTOHOMHoS CHCTeuu BH^a

x = y2n_1 + X(x,y)

y <= -x2n-1 + Y(x ,y)

t ą s  1. C 3ToS ąejihB Hcnoxb30BaHU TaK HasuBaewae oSoóąeHHHe nepHOflH-
qecKHe $yHKHHH, K,oiopux onpeAeaeHHe flaHO b Tencie. B 3aKiiK>HeHHH ciaTbH pac- 
cMOTpeH cjiyiiaB CHHxpoHH3ai{HH KOżedaaHB storo inna.
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ON THE STABILITY OF SOME STRONGLY NON-LINEAR 
SELF-EXCITING OSCILLATIONS ✓

S u ■ ■ a r y

In this paper the stability of the periodic and aleost periodic solu
tions of the différentiel systee

x - y2"-1 ♦|juX(x.y)

9 - -x2"-1 *¿1 Y(x,y)

where were proved. In this procès, the generalized periodic
functions are used. The sinchronization of the strongly non-linear oscil
lators was proved.
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ANALIZA POLA ELEKTRYCZNEGO POD SKRZYŻOWANIEM 
DWÓCH TORÓW TRÓJFAZOWYCH

Streszczenie. W artykule skonstruowano aodel aateaatyczny pola 
elektrycznego quasi-statycznego w otoczeniu krzyżowania się dwóch 
torów trójfazowych. Wyprowadzono podstawowe wzory na paraaetry elip
sy zakreślonej w cięgu okresu przez wektor natężenia pola elektrycz
nego, zaczepiony w dowolny» punkcie rozpatrywanego obszaru.

1. Wstęp

Linie przesyłowe usytuowane względea siebie pod kętea prosty» występu
ję przede wszystkie Jako fragaenty stacji transforaatorowo rozdzielczych.
Z punktu widzenia ochrony środowiska Jest to przypadek bardzo ważny, gdyż 
na obszarze pod skrzyżowaniea należy spodziewać się znacznych wartości na
tężenia pola elektrycznego. Badania tego pola na aodelach fizycznych pro
wadzone sę w Instytucie Energetyki oraz "Energopoalarze" Gliwice (patrz 
"P- Cs]). W niniejszej pracy postawiono sobie za cel opracowanie aodelu 
aateaatycznego pola elektrycznego w obszarze skrzyżowania dwóch torów 
trójfazowych.

*

2. Model wateaatyczny

Punktea wyjścia przy konstrukcji aodelu aatswatycznego pola elektrycz
nego w obszarze skrzyżowania dwóch torów trój fazowych będzie założenie 
stałej gęstości liniowej ładunków qk (t) wzdłuż poszczególnych przewodów, 
wynikających z oddziaływania quaoi-stetycznego przewodów prowadzonych rów
nolegle. Pózy takia założeniu poalnięto wpływ oddziaływania przewodów usy
tuowanych względea siebie pod katea proetya. Należy się spodziewać, że za
łożenie to będzie prawdziwe przy dostatecznie dużej odległości aiędzy prze
wodowi prowadzonyai względea siebie pod kętea proetya. Ponadto zakłada 
się, że potencjały poszczególnych przewodów linii sę sinusoidalnie zalen*



vk (ł) = V^sinfcot+f^) (k = 1,... ,n), (la)

natoniast potencjał zieni przyjnujs się jako zerowy, tj.

v(0,y,z,t) = 0. (ib) V

Przy oddalaniu eię do nieskończoności nusi być spełniony warunek regular
ności potencjału. Oeżeli warunki brzegowe sę sinusoidalnie znienne, to na
leży poszukiwać rozwiązania równania Laplace'a

Av(x,y,z,t) = 0

w postaci

v(x ,y ,z ,t) = VB (x,y,z)sin|ćot + <f(x,y,zij. (2)

Łatwo wykazać, że jeżeli spełnione Jest równanie Laplace'a dla funkcji 
(2) z warunkani bn.egowyni (l), to zachodzi również równanie Laplace'a

AV(x,y,z) * 0 (3 )

dla funkcji zespolonej

v( x.y ,z ) = eJf(x.y.z) (4)

z warunkani brzegowyni w postaci potencjałów zespolonych poszczególnych 
przewodów linii

y = J Ł  ełfk (5a)
“ k 1/21

oraz na powierzchni zieni

v(0,y,z) = 0. (5b)

Na nocy zasady superpozycji oraz przyjętych założeń upraszczających, Bo
żeny potencjał zespolony v(x,y,z), stanowiący rozwiązanie równania (3 ) z 
warunkani brzegowyni (5 ), przyjąć [2] w postaci

* « * • * >  • -2*  ¿  ¿  <r>•

86_____________________    8. Baron
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1 S T  V  >/«») 'i(xłX(d)k)2 * (z"2 (d)k}"
cki' vr in

k=l 1-1 Í(x-x (d)k)2 + (z“z (d)k

gdzie:
n^ , n^ - liczba przewodów w -torze dolny« tf górny«

- pojeaności wzaje«ne (k/1) i własne Ck=l) toru dolnego (d) 
i górnego (g); (patrz wzory w pracy [2]),

-1*^' “ potencjały zespolone przewodów toru dolnego i górnego.

Rys. 1. Linie przesyłowe usytuowane względe« siebie pod kptea prosty»

Składowe wefctoro zespolonej« natężania pola elektrycznego wynoszą wówczas
8V(x.y,z) _ , , jMjf(x.y,z) ^



88 B. Baron

3y(x,y,z) j (x,y,z)
Ęy (x,y,z)  ------ ^ ---  - Ey (x,y,z) e W  (8)

3V(x,y.z) ,
E2 (x,y,z)  ----- -------  - Ez (x,y,z) e f  , (9)

natoaiast odpowiadające la wartości chwilowe sę równe:

Ex (x,y,z,t) - - ̂ U ^ Z i t )  “ i/21 Ex (x.y,z)sin|«t *«px (x ,y,z)] , (10)

Ey (x,y.z.t) ■ - . \f? Ey (x ,y ,z )ainfot+fy (x ,y .z)] , (ll)

Ez(x,y,z,t) . _ '$*(*  ̂ z , t )  o ̂  Ez (x.y.z)ainfot*V,z (x,y.z)j. (12)

W dalszej kolejności przebadane będą pewne własności gsonetryczne wektora 
natężenia pola elektrycznego E(x,y,z,t) o składowych określonych wzora-

ei (10), (ll) i (12). '

3. własności geoaetryczne pola elektrycznego guesi-ątatycznego. 

sinusoidalnie zalennego

Oowolneau punktowi rozpatrywanego obszaru o współrzędnych prostokąt
nych x,y,z przyporządkowany jest wektor

E(x ,y ,z ,t) « hxEx (x,y,z,t) ♦ |*yEy (x ,y,z,t) ♦ kzEz (x .y.z.t). (13)

gdzie składowe: Ex , Ey , Ez określone sę wzoraai (lO), (ll) i (12). na
toaiast: kx > k y , k z - wektory jednostkowe na osiach prostokątnego ukła
du współrzędnych. Przy tya założeniu przebadane będzie aiejace geoaetrycz- 
ne, Jakie zakreśla wektor E  zaczepiony w ustalonya punkcie (x,y,z) w 
czasie t w przedziale jednego okresu T. W celu zbadania własności krzy
wej zakreślonej przez wektor E(x,y.z,t) w Czasie t należy wyznaczyć 
położenie trójścienów Frerteta wzdłuż tej krzywej. Wektor jadaostkowy 

styczny do rozpatrywanej krzywej wynosi

t  „ kiŁćLtZull (14)
|É(x ,y ,z,t )|
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É ( x , y , z , t )  ■ ” **kEax^x<y•2' ^5c os J“ t  * ^ ( x . V . z ^ J

k y E ^ x . y . z f c o c o a j w t  + <fy (x ,y . z ) J  + I ^ E ^ Í x  ,y ,z )cocos[tot ♦ <¡?2 (x ,y ,z  .

(15)

Wektor blnoraalny Jako wektor jednostkowy noraa lny do płaszczyzny ściśle 
stycznej wyraża się [7] wzorea

b « Ę(x,y,z,t) x g,(,X>y,z,t.) 
|É(x.y,z,t) x E(x ,y,z, t )j

(16)

gdzie

M(x,y.z,t) - (x,y,z)cJ2sln[co t ♦ ^(x.y.z)] -
■a*

(17)

- ICyE^iż ,y ,z)io2sinjcJt ♦ f y (x ,y.z)J - k2E> 2 (x ,y .zk^ainfwt ♦ <fz (x ,y ,z)] . 

Tworzęc iloczyn wektorowy wektorów (15) i (17), otrzyauje się

txC K  S  “ z
E>j((ocoe Lat + <fx ) E ^ypcosto t ♦ * y > EB¡¿ocos(<*>t ♦ <fz )

-EBx6328 in(<ot ♦'(’„) EByU2ain4ót + <f’y) EBzCo2ain(ut (* <f2 )

*xw  E.yE.z8i" (* V  - *z> + kytó E« E.x8in(^z ‘ * x } +

♦ kz-3 E.xE.y8i" ^ x  - (18)

Oznacza to, że wktor blnoraalny wzdłuż krzywej zakreślonej przez wektor 
E(x,y,z,t) w czasie t jest wektorea stałya w czasie. Ola pełniejszego 
zbadania rozpatrywanej krzywej należy wyznaczyć wzdłuż niej tzw. skręce
nie [7] wyrażaj ęce się wzorea

X m  [K(x.V.ł.t) x j(x,y.z.t J  W(x ,y_,z_,_t_) 
|ć(x,y,z,t) x E(x ,y ,z,t )|

Uwzględniajęc wyniki iloczynu wektorowego (18) oraz pochodnę E 

|f(x,y,z,t) » 13 e (x . -hęoEM « 3coe(u>t + <fx ) -

-kyE^yC^?cos(cot ♦ <py ) - k2Eł|z'̂ 3cos(cot ♦ f z ),

(19)

(20)
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(ExE)I = E co cos (co t + <p ) E cocos (cot + ' f  ) E cocosiwt + <f
* X  X K! V V  H Z  Z

-E >xcO2sin (c0 t + *f’x ) EByp2 sin (co t + tf> ) E ^ o / s i n f o t  ♦

-E W 3cos(cot + ) E co3cos(wt + <f ) E u?cos(tot + *P ) (2 1 )

Oznacza to, że w każdym punkcie rozpatrywanej krzywej jej skręcenie jest 
równe zeru (‘t - 0). Wiadomo natomiast [7], że warunkiem koniecznym i wy- 
starczajęcym na to, by krzywa była płaska jest zerowanie się Jej skręce
nia. Dla krzywej płaskiej wektor binormalny Jest stały (wzory (16) i (18) 
i prostopadły do Jej płaszczyzny. Z przeprowadzonych rozważań wynika, że 
wektor natężenia pola elektrycznego quasl-statycznego E(x,y,z,t) okreś
lony wzorem (13), zaczepiony w punkcie o współrzędnych (x,y,z), zakreśla 
w czasie t krzywę płaskę, której płaszczyzna wyznaczona Jest przez sta
ły w czasie wektor binormalny (16).

Wprowadzajęc w ustalonym punkcie 0(x,y,z) nony lokalny układ współ
rzędnych prostokętnych x', y', z', powstały przez' obrót pierwotnego układu 
w ten sposób, że oś z' jest równoległa do wektora binornalnego b otrzy
muje się składowę Ez wektora E równę zeru (E , « 0).

W nowym układzie współrzędnych x', z' krzywa zakreślona przez wek
tor E(x,y,z,t) w czasie t leży w płaszczyźnie x‘ Oy', a składowe tego 
wektora E ^ , E , sę również sinusoidalnie zmienne. 3ak wykazano w pracy
[2], w przypadku dwuwymiarowym wektor natężenia pola elektrycznego o dwóch 
składowych sinusoidalnie zmiennych zakreśla w czasie T elipsę. W świst» 
le przeprowadzonych rozważań wynika, że ogólnie rzecz bioręc, wektor na
tężenia pola elektrycznego o trzech składowych sinusoidalnie zmiennych 
(wzory (ll), (ll) i (12)) zakreśla w czasie okresu T elipsę leżęcę w 
płaszczyźnie wyznaczonej przez wektor binormalny b, określony wzorem (16)

4. Własności modułu wektora E(x,y.z.t) Jako funkcji czasu t

W celu określenia natężenia pola elektrycznego quasi-statycznego sinu
soidalnie zmiennego w punkcie o współrzędnych x,y,z należy oprócz wyzna
czenia płaszczyzny wirowania wektora £(x,y,z,t) w czasie t, obliczyć 
składowe wektora natężenia pola elektrycznego E0 (x,y,z) i E^iż.y.z) od
powiednio w kierunku półosi dużej i małej elipsy pola wirujęcego. Składo
we Eo i E k wektora wirujęcego E(x,y,z,t) można obliczyć poprzez wy- 
znaczenie parametru t, przy którym Jego moduł |E(x,y,z,t)| Jako funkcja 
czasu osięgnie odpowiednio maksimum i minimum.
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Pochodna częstkowa aodułu wektora E względe* czasu t wynosi

ł  ■ i T T T  <& •32"' - i*«-32“ '). ( K )

gdzie

A . (E )2 + (E )2 + (E )2 - A « V a , —  —x -~y —z

przy czya składowe zespolone Ex , E ^ , Ez wyrażaję się odpowiednio wzore-
■i (7), (8) i (9).
2 warunku zerowania się pochodnej (22) wynika

4cat + 2<Pa  = 2k3T (k » 0,1)

V a

(23)

Ola k = O z równania (23) waay cotj - - ~  oraz

(T IEI

cot

w  >0, (24)

Oznacza to, Ze dla cjtj = - —  noduł wektora E(x,y,z,t) osięga ainiBue 
odpowiadajęce składowej wektora w kierunku półosi małej elipsy pola wi- 

rujęcego

, . . r o pi rA (* .y.z >l
E.(x,y,z)= win — !e(x ,y ,z ,t )j « -{ E (x ,y ,z)sin lf (x,y,z)- ---- =----  +

t e (o ,t] L J

+ Ey (x,y,z)sin (x,y,z) -
i’A n . y  ,z)

(25)

natoaiast odpowiadajęcy «u wektor wydzielony przez wynosi

1 T ^A (x,y,z)l
E b (x,y,z) = p E ( x , y , z , t 1 ) ■= kxEx (x ,y ,z )sin |V:’X (x ,y ,z) -------^---- J  +

+ k y Ey (x,y,z)slnJyy (x,y,z)
fA (x ,y ,z) 

2

<PA (x

-J + k zE z (x ,y . z j s i n j v ^ x  ,y ,z) -

(26)

gdzie Ex (x,y,z), E (x,y,z), Ez (x,y,z) przedstawiaję wartości skuteczne 
sinusoidalnie zmiennych składowych wektora E(x ,y ,z ,t) w kierunku osi x,y,z.
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Dla k = 1 z równania (23) otrzyauje się

V’a jr 
W t 2  2 + 2

^ - - w r < 0 - (27)

<^A OTOznacza to, że dla w t 2 “ - ~  + f  ®°duł wektora E osięga aaksiaua od
powiadaj ęce składowej tego wektora w kierunku półosi dużej elipsy pola 
wirujęcego

E (x,y,z) = sax _1 ]E(x,y,z,t)| * 4 e 2 (x ,y ,z )cosŁ <p-(x > Y ”
t£(0,T] ^  L V

^(x.y.z)' 
  j ] + Ey (x,y,z) cos2 [fy (x.y,z) - t^ ~ l ] /  E2 (x ,y ,z)co9:

f  <f’ (x.y.z)]
[^(x.y.z) -  --- -̂---j

natoaiast odpowiadajęcy nu wektor wydzielony przez ¡¡2' wynosi

Ea (x,y.z) - ~  E(x,y,z,t2 ) » kxEx (x,y,z) cosjVx (x,y,z) -

VAx.y,z)~] r - ^A (*.y.2 h
 § -J ♦ kyEy (x,y.z) c o s [ V M x . y , z ) --------§--- J  +

[ u>. (x,y,z)"j 
f2 (x,y,z)-------g---- J. (29)

/
Można wykazać, że iloczyn skalarny wektora Eg i E b Jest równy zeru. 
Ponadto, ze względu na to, że wektory Eg i E b leżę w jednej płaszczyź
nie, pozwalaję one na wyznaczenie płaszczyzny wirowania wektora E(x,y,z,t). 
E(x,y,z,t). Zachodź

E h x
| E / x E  , “ b - (30)

gdzie b  jest wektore® blnoraalnyn, określonym wzoren (16). Opracowany w 
punkcie 3 i 4 algorytn obliczeniowy, dotyczęcy natężenia pola elektrycz
nego quasi-statycznego sinusoidalnie zmiennego. jest ogólny i noże być do-
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łęczony do dowolnego zadania, w który« punkte« wyjścia Jest potencjał si
nusoidalnie z«lenny określony wzorea (2), spełniający równanie Laplace'a 
Av(x,y,z,t) » 0 z warunksai brzegowy«! danyei w postaci sinusoidalnie 
znlennych potencjałów przewodów (v^ » VBi sin(oot ♦ )J o «ałej pulsacji 
u. W dalszej kolejności zastosowany on będzie do badania rozkładów na
tężenia pola elektrycznego pod skrzyżowanie« dwóch torów trójfazowych.

5. Wyniki obliczań rozkładów natężania pola elektrycznego 
pod skrzyżowanie« dwóch torów linii 758 kV na wysokości 

1.8 n nad zleaię

Do obliczeń wybrano skrzyżowanie dwóch torów z projektu stacji 750 kV 
Es], Stanowi ono skrzyżowanie dwóch torów trójfazowych prostopadłych do 
siebie i równoległych do powierzchni zleni, a usytuowanych na wysokości 
10 ■ i 21 ■ nad zienię. Przewody fazowe sę więzkaal 4 x AFL-525 o odstę
pie przewodów w więzce 400 ««. Odl^łość przewodów fazowych w torze dol
ny« wynosi 12 «, a w torze górny« 16 ■ (rys. l).

Rys. 2. Rozkład natężenie pola elektrycznego pod skrzyżowania«! dwóch to
rów trójfazowych 750 kV wzdłuż przekrojów (rys. 1)

Pid, P 3 d , 3 - P 2 d , 4 - poza skrzyżowanie« pod tors« górnya

Dla powyższych danych obliczono rozkłady natężenia pola

Ee (x y.z) (28)
elektrycznego

przekrojachzgodnie ze wzorssl (6), (7), (8), (9) i 
x» l,8 u

Plg, P2g, P3g, Pld, P2d, P3d zaznaczonych «6 rya. 1. Wyniki obliczeń po
dano ne rys. 1 i 2. Z obliczeń tych wynika, Ze w aiejuca krzyżowania się 
faz JednoiBlennych występuje wzroęt natężenia pola elektrycznego szczegół 
nie widoczny dla faz skrajnych, a wynoszący dwadzieścia kilka procent w 
odniesieniu do rozkładu natężenia pola elektrycznego w przekroju poprzecz1 
nv« toru dolnego pozo skrzyżowanie«!, w «ię-fssu skrzyżowań faz różnoisirn- 
nych występuje natoniast z«niajszenie natężenia pola elektrycznego, które 
np. dla fez skrajnych wynosi dwadzieścia kilka procent.
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Rys. 3. Rozkład natężenia pola elektrycznego pod skrzyżowanie» dwóch to
rów trójfazowych 750 icV wzdłuż przekrojów

1 - Plg, 2 - P3g, 3 - P 2 g , 4 - poza skrzyżowanie» pod teren dolny®

Przeprowadzona analiza teoretyczna pod skrzyżowanie» dwóch torów trój
fazowych dla danych zaczerpniętych z pracy D>] pozwala również na porówna
nie otrzymanych wyników (rys. 2 i 3) z wynikami badań modelowych (patrz 
praca [5], rys. 22 i 23) dokonanych na urządzeniu AMPE 76 [3̂ J. Z porówna
nia tego wynika, że w obszarze maksymalnych natężeń pola elektrycznego wy
stępuje różnica między obliczeniami teoretycznymi a badaniami modelowymi, 
nie przekraczająca Jednego procentu wartości obliczeniowej. Oznacza to, 
że przyjęty model matematyczny pola elektrycznego pod .skrzyżowaniem dwóch 
linii trójfazowych, dostatecznie odległych względem aiebie, wystarczająco 
dokładnie opisuje rzeczywistość. Można go więc zastosować przy ustaleniu 
usytuowania przewodów krzyżujących się torów trójfazowych ze względu na 
dopuszczalne natężenie pola elektrycznego przy powierzchni ziemi.
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THE ANALYSIS OF THE ELECTRIC FIELD UNDER THE CROSSING 
OP THE TWO TRIPI -PHASE CIRCUITS

S u m m a r y

The paper p r e s e n t s  a mathematical model for electric quazi-static field 
within the crossing of the two triple-phase circuits. Basic equations for 
the parameters o f  the elipses drawn during the period by a field tension 
vector being caught at any electrical point of the analysed zone were de
rived.
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FUNKCJA PRZETWARZANIA KIERUNKOWEGO CZUJNIKA 
GRADIENTU POTENCJAŁU WOLNOZMIENNEGO POLA ELEKTRYCZNEGO

t

Streszczenie. W artykule wyprowadzono przybliżone funkcję prze
twarzania kierunkowego czujnika gradientu potencjału pola elektrycz
nego niejednorodnego, sinusoidalnie zaiennego o częstotliwości 50 Hz 
Udowodniono, że pręd czujnika uaieszczonego w tya polu Jest propor
cjonalny do gradientu potencjału w kierunku zorientowania czujnika.

1. Wstęp

Znane sę net ody poalaru potencjału i natężenia pola elektrycznego,wol- 
nozalennego, występującego przy powierzchni zieai w otoczeniu różnych u- 
rzędzeń energetycznych najwyższych napięć [l] , £2] , [3j. Prace w tya kie
runku doprowadziły do opracowanie aetody kierunkowego poaiaru gradientu 
potencjału pola elektrycznego, niejednorodnego, sinusoidalnie zaiennego o 
częstotliwości 50 Hz, występującego przy powierzchni zieal. Metoda ta po
lega na uaieszczenlu w określonya punkcie pola kierunkowego czujnika gra
dientu potencjału i poaiarze prędu tego czujnika. Czujnik składa się z 
dwóch półkolistych czasz o powierzchniach przewodzęcych.izolowanych wzglę- 
dea siebie i podpartych drężkiea izolacyjny®. Jeżeli czasze zostanę połę- 
czone przewodea o rezystancji R = 0 i uaieszczone w rozważany® polu e- 
lektrytsanya, to pod wpływea przeaieszczania się ładunków indukowanych 
przez pole w przewodzie łęczęcya popłynie pręd elektryczny.

W opracowaniu tya założono, że podpora izolacyjna czujnika wykonana 
Jest z materiału o przenikalności dielektrycznej £ = 1 i wyprowadzono 
pierwsze przybliżenie funkcji przetwarzania czujnika. Udowodniono, że dla 
dowolnej orientacji czujnika w polu elektryczny« (rys. l) pręd w przewo
dzie łęczęcya czasze jest proporcjonalny do gradientu potencjału tego po
la w kierunku zorientowania czujnika.

A

2. Funkcja przetwarzania czujnika

Rozpatruje się niejednorodne pole elektryczne, sinusoidalnie zaienne o 
częstotliwości 50 Hz. Założono, że w każdy« punkcie pola dany jest roz-
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kład potencjału w postafti funkcji analitycznej (l), spełniającej równanie 

Laplace'a

vQ (oę,t) = f? Vo (c()sin[tot + 'P(oę)] (l)

oraz że kąt przesunięcia fazowego (f (oę) we wzorze (l) nie zależy od 

współrzędnych, tzn.

'P(cę) = const.

gdzie:
o? - współrzędne (x,y,z) punktu w prostokątny» układzie współrzęd

nych ,
V (o£) - wartość skuteczna potencjału w punkcie o współrzędnych (x,y,z) =
o ,

Rys. 1. Kierunkowy czujnik gradientu potencjału w polu elektryczny» linii
jednoprzewodowej

1 - czujnik, 2 - linia jednoprzewodowa, 3 - podpora izolacyjna czujnika, 
v 4 - przewód łączący czasze czujnika

W polu ty« umieszczono kierunkowy czujnik gradientu potencjału. Aby wy
znaczyć prąd płynący w przewodzie czujnika należy znaleźć funkcję poten
cjału pola elektrycznego w otoczeniu czujnika i na tej podstawie określić 
ładunek indukowany na J ego powierzchni, po umieszczeniu go w rozważany«
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/
polu elektryczny*. Zgodnie z założenie*-, funkcja rozkładu potencjału o- 
kreilona wzore* (l) jest analityczna, posiada pochodne dowolnego rzędu i 
jaat rozwljalna w szereg Taylora wokół dowolnego punkt* pola [4].
Wobec tego nożna napisać

:) 

k»l
».<«■•> - % < * „ • * >  • 2  <* - «.)

](k)

T  '-»OC-OC.

(2 )

—  (y - y 0 ) + " V ź '  ' (z - 2o

gdzie oęo - (*0 <yo «z# ) ożnacza współrzędne punktu, w który* odbywa się 
po*iar gradientu potencjału w dany* kierunku

p3v (cę.t) <0v# (o;.t) (of.t) ]

[ ----5 T -  (x - S 5 +  T T ~  (y - v. } + ---- ¡51“  (2 - * o }J

(k)

- jest różniczkę zupełnę k-tego rzędu funkcji danej wzore* (i).
Dla dalszych rozważań wprowadzono przesunięcie i obrót układu współ

rzędnych (x,y,z) t*k, aby oi Oz pokryła się z osię synatril czujnika.
Stosujęc oznaczenia z rys. 1, etrzyaana (4]

* 2 ^  ♦ y2^  + W

Y " Y 0 ” y l * x 2^1 + y 2/ł2 + z2^3' (3)

2 - 2o “ zi *  *2^1 + y2 ar2 ♦ z2 f3 .

gdzie:

. cos £  Cx1(x2 ) /Sj - cos $  (yj.*^ t i - cos ^(Zj.Zg),
«. »

oę2 = cos <  (xlty2 ) fi2 =■ cos <IC(y1 .y2 ) (2 - ces <  (Zj.yg).

oę3 - cos <  (xltz2 ) - cos •?.(y1 ,z2 ) f3 - cos £  (Zj.Zg).
* /

Na podstawie wzorów (2 ) i (3) funkcja potencjału rozpatrywanego pola elek
trycznego, przed umieszczenie* w ty* polu czujnika gradientu potencjału, 
na postać

w  / \

v , ( o M )  - vo (cęo ,t) ♦ ^  ^  (Ax 2 ♦ By2 * Cz2 )(k), 
k=l

(5)
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gdzie:

r«v.(0ł.t) • 3v (o{.t) 3 v  (oę.t) "I
A ■ [ ----5TT~°<1 4  T y —  P i  4 ----T 5 —  *i\ * "

PS v (<*,t) 0v (o(,t) Qv (of.t) 1

8 * [ T* '* $ v  + !3ź tf2j

r-3v.(of.t) 'aw (oę.t) (o{,t)
c . [ - V — S  4 - ^ 7 - ^ 3  4 - ^ ä T - . i s J  « " « o *

Y ' N  •/
Wprowadzając następnie kulisty układ współrzędnych, otrzynsno [5]

(r t) * v (cę0 ,t) + *) 1 {^-[asWcos <f* Bslni?sin^ + Ccosi^]^.

■ * 1
oę- oęo

■fa]| ‘« " ‘V

V  _ ___
k-1

b o :
x2 « rsin^’cos'f, 

y2 « rsinl^slnf, 

zz « rcoal?1.

Chcąc znaleźć wyrażenia na wypadkowy potencjał vir.^.^.t) w otoczeniu 
czujnika umieszczonego w rozpstrywanyn polu elektrycznym, w punkcie o 
współrzędnych o$0 » (*0 »yo «20 )» "aleiy uwzględnić superpozycję potencjału 
pola v0 (r,l9’>'f’,t) danego wzoren (7) oraz potencjałów Vj(r ,1̂ , V’.t) i v 2(r, 
‘d'.'f.t) wynikających z istnienia na powierzchni czujnika ładunków induko

wanych przez to pele.
W wyniku tej superpozycji otrzymano [5]»

v(r .i^.^.t) - v0 (r,t>, f.t) * dla r <  rQ (8)

vir.^.V.t) » vQ (r A<?.t) ♦ v2 (r .¿.'f.t) dla r > rQ (9)

gdzie:
r - promień półkullstych czasz czujnika (rys. l),
O

Vj(t .¿’.'f.t) - składowa potencjału wewnątrz czujnika, 

v_(r ,1?,«f.t) - składowa potencjału na zewnątrz czujnika.

Rozpatrywane, wypadkowe pole elektryczne Jest wolnozmienne. Pozwala to za
niedbać efekt wynikający ze skończonej prędkości rozchodzenia się oddzia
ływań. Ponieważ potencjał vQ ( r t )  spełnia równanie Laplace’a, więc 
wypadkowy potencjał v(r,t?,^,t) wewnątrz i ma zewnątrz powierzchni czuj

nika spełnia również to równanie.
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W zwlęzku z tya zachodzi

V 2vCr,i?.f,t) - 0 dla r ^  rg . ' (10)

V 2v(r,t?’,V',t) - O dla rffl. (ll)

Rozwiązująe te równania, otrzywuje się wyrażenia:

v(r,i^, ̂ .t) dla r 4  re 1 r ^  re*

Ponieważ na powierzchni czujnika ekładowa etyczna wektora natężenia pola 
elektrycznego jest równa zeru, a przy przejściu przez powierzchnię nała
dowany zachowuje cięgłość, należy więc rozwięzać równanie (10) i (ll) przy 
następujęcych warunkach brzegowych:

Vj(r,$,*i\t) - v2 (r,t^, 'f.t). [ (I2a)

[y0 (r . ^  ż ) ♦ yjCr.t^f.t)] [vQ (r .‘ft.f.t) * v2 (r V.t)] « 0,
( I 2 b )

t o (r*^'</’'t) + \?Q (r * v2 (r,l^,^,t)J » 0,
(I2c )

dla r = r .O . j
Aby równanie (10) i (ll) były spełnione, suszy być spełnione na podstawie
(8) i (9) następujące równania
• *»

y^jir.t^.^.t) * 0, (13)

0
<• O. (14)

Stosujęc net odę rozdzielenia zwiewnych, etrzywano fj&J następujęce rozwią
zania równań (13) i (14):

v, (r ,i?,V’,t) = S T 1 (s_ cosa*^ ♦ b s i n a ^ r 1* P^(cost)1), (15)1 B ę *8 B f B "
w,w

v2 (r ,^,ti’,t) « (ca ^eoea^ + dR êin»'-/’) T B T  p" (co* ^ 5 (l6)
a»n r •

Funkcje pjjicoai?1) dla a,n należęeych do zbioru liczb naturalnych są 

etowarzyazowywi funkcjawi Legewdre'a I rodzeju f5.1. Korzystając z tablic 
[73 tych funkcji wyrażenia (15) 1 (16) et r żywsi Je elę
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Vj(r ) ■ * 00 + 8oi rco*'̂ ’+ 5  «0 2p2 (3co»2'^’ + l) +

+ g a03r3(5coa3^ + 3cos1?’) - (a^cos^ + b^sin^rsin$  - 

- | ( a ^ c o s f  + b129in'ftr2*ii>2'$- g (®i3c o *

+ b13*inf)r3 (sinlK 5*in3l^) + ... +

+ (a co**'/’+ b »i«»'/’)rBp"(o0 8^’) + ... (17)W 0 W KI ę W W

v_(V ,1>, <£t) - ~  + -2Ł C081^ + i  (3cos2^+ l) +
2 r 4 r

+ g  — (5cos3^ + 3cost^) - (c11cos</? + djjSln^)

. s i n ^ -  j| (cjgcos'/’ + d12aln'/) sin2i^ -

- g  (c13c*s</ + d^sin'/') (*int^+ 5sin3t^) + ...

+ (c cosnV^ + d sinn¥*) (cost^) + ... (18)*, n ■, n $<•
*

Dla wyznaczenia współczynników a ,b ,c ,d należy uwzględnić wa-t■ f H I |H My*« H |W
runki brzegowe (12). W ty* celu dla uproszczenia obliczeń, założono,że po
tencjał vQ (r ,1̂ . ) da*y wzore* (7) aa postać

v_(r ,'$,'/,t) » v_( oc ,t) + r (Aain‘̂coa ¥  * Bsln^sin^ + Ccoal}). (19)O u o

Uwzględniajęc (19) oraz (17), (18) i (12), wyznaczono

'oo ■ °* *01 = _ C ’ *02 “ °* *03 * °- *11 ■ A ' *12 ■ °* *13 “ °*

'11 = B, b12 = 0, b13 = 0. C00 ■ °- °01 ■ -Cr0- °02 “ °' °03 ■ °

:11 » Ar3 , c12 « 0, e13 « 0,’ dll " Bro' d12 ■ °' d13 ’ °*

Podstawiając wyznaczone stałe do wzorów (17) i (18), otrzynano następuję- 
ce rozwiązania równań (13) i (14):

102

Wjfr.t^.^.t) =» -Arsio^coa^ - Brsini\in*^ - Crcoa^, (2 0 )
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r r r

Uwzględniaj ęc wzory (8) i (¿0) oraz (9) i (21), otrzymano wyrażenia na 
wypadkowy potencjał elektryczny w otoczeniu kierunkowego czujnika gradien-

tość stałę, niezależnę od współrzędnych (x,y,z), natomiast na zewnętrz za
leży od odległości r względem jego środka oraz od współczynników Ą,8,C 
określonych wzorami (5). Znaj ęc wypadkowy potencjał w otoczeniu czujnika 
umieszczonego w rozważanym polu elektrycznym, można określić gęstość po
wierzchniowe ładunków indukowanych na powierzchni czujnika przez to pole. 
Gęstość powierzchniowę ładunków można określić stosujęc wzór [5]

Całkowity ładunek indukowany na jednej z czasz czujnika można obliczyć w 

następujęcy sposób

tu potencjału, po umieszczeniu go w polu elektrycznym o potencjale okreś
lonym wzorem (19).- Wyrażenia te posiadaję następujęcę postać:

(2 2 )

Ze wzorów (22) wynika, że wypadkowy potencjał wewnętrz czujnika ma war-

(23)

O

Na podstawie wyrażenia (22) otrzymuje się

S(r .rfff.t) = 3£ (Asinl^cos'ć’+ Bsin^sinW Ccost^). O o (24)

(25 11

gdzie:
ds - element powierzchni czaszy, 
s - powierzchnia jednej czaszy.

Przy obliczaniu tej całki należy uwzględnić [6], że

da * O
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a granice całkowanie wynoazę:

(O - f).

'fm (0 - 230. -

W wyniku tego oraz uwzględniając zależność (5), otrzyaano ostateczne wy
rażenie na całkowity ładunek wyindukowany przez zaienne pole elektryczne 

na Jednej z czasz czujnika

) ‘ 13v o(o?'t) * 3v 0 (°f-t > ] , ,
q(t) - 33T£0 •‘o j - T S  ♦ y y-  ^  ♦  5 5 -  f  3j *-<* 0 . (26)

Przewód łęczący czasze uaoZllwla przealeszczanie się ładunków więdzy cza
sza«!. czyli uasżliwia przepływ prędu. Pręd ten aoZna określić na podsta

wie równania ciągłości prędu

K t )  - Śgilł. (27)

Ponieważ założono. Ze 'Piaf) « const. (wzór l), więc ostatecznie uwzględ
niając zależność (l), otrzyaano

„  o K  U )  «V (eę) ty (oę) l r "1
i(t) - -3 V3r£QrZĄ .?-. - ^  ♦ -jj—  /i3 ♦ — fi—  r 3|cos[cot ♦ (28)

Wartość skuteczna togo prędu wynosi

[ty (cę) “3V (oę) -3V (of) I
1  -  3 X 5 o r H - ^ r - ° * 3  *  - 1 7 - ^ 3  ♦  — 5 1 -  i j J  • ( 2 9 )

c5-0fo

Analizując wzór (29) aożna zaobserwować. Ze wartość skuteczna prędu czuj
nika jest proporcjonalna do pochodnej kierunkowej potencjału, a więc Jest
proporcjonalna do gradientu potencjału rozpatrywanego pola elektrycznego 
w kierunku zorientowani« czujnika w ty* polu. Równanie (29) jest funkcję 
przetwarzania kierunkowego czujnika gradientu,potencjału pola elektrycz
nego niejednorudnego, sinusoidalnie z*isnnsge> o częstotliwości 50 Hz.Oest 
to pierwsze przybliżenie taj funkcji ze względu ne załoZenis wyrażone wzo- 

re* (19) 1 (VT7 - ^
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3. Wnioski

Przeprowadzona analiza pozwoliła określić przybliżony funkcję przetwa
rzania kierunkowego czujnika gradientu potencjału pola elektrycznego, nie
jednorodnego, sinusoidalnie zaiennego o częstotliwości 50 Hz (wzór 29). Wy
nika z niej, że wartość skuteczna prędu płynęcego w przewodzie czujnika 
Jest proporcjonalna do gradientu potencjału pola w kierunku zorientowania 
czujnika, występujęcego w danya punkcie pola, przed uaieszczeniea w nia 
kierunkowego czujnika gradientu potencjału. Rozuaowania przeprowadzono 
przy założeniu, że pole elektryczne jest niejednorodne,sinusoidalnie zaien- 
ne a potencjał tego pola jest dany w postaci przybliżonej (19) oraz że 
faza tego potencjału ^(oę) (wzór l) jest funkcję niezależny od współrzęd
nych, tzn.y?(oę) * const. Wyniki przeprowadzonej analizy aogy być podstawę 
do projektowania układu poaiarowego, uaożliwisjycego kierunkowy poaiar 
gradientu potencjału sinusoidalnie zaiennego pola elektrycznego.
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M eHHoro nojis qaoToxoii 50 rit. fl0 K a 3 a H 0 , qio tok naiqHKa, pacnonoxeHO b otom 
nojie nponopiyiOHajiHe r p a naeHTH noTeHnaajia b ManpaBjieHHH opaeHTHpoBaHHH nai- 
HHKa.

V

CONVERSION FUNCTION OF THE DIRECTIONAL GAUGE OF THE 
SLOW ALTERNATING ELECTRIC FIELD POTENTIAL GRADIENT

S u m m a r y

The paper presents the approximate conversion function of the directio
nal gauge of the nonuniform sinusoidal 50 Hz electric field potencial gra
dient. The current of the gauge placed in that field was proved to be pro
portional to the potential gradient in the direction of the gauge orien-
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PROBLEM BRZEGOWY ANALIZY POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO 
SINUSOIDALNIE ZMIENNEGO W PRZESTRZENI POWIETRZNE3 
I OBDETOŹCI METALU

Streszczenie. Artykuł Jest próbę sfemulowanie probierni brzego- 
wego w zagadnieniu obliczania pola elektronagnetycznego w przestrze
ni o różnych środowiskach. Rozpatruje się przypadek przestrzeni po
wietrznej i obszaru aetalu o syeetril osiowo-obrotowej, dla pól si
nusoidalnie zniennych.

1. Równania pola elektrowagnetycznegp wewnątrz netalu
/

Rozpatrujący układ o sywetrll osiowo-obrotowej (rys. 1).składajęey eię
z cewki o wysokości h i bryły aetalu o wysokości h. . Cewka jest opi- c o
sana powierzchnię Sc z określonę gęstośclę powierzchniowe prędu I, bę- 
dęcę polea wsktorowya wyłęcznie o składowej kętowej . W przypadku punk
tu powierzchni cewki o współrzędnych (r ■ rQ , z « z0> f  6 R), w układzie 
współrzędnych cylindrycznych (r.^.z) zakładaay, że aoduł wektora I naleZy 
do klasy funkcji stałych: |l|Sconst. Bryła aetalu (rys. 1) opisane Jest 
obszarea wraz z brzeglea dyfsoaorflcznya z kulę doakniętę ( klasy Cj).

Rozpatrujeay rozkład pola elektronagnetycznego w aetalu w stanie usta- 
lonya sinusoidalnie zaiennya. Pole epełnia naatępujęcy układ równań (fi] , 
s. 85):

V x  H - JcoEE, ( 1 )

V x E » ( 2 )

(3)

V. B » O, (4 )

W aetalu gęstość objętościowa ładunku ę » 0 [l] s. 28. Wiel
kości H, E,* B i D sę wektorowy«! funkcja»! punktu'w trójwymiarowej prze
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strzeni euklidesowej. Przedstawiaję zespolone aaplltudy natężeń pól; ma
gnetycznego, elektrycznego oraz indukcji aagnetycznej i elektrycznej.

Zakładamy, że ośrodek (metal) 
jest liniowy, izotropowy i jed
norodny (ze względu na stałej, 
£, -jf - konduktywność metalu) 
(por. [l] s. 12, 13). Zachodzę 
następujęce zależności:

£m E '

Rys. 1

D

B -¿iH,

3 -JE.

Przenikalność .elektrycznę 
wzorze (l) określa wzór

£- tm - i £.

(5)

( 6 ) 

(7)

( 8 )

Wprowadzamy potencjał wektorowy A wg wzoru

B « V  x A. (9)

Po uwzględnieniu wzorów (2), (6 ) i (9) możemy obliczyć pole elektryczne ź 
następujęcej zależności

-JUA - V  /. ( 10 )

Poszukujemy potencjału wektorowego, spełniającego w obszarze metalu za
leżność

V. A 0. ( 11 )

Przypuszczany, że pole potencjału A o własności (ll) istnieje ze względu 
na symetrię osiowo-obrotowę układu (rys. l) i zwięzanych z nim funkcji po
la elektromagnetycznego. Pole elektryczne (10) Jest sunę wektorów Einj i 
E'stat 

Eind ■ JuA (pole wolnozniennych prędów).

"stat * (pole wolnozniennych ładunków).

(l2a) 

(12b)

Na przykładzie cewki, składajęsej się z kilku zwojów przewodu, oszacowano
wartość stosunku E . ,/E „ » w dwu strefach:ino
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а) w odległości od przewodu cewki porównywalnej z jego średnicę,
б ) w odległości wielokrotnie przewyższajęcej wyaiary cewki, ale mniejszej 

od długości fali elektromagnetycznej,
Dla cylindrycznej cewki o danych: w » 23(103 rad/s, I « 500 A, U« 185V 

L » 10-3 n, d - 5.10- 3 a, JLl» 43T10-4 H/m, n - 10, a » 0,3 «, = 5,6.107
1 /il m uzyskano następujące wyniki:

- strefa a) !fc**|(̂ T' ” °,5.
I s t a t l

l El n d I  

" s t a t l
- strefa b) S? 2 ,5,

gdzie: co» 23Tf, f - częstotliwość, I - pręd cewki, U - napięcie zasilania, 
L - minimalna odległość sąsiednich przewodów, d - średnica przewodu, ń - 
ilość zwojów, a - średnica cewki, f- konduktywność przewodu.

W dalszych rozważaniach pomijamy składnik (l2b) wzoru (10) oraz zakła
damy, ża potencjał skalarny

<P= O (13)

w całej przestrzeni rys. 1. Problem dokładnego obliczenia pola (l2b) w 
układzie rys. 1 , jaka dość skomplikowany i obszerny, sam w sobie mógłby 
być tematem odrębnych publikacji. Interesuje nas wyłęcznie pole elektroma
gnetyczne, którego źródłem Jest gęstość prędu cewki I,

Podstawiajęc równania (6 ), (9) i (i2a) do (l), otrzymujemy równanie róż
niczkowe, Jakie spełnia potencjał wektorowy w obszarze zajmowanym pr*$z 
metal

V X V  x A - k2A « O, (14)

gdzie k2 » -jtóiitf.
Dla objętości metali w zakresie stosowanych częstotliwości (do kilkudzie
sięciu tya. Hz) zachodzi we wzorze (8): f /u>»  6 . W zwięzku z powyższym
można przyjęć z dużę dokładnościę, że parametr k" we wzorze (14) Jest 
liczbę czysto urojonę. Szukamy rSzwięzania układu równać (li), (14), Ja
kie spełnia pętanejał wektorowy A w metalu. Wykorzystamy wektorowy sy
metryczny wzór Greena

f f f ( F  . V  x  V  x  A - A . V  x V  x  F)dV - f  ( ł  *  7  X F •  F »  7  x  A) . n  dS, 
JV  JS (15)
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gdzie:
V - obszar zaj«cwany przez aetel,
S - brzeg obszaru,
A - potencjał wektorowy wg wzoru (9) (funkcja klasy Cg),
F - dowolna funkcja wektorowa klasy Cg,
n - ciągłe pole wektorów Jednostkowych określonych na S, nornalnych do 

S, skierowanych na zewnętrz obszaru V.
Zakładany, Ze funkcje A 1 F określone sę w obszarze V wraz z brzeglea 
S. Tożsauość (15) wykorzystujeay dla obszaru dyfeoaorflcznego z kulę don- 
kniętę, z przyjętya ortogonalnya układea współrzędnych. Zakładaay, że 
funkcja A we wzorze (15) spełnia wzory (ll), (14) oraz A.n ■ O, a funk-
cj»

F(X,Y) - a,(* ^kr) . (16)
v r (x ,y )

gdzie:
a - stałe pole wektorowe,
X - ustalony punkt obszaru V,
Y - punkt całkowania,
r - odległość punktów X i Y, 
k - stała występujęca we wzorze (14).

Funkcja F nie spełnia zełożeó regularnośclowych dla X ■ Y, dlatego 
punkt X otaczaay kulę o proaleniu & , powierzchni K , o środka w
punkcie X. Tożsaność (15) wykorzystujeay dla obszaru V - V i powierzch
ni S + K. W granicy dla ¿-*0 otrzyaujeay następujęcy wzór ( [lja. 107)

A(x) ■ k ^ f A(Y) * "^)j(xvY s4 ^ ) ( X t Y ) ♦

* (( v * a)(y) * n(Y)) (2l7 - ) (xlY)]dS(Y)- (17)

Wprowadzany pojęcie pola wektorowego gęstości warstwy pętli prędu M oraz 
pola gęstości warstwy pojedynczej prędu N, określonych na powierzchni S 
aetalu:

M . A x n, (16)

N - (V x A) X n. (19)

Zakładany, że wyrażenia (18), (19) sę polani wektorowynl zespolonym kla
sy CQ. Przyjęte nazwy funkcji M. M łęczę się z Interpretację flzycznę tych
wielkości.
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2. Równania pola elektromagnetycznego w środowisku powietrznym

Równania różniczkowe pól elektromagnetycznych wyprowadzone dla metalu, 
obowiązuję również w środowisku powietrznym, po uwzględnieniu, że w prze
strzeni brak ładunków swobodnych (?• 0 we wzorze (3)) oraz konduktyw- 
ność-i * 0 we wzorze (8). Potencjał wektorowy spełnia równanie 
różniczkowe Helmholza (14) z parametrem kZ «co* 6^ ,  będęcym liczbę rze- 
czywletę. Stosowane w praktyce częstotliwości grzania metali sę tego rzę
du, że prawie zawsze długość fali elektromagnetycznej jest dużo większa w 
porównaniu z wymiarami układu z rys. 1. Przykładowo, dla częstotliwości 
100 000 Hz długość fali w powietrzu wynosi 3 km. W tym przypadku rotacje 
pola magnetycznego H praktycznie równa eię zeru, poza objętośclę prze
wodnika (w skali wymiarów układu z rys. 1 pole H traktujemy jako wolno- 
zmienme). Uwzględniajęc wzory (6 ), (9), otrzymujemy

V » V * A - 0. (20)

Poszukujemy wyrażenia cełkowego na potencjał wektorowy A, spełniającego w 
obszarze oplsujęeym przestrzeń powietrzną równania różniczkowe (ll),(20). 
Nie ulegają zmianie założenia regularnościowe, dotyczące funkcji i obsza
rów. Wykorzystujemy tak Jak w punkcie poprzednim, wektorowy symetryczny 
wzór Greena (15) z funkcją F (16), zakładając, w myśl przeprowadzonych 
powyżej rozważań, że parametr" k ■ 0 (20). W tym przypadku obszar cał
kowania znajduje się między powierzchnią S bryły metalu a powierzchnią 
K sfery o promieniu R, o środku w początku układu współrzędnych. Sfera K 
obejmuje całą cewkę i metsl. W niewielkiej odległości od powierzchni cew
ki Sc (klasy C2) rozpinamy powierzchnię "toroidalną" Ke (klasy Cg), która 
zamyka w swym wnętrzu cewkę, nie obejmując Jednak bryły metalu - rys. 2.

Rys. 2

W ten sposób powierzchnia S_ cewki została wyłączona z obszaru całkowa-c
nla, który, Jak widać z rys. 2 , Jest ograniczony. Płaazczyznao?(rys. 2 ),
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o równaniu 2 = 0 , dzieli obszar V na dwa podobszary dyfeomorficzne z 
kulę domkniętę (z wyjętkiea pewnych krzywych leżęcych na brzegu obszaru).

Ograniczę się tutaj do stwierdzenia, ±e symetryczny wektorowy wzór Gre- 
ena (15) zastosowany dla podobszaru (z całkę powierzchniowę po pła
szczyźnie o£ ) ńożna rozszerzyć na cały obszar V z wyeliminowanie» całki 
po oę . Wzór całkowy na potencjał wektorowy wyprowadzony w oparciu o wzór 
(15), spełniajęcy wewnętrz obszaru V równania (ll) i (20) ma postać(fl] 
s. 47)

A ( X )  ‘  3 w f f  [ ( A ( Y )  x  n ( Y ) 5  x V Y ( r ) f  x +

S+K+K 1 ;c

+ (V x A),V X x n(Y)( i) IdS(Y). (2l)
(Y) r (X ,Y 11

W tym przypadku uwzględniono A.n = O. Pole wektorów Jednostkowych n we 
wzorze (2l) normalnych do powierzchni S+K+Kc , Jest skierowane na zew
nętrz obszaru V. Rozpatrujęc potencjał wektorowy A dla obszaru nieskończo
nego, nakładany na niego tzw. warunek regularności w nieskończoności. Za
kładamy, że Jedynym źródłem pola A sę powierzchnie S i Kc z prędami 
(18), (19). Potencjał od tych prędów będzie sumę (2l) dwu całek: %

Ai (x) '  3? £ k M(Y) x vy ( f ) (X (Y ) dS(Y)'
C

.2<x> - .0 )(l)cx_y) «(Y).
c

Potencjały A^ i A2 spełniaję w nieskończoności warunek

A t  o(ij) dla R-~o° , (22)

gdzie R - promień sfery K (rys. 2). W przypsdku pola Ax powyższe wynika 
z własności funkcji podcałkowej (fi] s. 51)

v y (f ) 6 °(^) dla x~ oe '

natomiast warunek (22) dla pola A2 można wyprowadzić, rozwljajęc funkcję 
podcałkową i/r na szereg Maclaurina ([l3 *• 53) oraz korzystajęc z sy
metrii osiowo-obrotowej pola prędów N (19). Rozwinięcie multipolowe na
tężenia pola magnetoetatycznego
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H - i V x A 

deje następujące oszacowanie Cl1 | s. 70)

H 6 O (3 ) dla R— 00 , 1

czyli

N .

(V x  A) X n 6 0*(ir) dla R—  ac . (23)
v RJ

Ą

Warunki (22), (23) oznaczaj«, że dla R > R' istnieję dwia stałe constji 
const2 oraz: •

const,. . . const,
I A | <  ---5-i, |(VxA) x n U  ---

R RJ

Powyższa nierówności wykorzystujeay do oszacowania wielkości całki po
wierzchniowej po sferze K wo wzorze (2 1). Oażeli Rw-oe , to całka ta 
aalsje do zera. Uwzględniając wzór (2l) oraz wyprowadzone nierówności, o- 
trzyaujeay:

const.
7>

■OR2

I .  4
(Vx A) x n| ^ ̂   j— ,

b) |(A x n) x V y dla jvy (|o|*
R R

C ) | ^ [ (A X n) X V Y ł , 7 x A > x n | ]

[ const. const 1 >'
 j-Ł + ---- T ^ \  6 o(l) dla *

W wyrażeniu (21) edrzucaay więc całkę po sferze K. Rozpatrzay zachowanie 
się całki (2l) po powierzchni Kc , zaaykajęcej cewkę (rys. 2 ).Najogólniej 
w najbliższy» otoczeniu powierzchni S_ klasy Cg nożna zbudować układ współ
rzędnych przestrzennych, np. (u*,u2 ,u ). Para liczb (u1 ,u2) Jeat dowolny» 
punkt en powierzchni S w układzie współrzędnych krzywoliniowych (u1 ,u ),c 3natoBlast wersor współrzędnej u »« w punktach pewisrzchai Sc kierunek
wektora r>c jednostkowego, noraalnage de S0. Równania u3»C dla CS.const, 
przy różnych wsrcośoiach peraaetru C, wyznaczaj? rodzinę powierzchni K . 
Przyj»»Jesy w punktach powisrzchai S wartość współrzędnej u3 * O. Całka
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(2 1) liczona po powierzchni (określonej np. wartością«! psraaetrów 
C j C O  i Cg >-0) zdęża przy Cj, Cg—  0 do całki liczonej po po
wierzchni SQ. » funkcjach podcałkowych wzoru (21) aożany wtedy określić 
następujące granice jednostronne:

(A(\ ) x n(Y)) L _ gral,iezne wartość składowej stycznej poten-
((Vx A )(y) * n(Y)) J cjału wektorowego oraz składowej stycznej in

dukcji elektronegnetycznej na Sc przy zbliża-

(a (y ) x n(Y))" 
((V* A f(y) x

)

niu się punktu obliczeń X do Yg S dla
3 cu <  0

- jak wyżej, lecz punkt X zdęża na przy 
u3 >  0.

Otrzynujeny:

ĆA(Y) X n(Y)J + (A(Y) X n(Y)f = 0, (25)

((Vx A ) ^  x n(Y) i * ((^ X A)(y) x o(Y)t miŁo I(Y), (26)

gdzie ¿ia - przenikalność aagnetyczna próżni.
Scięgajęc powierzchnię Kg we wzorze (2 1) w sposób opisany powyżej oraz 
uwzględniajęc wzory (25), (26) nożeny napisać ([4j s. 65)

Ile ¿ t -  (Y) x n(Y) j x V v (i) +

(X ,Y)

j3_ 0 L Y r (X.Y)
0

* f(Vx A), X x *(Y)f (i) ]dS(Y) -(Y) r  (X.Y)J

» | j p j ^ | ' '| | ( ( V x  A ) ( y ) x  **̂ y ^  * t f ' 7 *  A ) ( y )  x n ( Y ) f j  ( ¿ )

♦ Ra(y) x a(Y)f * (A(Y) X n(Y)f] X V (i) 1  dS(Y) -
(X,Y)j

3 3» f[ - <” >, . dS(Y ). ' (27)^  -W r* (x,y)
C

Wzór (27) określa funkcję cięgłę również dl« X £ S_ ([3] s. 214). Po 
uwzględnieniu wzorów (2i), (24), (27) potencjał wektorowy A w obszarze o- 
pisujęeya środowisko powietrzna ¡¿yraża się w postaci całki po powierzchni 
Betelu S i cewki 3
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H « i V  x A
G*’

daj* następujące oszacowanie (ll 1 s. 70)

H 6 O (—-ir i dla R-̂ -oo ,
R

czyli

(Vx A) x n 6 ,0'^ij) dla R—  oo . (23)

Warunki (22), (23) oznaczaję, że dla R > R' istnieję dwie stale const^i 
conat2 oraz:

const, . , const_
I A l <  w-Ł. |(Vx A) x n <  T“2-R RJ

PowyZsze nierówności wykorzystujeay do oszacowania wielkości całki po
wierzchniowej po sferze K we wzorze (2l). Oeżeli R* oe , to całka ta 
aaleje do zera. Uwzględniajęc wzór (2l) oraz wyprowadzone nierówności, o- 
trzyaujeay:

const.
~P

4XR2

I .  m /

(Vx A) x n| j— ,

b) |(A x n) x V y (£>|< ■■ ■ - dla jvy (j*-)|-

c) l ^ # [ (A x n) x V y &  * ( V x  A) * " ff]ds| < 3 r [ ~ I ^ ł ' ~ ¿ Ą

[const const-T
■— + ■ ■" j £ o(l) dla R-woo . (24)

W wyrażeniu (21) adrzucaay więc całkę po sferze K. Rozpatrzay zachowanie 
się całki (2l) po powiorzchni K^, zaaykajęcej cewkę (rys. 2 ).Najogólniej 
w najbliższy* otoczeniu powierzchni S. klasy nożna zbudować układ współ
rzędnych przestrzennych, np. (u1 ,u2 ,u ). Para liczb (u1 ,u2) Jest dowolny«

-e g
punktaa pawiarzchni S w układzie współrzędnych krzywoliniowych (u ,u ),® *natooiast weraor współrzędnej u“ »« m punktach pewierzchwi S_ kierunek
wekters « jadneatkewege, norcalaega d* S^. Równania u »C dla C 6 const,
przy rożnych ■w»rt«śsi»«H oan»**trv C, wyznaczałę rodzinę powierzchni K .

iPrzyjaujewy *s punktach tpotfiayzchwi 8 wartość współrzędnej u «* 0. Całka
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(2 1 ) liczona po powierzchni Kc (określonej np. wartościom parsuetrów 
C j < 0  1 C2 >-0) zdęża przy Cj, Cg-— 0 do całki liczonej po po
wierzchni SQ. W funkcjach podcałkowych wzoru (21) Bożeny wtedy określić 
następujęce granice Jednostronne:

(a(y) X n(Y))
:(vx a )(Y) n(Y)>'

}

(A(Y) X  n(Y))"
((V  x a ((y) x n(Y)/

- graniczna wartość ekładowej stycznej poten
cjału wektorowego oraz składowej stycznej in
dukcji elektronegnetycznej na Sę przy zbliża
niu się punktu obliczeń x do Y£ Sc dla 
u3 < 0  >

jak wyżej, lecz punkt X zdęża na S przy
3'ua > 0.

Otrzyatijeay:

fA(Y) X a(Y) j'+ (a (y ) X n(Y)>" » O. (25)

|(V» a ?(y) * "(y)^ ♦ {(v * A )^y) * n(Y )5f Bii 0 l(Y), (26)

gdżie ¡iQ - przanikalność uegnetyczne próżni.
Ścięgajęe powierzchnię Kę we wzorze (2 1) w sposób opisany powyżej oraz 
uwzględniajęc wzory (25), (26) wożewy napisać ([<] s. 65)

lis
.3r . > | [ r“ ł , x "(Y,ixVv <?>(,.v,

+ f(Vx A.](vl x n(Y)j (i) ]dS(Y) -
r (X,Y)J

W | { [ ( (-  A)(Y) * A(Y)f * *( V * A)(Y) *

♦ [iA(Y) x n(Y))' * (a(Y) x n(Y)f] * V (¿5 ldS(Y) .. y r (X Y )j

<f)(I_r) «<*>• (27)

Wzór (2?) okrsśla funkcję ciógłę również dla X £ Sfi ([3] s. 214). Po 
uwzględnieniu wzorów (21), (24), (27) potencjał wektorowy A w obszarze 0- 
plsejęoye środowisko powietrzne wyraża się w postaci całki po powierzchni 
Mtalu S i cewki S„
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(a (Y ) X n(Y)) x V Y (¿)
(X.Y)

Wartości A x n, (V x A ) x n Bożeny interpretować Jako pola gęstości prą
dów (18), (19) określona aa S.

3. Sforaułowanle probleau brzegowego

Określany granice jednostronna wartości pól elektrycznego, nagnetycz- 
nego i potencjału wektorowego na S, przy zbliżaniu się punktu obliczeń do 
punktu powierzchni S natalu:

H^, Ah - odpowiednie granice jednostronne w netalu dla Y£s,
Ep, Hp, Ap - jak wyżej, lecz w powietrzu.

Many następujęce zależności zachodzęce dla punktów Y £ S:

gdzie n - pole wektorów jednostkowych nornalnych do S, skierowanych 
na zewnętrz objętości netalu.
Zakładany, że powierzchniowa gęstość ładunku elektrycznego jest równa ze
ru (nie interesuję nas zjawiska elektrostatyczne). Uwzględniajęc (l2a), 
(29) oraz (6 ), (9), (30), (3l), otrzynujeny: .

n x (E - E ) - O p n (29)

n x (H — H ) > O p nP (30)

0  •  ( * o E p  -  £ . E . )  -  0 (31)

n * x A p - n x A B « 0 , (32)

—  ( V x a )  x n - —  (V  x A ) x n c  0 
^o p ■

i  o ° * Ap ' i . (34)

(33)

Obecnie nożeny sfornułować właściwy tutaj problea brzegowy. Pcszukujeny 
rozwięzania potencjału wektorowego A w przestrzeni na rys. 1, który speł
nia:
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- w nieskończoności warunki (22), (23),
- wzory (32), (33), (34) dla powierzchni rozgraniczającej metal - powie

trze ,
- wzory (26), (25) dla punktów powierzchni cewki,
- równania (14), (ll) w obszarze, zajmowanym przez aetal oraz (20) (11) w 

obszarze opisującym przestrzeń powietrzną (rys. i).
W celu rozwiązania postawionego problemu zrobiono pierwszy krok, tj. 

wyprowadzono wzory całkowe (17), (28). W następnej kolejności należałoby:
a) sprawdzić, czy rozwiązania potencjału (17), (28) spełniają poszcze

gólne postulaty probleau brzegowego oraz warunek symetrii osiowo-obroto- 
wej (przypuszczamy, że potencjał wektorowy jest w całej przestrzeni wek- 
toren o wartości modułu stałej względem współrzędnej y? i kierunku współ
rzędnej f ),

b) udowodnić jednoznaczność i istnienie rozwiązania problemu brzegowe
go, wykorzystując otrzymane wzory (17), (28).
Zagadnienia te będą tematem następnych publikacji.
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<ieTa 3JieKTpoMarHeTH<łecKoro boak b npoctpaHCT b e c pa3JimiHb&iH cpeASME. Pac- 
cMOTpeH caymił BOSAymnoro npocrpaHciBa u oSaacTH MeTajiaa c ‘BpaąaTejiBHoił oce- 
CHMjłeipHea. A-sa CHHycoaAajii>HO-nepeiieHHux noaefi.
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BOUNDARY PROBLEM OF THE ANALYSIS OF THE SINUSOIDALLY VARIABLE 
ELECTROMAGNETIC FIELD IN THE ATMOSPHERE AND METAL VOLUME

S u a ■ a r y
The paper is an atteapt to formulate the boundary problen in the que

stion of electromagnetic field coaputation in the space of various aedia. 
The cases of the ataosphere and area of aetals with a an axial-rotating 
symmetry for sinusoidally variable fields are studied.
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Streszczenie. Artykuł jest kontynuację zagadnienia podjętego w 
pracy C5J. Przeprowadzono dowód jednoznaczności rozwlęzania proble- 
■u brzegowego sformułowanego w pracy [5]. Artykuł podaje równie! 
Interpretację flzycznę pewnego rodzaju gęetoścl prędów, jakie nogę 
płynęć na brzegu obszaru.

1. Jednoznaczność rozwiązania potencjału wektorowego w przestrzeni

Problen brzegowy został postawiony w pracy [5] (punkt 3).Sprowadza eię 
on do obliczenia pola potencjału wektorowego w przestrzeni ([5j rys. l), 
w układzie cewka - bryła wetalu zasilanym prędem o częstotliwości do kil
kudziesięciu tys. Hz. Rozpatrujemy etan ustalony sinusoidalnie zmienny. 
Potencjał wektorowy jest więc wektorowę funkcję punktu w przestrzeni trój- 
wyalerowej (zespolonę amplitudę).

Należy udowodnić jednoznaczność rozwlęzania problemu brzegowego. Załóż- 
my, że wbrew naszym przypuszczeniom, Istnieję dwa różne rozwlęzania poten
cjału wektorowego Aj i A2 w całej przestrzeni ([5] rys. 1). Obie funk
cje Aj i Ag spełnlaję Identyczne postulaty sformułowanego problemu. Ich 
różnica

spełnia w obszarze zajmowanym przez metal równania f5] (11), (14) 1 w ob
szarze odpowiadajęcym przestrzeni powietrznej (ll), (20). Jeżeli udowed- 

/niny, że funkcje Aq znika tożsamościowo w całej przestrzeni, to dowód 
jednoznaczności będzie zakończony. Wykorzystany wektorowy niesymetryczny 
wzór Greena dla potencjału wektorowego A 1 sprzężonej wartości A*. w 
przypadku obszaru Va metalu 1 Vp powietrza (uwzględniajęo odpowiednio 
wzory C*] (14), (20) oraz znikanie oałki po sferze K dla R**oo , ([$]
rys. 2)), W przypadku powierzchni cewki zastosujemy powierzchnię K^flden-
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tycznio. Jak przy wyprowadzaniu wzoru [5] (27)), Całka powierzchniowa po 
Kc sprowadzi się do dwukrotnego całkowania po obu stronach powierzchni cew
ki Sc. Otrzymujemy dla obszaru Vn zajmowanego przez metal /

J f f  (| V x  A|2 - k2|A|2 )dV . f f ( . A * x ( V x  A)^) . . nBdS (l)

V. 3

oraz obszaru Vp opisujęcego przestrzeń powietrznę

f f f l W  A|2 dV - f j (A*x (V  x A) ) , npdS +

VP

* t(A** ( V X  A)i ) - " + (A* X < V X  A),) • " ]
dS . (2)

W związku z nieciągłością wektora rotacji potencjału na S i S , odpo-c
Wiednie granice jednostronne wartości w obszarach VB 1 Vp oznaczono in
deksem “n" i "p", a po obu stronach cewki i" (identycznie, Jak w pracy
[5] (25), (26)).
Prawe strony równań (l), (2) przekształcany wg wzoru

t

(A x B).C - A.(B x C) - B.(C X A). (3)

Dodatkowo, w przypadku całki powierzchniowej, we wzorze (l) wykorzystuje
my zależność Q5] (33)

J j ( # x  (V  x A)- ) . nBdS * J J  A* . (( V x  A)^ x nB )dS ■

■ i A*- ' - ¡ ź , v x  * ’» * V ds • ' " * V  • V s -

Uwzględniając powyższe możemy do równania (2), zamiast całki powierzchnio
wej po S, wprowadzić całkę objętościową z równania (i). Dodatkowo wy
korzystujemy w przypadku całki po Se wzory (3) i [5] (26). Otrzymujemy

f f f l V x  A|2 dV - J J  A * . p  0IdS - - p i  J f f ( \ v x  A|2 - k2|A|2 )dV. (4 )

VP Sc *  V.

Gdyby rozwiązanie potencjału było wewnątrz obszarów VB i Vp niejedno
znaczne, to różnice dwu rozwiązań Aq też spełniałaby równość (4 ), z u- 
względnlenien, że w całce po lewej stronie we wzorze (4 ) należałoby przy
jąć I ■ 0 (funkcja Ae spełnia równość [5] (26) a równocześnie I * 0).
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»Ze wzoru (4 ) wynika również, że funkcja Aq spełnia:

- w obszarze VB równanie

Aq -  0 (5)

a więc 1 V  x A q « 0, (6)

- w obszarze V
P

V  X Ao « 0, (7)

W przeciwny« wypadku nie zachodziłaby równość części rzeczywistej i uro
jonej obu stron zależności (4 ). Powyższe oznacza, że wefćtor Aq nożna w ob
szarze Vp przedstawić Jako

A, - - V ? o. (8)

Ze wzorów (5 ), [5] (22), (34) wynikaję dla następujące wartości gra
niczne :

-g-2' m o (dla punktów powierzchni s) (9)
° n

oraz w nieskończoności

v ¥’o R— 00 . (10)

CJak wynika ze wzorów (8) i Qs3 (ll) funkcja 'f0 Jest harnoniczna. Z po
wyższego oraz z warunków (9 ) i (10) wynika dla zewnętrznego probleau Neu-
■anna zerowanie się funkcji V?0 < a i A0 (8), D 3  a. 52. Uwzględnia
jąc (8), (9), (10) oraz (5 ) «ożeny stwierdzić, że Jeżli rozwiązanie przed
stawionego w pracy £53 probleau brzegowego istnieje, to Jest jednoznaczne.

2. Sprawdzenie rozwiązań potencjału wektorowego [5]
pod kąte« spełniania postulatów problenu brzegowego [5]

Obecnie będziesy się starali wykazać, te uzyskane w pracy [5jwzory cał
kowe (17), (28) spełniają w przestrzeni żądane równania różniczkowe £5]
(li), (14), (20). Pole gęstości H i SI £5], (i8), (19^ (klasy CQ ) są stycz
ne do powierzchni S »¡sialu (iloczyny wektarowe, w których Jednys z czyn
ników jest wektor n). Wartetó *ed«ł» pól wektorowych M I N  należy do
klasy ftrakcji stałych przy saiąnie współrzędnej lf  (pole N «a kierunek
w s p ó łr s ę d a a j V1 a H p p e e to p e tf ły  do V9 ) .
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Z twierdzeń podanych w pracach [3] s. 212, 214, [4] 3. 319, 462 wynika, 
że przy obliczaniu pochodnych potencjałów [5] (17), (28) dla X / Y aoż-

potencjał od gęstości M [5] (18) w całce £5] (2*) jest'sunę wektorowę 
pochodnych potencjału waretwy pojedynczej, będęc^go funkcję klasy C04 dla 
X ¡t Y ([3] s, 214). Obllczaay dywergencję potencjału [5] (17) (uwzględnie-
Jęc wzory (13), (14), (15))

d) N » ¡N|t, t(Y) - wektor Jednostkowy o kierunku współrzędnej V7, L - 
krzywa powstała z przecięcia się półpłaszczyzny 'f  = 0 z powierzch
nię S.

Przy obliczaniu całki iterowanej względea współrzędnej p w wyrażeniu llb) 
funkcja |Nj jako stała (wg przyjętych założeń) noże być wyprowadzona przed 
znak całki. Korzystamy następnie z własności całki krzywoliniowej

C - krzywa zawknięta, 
t - wektor Jednostkowy styczny do C.

Na podstawie powyższego stwierdzany, ża całka [5j (17) spełnia równanie 
[5] (ll) w obszarze Vn opisujęcya bryłę aetalu, a [5] (28) spełnia [5] 
(li) w obszarze Vp odpowiadaj ęcya- przestrzeni powietrznej. Przy oblicza
niu dywergencji potencjału [E] (28) wany, w porównaniu z [5] (17), dodat-

na przenieść różniczkowanie pod znak całki. Przykładowo, uwzględnlajęc 
zależność

V X • A - (Nv)dS » 0, (ll)

gdzie:

b> V x . (M x VyV) m M . (Vx x (Vxv )) - Vxv . (vx x M) » 0 (lla)

S L 0

gdzie:
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kowę całkę po powierzchni cewki o Identycznych własnościach, Jak wyraże
nie (llb). w zależności (ll), Jak i dalej, rozszerzany funkcje M i N do 
określonych Jako stałe względem punktu X. Od rozszerzenia tego nie zależy 
określenie funkcji A wzoranl [5] (17), (28).

Przystępujemy do sprawdzenia czy wzór [5j (17) spełnia równanie [5 3 
(14). Obliczany rotację z potencjału Ls] (17)

V X x A ■ af iTvx x (M x v Yv)ds + b t  ffv x x (Nv)ds (12)
s s

gdzie punkt X należy do obszaru netalu (zbiór spójny i otwarty), a Y£ S 
Korzystajęc ze wzorów: ,

?x(A x B) » A V.B - BV.A + (B.V)a  - (A.V)B, (13)

V'A.B) - (A.V)B + (B.V)A + A'x(Vx B) + B x ( V x  a ), (14)

V x  C fA) - V f x  A ♦ r V x  A, (15)

otrzywuJeBy

V x X(M x VyV> = k2 Mv - V x( M. (Vyv) ). (16)

V x x(Nv) « V xv X N. (17)

Ponieważ interesuje nas Vx V x  A wyrażenia [5] (17), należy obliczyć 
rotację funkcji podcałkowych (16), (17). Zachodzi (uwzględniając wzory 
(13), (11), (15)): . * t

V x x (Vx x(m x Vyv)) « k2 V xv x M «. k2M x V yv, (18)

x (<7X x (N v )) = k2 Nv * Vx (n .(v xv )5. (19)

Zależności (16), (19) uzyskano, wykorzystując tożseność (13) (w przypadku 
wzoru (19) skorzystano pośrednio ze wzoru (17)). Drugie człony suw (16), 
(19) sę wynikien dodatkowego przekształcenie wg wzoru (ll)

-(M.Vx )Vxv - - V x («.Vxv).

Przy obliczaniu wyrażania V  x v  x A z potencjału [5j (17) wykorzystujeay 
wzory (18), (19)



V x * V x x A - k2 ( ^ / / n  X V YvdS + y f f r ^ S y
s s

+ v x ( ^ i i rM • ( v xv ) d s )* (20)
s

Uwzględniaj«e wzory (llb) i [5] (17), równość (20) przyjwoje postać
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V  x X * Vx x A . k2 A + Vx Jvx . ^fNvdS)j - k2A. (21)

(
Wzór (21) Jest identyczny z [5 J  (14), co wskazuje, że funkcja -[5 ] (17)
spełnia go tożaaaośclowo.

W wyrażeniu [ 5 ]  (28) w porównaniu z [5] (17) współczynnik k2 równy
Jest zeru. Operacja v x V x A z potencjału [5] (28) (uwzględniajęc wżo- 
ry (13), (14), (15)) przyjwuje następujęcę postać

V x x Vx x A = Vx f ^ / / N -vx (? )ds ♦ 33rii/‘oI*vx (r“ )dscl “ °* 
L 8 Sc

Funkcja w nawiasie kwadratowy* posiada Identyczne własności Jak (llb),a 
więc równa się zeru. Wyrażenie [5] (28) spełnia w przestrzeni powietrznej 
równanie różniczkowa [5] (20).

3. Interpretacja fizyczna pól gęstości prądów M I N

Poszczególna całki występujęce w równaniach [5] (17), (28) *aję cieka- 
wę interpretację flzycznę. Rozważny powierzchnię 2  z pętlanl prędów z o- 
kreślonę na »»iej powierzchnlowę gęstościę noaentu nagnetycznego M# [2J. 
Potencjał wektorowy od takiej powierzchni wyraża się wzoren ([2] s. 222)

A <x) " 4  JfV^ r \ x y) * Me dS(Y)' (22)

Porównujęc wyrażenia £5] (17), (28) z (22) dochodziny do wniosku, że pole 
gęstości warstwy pętli prędu M £5] (18) Jest pojęcie* analogiczny*, ‘je
żeli chodzi o wywoływane skutki, z powierzchnlowę gęstościę *o*entu *a-
gnetycznego M .9

M - i o V (23)
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Różnica polega jedynie na tyn, że wektor M jest etyczny dó powierzchni 
S a wektor Mg we wzorze (22) proetopadły doZ-, Zależność (23) tłunaczy 
przyjęte wcześniej nazwę wektora gęstości warstwy pętli prędu M [5] (18). 
Gęstość warstwy pojedynczej prędu [5] (19), określona na powierzchni S B e 
telu, Jest równa

N - y .1 , (24)

gdzie: ¿1 - przenikalneść nagnetyczna środowiska, I - gęstość powierzchnio
wa prędu.

Nazwę gęstości warstwy pojedynczej prędu N przyjęto specjalnie w od
różnieniu od gęstości warstwy podwójnej prędu L, którą zdefiniujeny obec
nie. Przekeztałćny w tyn celu całki w wyrażeniach [Ś3 (17), (28) zwięzane
z wektorea M, wykorzystujęc tożsaaość wektorowę

A x (B x C) - (A.C)B - (A.B)C. (25)

Otrzynujeay

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

r
t - pole wektorów jednostkowych o kierunku potencjału A (w tya przy

padku pole wersorów współrzędnej ¥  ).

W prawej stronie wzoru (26) rozpoznajeay całki podobne do wyrażeń związa
nych z warstwę podwójną ładunku elektrycznego. W zwlęzku z powyższym funk
cje wektorowe (29) i L ||(30), określone na S, otrzynuję nazwę gęsto
ści warstwy podwójnej prędu elektrycznego. Przypuszczany, że całka (26) z 
funkcję L 11(30) przedstawia potencjał od warstwy podwójnej prędu, na któ
rej gęstości powierzchniowe prędów I (24) sę wektorani równoległyni do po
wierzchni S - rys. 1, (stęd indeks "II" we wzorze (30)). W zwlęzku z powyż
szy» rozutowanien, całka (26) z funkcję L ±  (29) przedstawia potencjał od 
szeregu warstw podwójnych prędu prostopadłych do powierzchni S, określo
nych na S - rys. 1 (stąd indeks "1“ we wzorze (29)). Logicznyn wnioskien 
wynikający« ze wzoru (26) 1 rys. 1 jeat fakt, że suae potencjałów warstwy

h r f f (A * n)x(vYv/)ds - w f f w  Llds + h r j j $ %  L ||ds
s s s

gdzie:

-j kr
v »(----- ) w przypadku wzoru C5] (17),

r (X ,Y )

v ■ ( —) w przypadku wzoru [5] (28),
V (X ,Y)

t-j, - |A|n.

L i r  "A *
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prądów o gęstościach L-p (29) i L ̂  (30) daje potencjał od gęsto

ści warstwy pętli prądów M (23) (rys. l).

n n n n n h L i

H -U -u -N *  -n

Aby powyższe nie było tylko przypuszczenie», wy
prowadzimy pewien związek łączący gęstość warstwy 
podwójnej prądu L|| z rzeczywisty»! gęstościawl war
stwy pojedynczej prądu N (24). Załóżny, że weny 
dwa eleeentarne, identyczne płaty powierzchni
dSjfYj^) i dSg(Yg), równoległe i odległe od sie
bie o A  n. Odległość A n  oraz wyeiary liniowe pła- 

5 - 4 4 4 5 - 4 4 4  M  ta dS są dużo enlejsze od elniealnych proeieni 
♦ * * * * •  krzywizny powierzchni Sj 1 S2 w punktach obli

czeń Yj i Y2 (powierzchnie Sj i S2 są klasy
Rys* 1 Cg). W punkcie Y 1 na Sj określa« wektor gęsto

ści warstwy pojedynczej prądu N (24), naprzeciw
ko zaś w Y2 na Sg gęstość z przeciwny« znakle«, tj. -N. Potencjał li
czony w dość dużej odległości w porównaniu zAn, oddzielnie od płatów ds^
1 dSg, w przestrzeni powietrznej wynosi:

. dS.(y . ) . dS_(Y_)
dA(x) ’ 4j-n r1,(v.y1‘? • w N rg-ry.Yg) -

“ ^f-N(An)^a (--rf-y p  - 7- n i7- T)ds(Y) -

- ^ N ( A » ) A »  Ir (i)(x Y)dS(Y). (31)

- wektor Jednostkowy prostopadły do S , Sg skierowany od dSg
do dSj.

rfZ.Yj) - odległość punktów X i Y j ,
Y - punkt leżąoy na odcinku Yj - Yg.

Zastosowano tutaj twierdzenie o wartości średniej pochodnej ,(p) w

punkcie Y odcinka Y^ - Yg. Wyrażenie (31) Jest analogiczne z drugą cał
ką prawej strony równości (26), przy czym zakładany Istnienie następują
cej grąniey J>

P
L„ - 11« N(An) An. (32)
B A n — 0 ,

gdzie:
n

(gęstość warstwy pojedynczej prądu N(An) jest funkcją odległości An).
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Tak więc gęstość warstwy podwójnej prędu L tj na zwięzek z dwiema warstwa
mi rzeczywistych gęstości powierzchniowych prędu I (24) równoodległych 
od S, o przeciwnych kierunkach prędu - rys. 1.
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BEKTOPHŁia nOTEHigiŁJl HA rPAHHHE B03JPTIIH0Í} CPEHH 
H METAJUHHECKOrO nPOBOflHHKA,
AHCKyCCHH 0  HPABHJIbHOCTH HOCTABJIEHHOtł KPAEBOH I1P0EJIEMMH 

P e  3 b  m a

Ciatka aBzaeica npoAoxxeHaeu HCCAexoaasma npoCzemu, npexnpaaazoro a pa- 
fioTe [5]. npozabsasho xoKasazexkCTBo oxB03Ha*Hocza peaeaka c<t>opuyzHposaBBOB 
a paOoze [5] apaeBott 3axaw. Csazaa coxepxaz zoxe $H3B<iecKyB BHzepnpezamB 
HeKoioporo poxa haozboczh tokob, zozopue moryt npozezazt aa Kpab odxaczz.

S u m m a r y  ,

The paper is a follow-up problem taken up in the reference [5]. It has 
been proved that there is an explicit solution of the boundary problem for
mulated in the reference [5]. The paper also present the physical inter
pretation of a certain type of current density which can flow on the boun
dary of the area.

Wpłynęło do Redakcji w maju 1980
Recenzent s ,
Doc. dr hab. Marek Brodzki

THE VECTOR POTENTIAL ON THE BOUNDARY OF THE TWO MEDIA
UCTOR: DISCUSSION OVER THE 
BOUNOARY PROBLEM
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ZAGADNIENIE ISTNIENIA ROZWIĄZANIA PROBLEMU BRZEGOWEGO 
ANALIZY POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO W PRZESTR2EN1 
POWIETRZNEJ I OBJĘTOŚCI METALU

•

Streszczenie. Artykuł więżę się z tematykę prac [4j, [5]. dal
szy» cięgu przeprowadza się dyskusję poprawności problemu brzegowe
go postawionego w pracy £4j. Zaistniała konieczność dokładnego spre
cyzowania wszystkich nieregularności wzorów całkowych przedstawio
nych w pracy Uzyskany układ równań całkowych jest punktem wyjś
cia w zagadnieniu istnienia rozwlęzania problemu brzegowego.

1. Równania potencjału wektorowego w przestrzeni

Potencjał wektorowy A obliczamy w przestrzeni [4] (rys. l). Przypu
szczany, że uzyskane wzory całkowe [4] (17) (28) potencjału A pozwolę na 
rozwięzanle sformułowanego w pracy [4j problemu brzegowego. Ze wzorami ty
mi zwlęzane sę powierzchniowe pola gęstości warstwy pojedynczej i podwój

nej prędów M i N [4 ] (18). (19):

Ich Interpretację fizycznę oraz zwlęzek z rzeczywistymi gęstościami prę
dów powierzchniowych opisano w pracy [5], punkt 3. Z warunku symetrii o- 
alowo-obrotowej potencjału wektorowego A ([4], punkt 3 ), wynikaję warunki 
symatrii dla pól gęstości M (l) i N (2), ([53. punkt 2).

W pracy [5} zdefiniowano również powierzchniowe pola gęstości warstwy 
podwójnej prędów Lj^ 1 L|j ([sj (29), (30)):

M ■ A x n ( 1 )

N e  (V x A) x n . ( 2 )

L ^ «  |a | « , (3)

i»n (4)
*
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Wielkości (3), (4) zwięzane '3? z gęstości? prądu M (l), £5], Zakładamy, że 
pola (3), (4) klasy CQ należ? do klasy funkcji stałych przy zeianie współ

rzędnej 'f (pole L y aa kierunek współrzędnej Y* a L^kierunek pola wek
torów noraalnych do S). Przepiszemy wzory całkowe [4] (17), (28), wykorzy
stując zależność [5J (26) oraz zdefiniowane wielkości (2), (3 ), (4):

A < x )  ■ ® | \ l <Y> W T ^ T - ) ^  Y )  d 8 < Y >  *

• » | ’L«(V) i'"’) (x-rj ds(Y> *

♦ 3B-^TM. fY>(a-F— ) (x VJ dS,Yl ' • - <=>

x(x) • 3 * | V Y > « ^ ( r ) (x,y)ds(Y> * f f i | f V Y >

• ś* | h < Y > 5 ^ ) (x.Y ,ds‘Y ’x* I(V ( ł ) ,  ; * < % > •  <8 ’
c

Pole gęstości warstwy pojedynczej predu we wzorze (5 ) jest wartości?
graniczne rotacji potencjału (2 ) w punkcie Y g S, pr?y zbliżaniu się 
punktu obliczeń Y do S z wnętrza obszaru aetalu, natoaiast Np we wzo

rze (6) wartości? graniczne przy zbliżaniu się punktu Y do S z prze
strzeni powietrznej. Wzór (5) podaje rozkład potencjału wewnętrz aetalu a 
(6) w przestrzeni powietrznej.

2. Regularność wzorów całkowych (5 ). (6) w przestrzeni

Funkcja [53 (28) Jest tzw, rozwiązaniem podstawowya równania skalarnego 
Laplace’s [5] (27) rozwiązaniem podstawowy« równania Jednorodnego Helmhol- 
za. Ola punktów X / Y rozwięzenia podstawowe [5] (27), (28) sę funkcja- 
si analitycznymi. Zakładaay, ,że gęstości L^, Lj(, N^, N p są klasy CQ. 
Tak więc funkcje podcałkowe we wzorach (5 ) i (6) sę również funkcjami'ana
litycznymi względem punktu X jŁ Y £ S. .Na podstawie powyższego oraz twier

dzeń odnośnie kiesy clęgłości potencjału warstwy pojedynczej i podwójnej
( & ]  s. 212, 214) twlerdzley, ża funkcja (5 ), (6) s? klasy C„_ w zbiorze 
R - S 1 Sc. Oeżeli chodzi o kwestię regularności rozwięzań (5), (6),

przy zbliżaniu się punktu obliczeń X do powierzchni S. istniej? twier-

\
/



dzenia dotyczące zastosowań teorii potencjału przy rozwiązywaniu równań 
różniczkowych cząstkowych eliptycznych drugiego stopnia [3]. Całki we wzo
rach (5), (6) o gęstościach l/MSTN^, l/45TNp , 1/451^1 mają charakter tzw. 
potencjału warstwy pojedynczej. Posiadają następujące własności £3], s.
319, 462: / /

- poza punktami powierzchni S potencjał warstwy pojedynczej spełnia w 
przestrzeni odpowiednie równanie Jednorodne [4] (14) lub (20) (funkcja 
klasy Co<) ,

- potencjał Jest określony w punktach powierzchni S Jako całka niewłaści

wa bezwzględnie zbieżna 1 Jest funkcją ciągłą w całej przestrzeni.

Całki we wzorach (5 ), (6) o gęstościach 1/4STL|| mają charakter potencja
łów warstwy podwójnej w(x) o następujących własnościach ([3j , s. 316,461):

- poza punktami powierzchni S potencjał W(x) spełnia w przestrzeni od
powiednie równanie Jednorodne £4 ] (14) lub (20) (funkcja klasy C< J,

- całka jest zbieżna w punktach brzegu. Jeżeli powierzchnia S Jest klasy

C2  *

- funkcja W(x) na skok w punktach powierzchni S i zachodzą związki:

Zagadnienie Istnienia rozwiązania...________________________ i

Ww (x# ) = W(X0 > ♦ 2JT-

L y(X )
W (X ) = W(X ) - 2ST-- ■ . P z o o AST

( 7 )

gdzie:

- gęstość warstwy podwójnej.
y y

4CT

Ww (XQ ) - wa.rtość graniczna potencjału przy dążeniu punktu X do X z 
wnętrza obszaru,

Wz (XQ ) - Jak wyżej tylko z zewnątrz,

w(xo ) - TSt J J LII(Y) ds(Y)- (8)
s

v ( X , Y ) - funkcje [5] (27) lub (28),
n - pole wektorów Jednostkowych, normalnych .skierowanych do wnę

trza obszaru,

S - brzeg obszaru ograniczonego, spełniającego dla pewnej natu
ralnej liczby k warunek (w^) £l] , s. 212,

Ww'W z'W,Lll ” funkcje wektorowe o współrzędnych skalarnych.

Pozostał problśm regularności potencjałów z gęstością we wzorach
(5), (6). Oak wspomniano powyżej są to funkcje ciągł.e w przestrzeni poza 
brzegiem S obszaru. Należy określić potencjał (5), (6) od gęstości w
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punktach X 6 S. Wektor określony na powierzchni S w trójwymiarowej 
przestrzeni eiiklidesowej , posiada najogólniej trzy skalarne składowe. Po- ' 
tencjał v(x) od jednej takiej składowej, np. \  , w przypadku wzoru (6) 
przyjmie postać (dla X 4 Y)

Potencjał wektorowy od gęstości we wzorze (6) jest więc wektorem o

współrzędnych typu (9), określonych względem trzech osi przyjętego ukła

du współrzędnych. Nieregularności potencjału (9) od gęstości ^dotyczę w 
takim samym stopniu potencjału od gęstości . Oprzemy się tutaj na wy

nikach pracy [2] odnośnie potencjału

U(X) - j dS(Y). (10)

Określajęc w pobliżu powierzchni S pole (10) oraz jego pochodne prze
strzenne, zakładano, że S składa się ze skończonej ilości płatów anali
tycznych oraz 5\,(Y) również Jest funkcję analitycznę [2j. Przy tych zało
żeniach Prof. E. Martensen [2] udowodnił Istnienie na S lokalnych współ

rzędnych Of.G), nazwanych w pracy [2] M-współrzędnyml. Postaramy 3ię zde

finiować te współrzędne w dostatecznie małym otoczeniu punktu PQ , leżę- 
cego wewnętrz płata S. Oeżeli z punktu PQ zatoczymy sferę S(j o promie

niu G dostatecznie małym, to wspólna część SflSg utworzy dla 0 ^  s <  e o
Jednoparametrowę rodzinę krzywych zamkniętych. Przyjmujemy na płaszczyź
nie stycznej SC do S w PQ pewien ustalony kierunek oraz wektor Jed

nostkowy e, tworzęcy z tym kierunkiem kęt f  . Wektor I wyznacza orto- 
gonalnę trajek-torię rodziny krzywych Sf| Sg. M-współrzędne (f,G) opisuję
jednoznacznie każdy punkt P6 S otoczenia punktu PQ dla O ^  < 0 Q .

Tak Jak w pracy [_2] musimy założyć, że gęstość X  we wzorze (9) jest
funkcję analitycznę, a powierzchnia S metalu - powierzchnię analitycznę. 
W punkcie P ^ E S  (w granicach sfery Sg) wprowadzamy M-współrzędne (Y’,<?). 
Sfera S g  wycina wokół punktu P płatek SG powierzchni S. Uwzględnia

jąc powyższe można udowodnić, że:

- potencjał (9) od gęstości "K Jest funkcję cięgłę dla X. f Y 6  S,
- przy zdężaniu punktu X do PQ «S po prostej nachylonej pod pewnym kętem 

do wektora n (pQ ) normalnego do S, potencjał (9) w PQ jest również 
funkcję cięgłę, niezależnie od kęta nachylenia tej prostej,

- wartość potencjału (9) w Po Jest określona w sensie wartości głównej 
Cauchy’ego (pierwsza część wzoru (ll) dla (?-»0, S®-—  0).

Potencjał (9) dla punktu P 6 S  liczymy oddzielnie dla powierzchni S-S®
c1 S . Otrzymujemy
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V(P ) . f  f  W Y )  (i) dS(Y) -
0 (y  ) (p q *y  )

-Jt t . (/Lg8 i r 3̂ ? | S *Vl)G * o(G2 ) (1 1 )

Dla pronienia G O płatek SG oraz druga część wzoru (ll) dężę do ze
ra. Wielkości g8* . ^ ^ ,  r j3 oznaczaj? odpowiednio tensor odwrotny pod
stawowego tensora płata S, symbol Christoffela oraz pochodnę częstkowę wek
tora wodzęcego powierzchni S względem współrzędnych parametrycznych płata 
S. Szczegółowy dowód powyższego twierdzenia zostanie przedstawiony w in
nej publikacji. Bioręc pod uwagę wynik (ll) aożeay stwierdzić, że poten

cjał wektorowy (5), (6) od gęstości wektorowej Lx(Y )# będęcej superpozy
cję skalarnych gęstości typu X(Y), należy uznać clęgłya dla punktów X S S

3. Sprawdzenie rozwiązań potencjału wektorowego (S), (S) 
pod kątea spełniania postulatów probleau brzegowego

Obecnie wykażeay, że rozwlęzanla (5), (6) spełniaj# założone w probls- 
aie brzegowym ([4] punkt 3) warunki brzegowe ([4] (25), (26)) na powierz
chni Sc cewki. Wektor Jednostkowy n , noraalny do So> we wzorach[4](25} 
(26) posiada zwrot w kierunku do powierzchni cewki (w wielkościach ozna
czonych znaczkiem' Jak i '). Dek wynika z rozważań punktu 2, potencjały 
(5). (6) sę funkcjami ciągłymi w całej przestrzeni, z wyjętkiea punktów
powierzchni S aetalu, a więc spełniaj# w punktach P S S  warunek [4}
. » O c
(25). Niecięgłośc pela indukcji elektromagnetycznej określona warunkiem
[4] (26) ma zwlęzek z potencjałem A we wzorze (6)

V X) “ 4 - | f I(V)(r)(XłY) ds(Y)- (i2)

Pozostałe całki wzoru (6) należę do klasy dla X £  Sc - punkt 2. Dak

wynika z uwag w pracy [5], punkt 2, przy obliczaniu pochodnej z potencja
łu (12) aożeay przenielć różniczkowanie pod znak całki (dla X ś Y fi § ).

■ 6
Obliczamy wyrażenie (vx x ) x n(P0 ) potencjału (i2), korzystając ze 
wzorów [5] (15), (25):
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(Vx x A c (x)} x n(Po ) = j j [ v x(i) x I (Y)] x n(Po ) dS(Y) =

Sc

(*c* ✓ 1 \ 9 A i X )
I(Y) 5 7 ^  <£) dsCY) = --- . (13)

4jlJJ «"(p )^r (X,Y) d"(p )
3 0 OC

Pochodny (i?.} obliczamy w punkcie X nie leżącym na S , w dostatecznie 
małym otoczeniu punktu P Q 6 Sc , w którym określono stałe pole wektorów 
normalnych. Jednostkowych n(PQ ). Własności pochodnej w kierunku normal
nym do Sc (13) fiotencjału (12), określa twierdzenie podane w pracy fl] 
s. 220, Dotyczy ono potencjału warstwy pojedynczej V(X)

V(X) = |J ¿i(Y) E (X-Y ) dSc (Y) = •
SC

" |  l * M  [- ^ r ) (XtY)] dSc (Y) " Ac (x) ■ 
c

z gęstością powierzchniową fJ. = X(y), która w naszym przypadku Jest
funkcją wektorową. Deszcze raz podkreślamy, że pole n(P ) we wzorze (13) 
definiujemy identycznie, jśk w warunkach [4] (25), (26), tj. po obu stro
nach cewki wektor n(P ) zwrócony jest w kierunku powierzchni S (inaczel

i , s C
niż w twierdzeniu podanym w pracy [l], s. 220, gdzie wektor n(y) ma taki 
sam zwrot po obu stronach powierzchni). Zależność C4 ] (26) przyjmie po
stać (uwzględniając wzór (13) oraz twierdzenie [lj, s. 220)

( 9 A c Y  ( 9 A » Y  \ ( av
\ 8n ( p ) /  + V 3n ( p ) j  W  "7  \ 3n { z ;

- ¡x = y. I(Y) (14)

Przewidywane rozwiązania (5), (6) potencjału wektorowego w przestrzeni 
spełniają założone w problemie brzegowym ( [4j punkt 3) warunki [4] (25),
(26) na powierzchni cewki.

»
4. Układ równań całkowych na powierzchni rozdziału środowisk 

metalu i powietrza

W celu uzyskania pełnego rozwiązania problemu przedstawionego w pracy 
[XI punkt 3, należy znaleźć sposób obliczenia gęstości (l), (2) we wzo
rach [4] (17), (28). Logiczne wydaje się zapisanie równań (5), (6) dla

punktów X 6 S, wykorzystując rozważanis punktu 2, traktujące o niecięg- 
łościach całek (5), (6) na S. Uzyskujemy w ten sposób układ dwu równań
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całkowych o dwu niewiadomych funkcjach A i ( y x  A)x n, określonych na 
powierzchni S metalu. Potencjał wektorowy A jest funkcję clęgłę w całej 
przestrzeni łęcznie z powierzchnię cewki (brak rzeczywistych gęstości war
stwy podwójnej prędu L|j [53 (32)). Z kolei we wzorach (5), (6) całki z 
gęstościę L || (4 ) maję niecięgłość postaci (7 ) przy zbliżaniu się punk
ty X do powierzchni S z wnętrza danego obszaru. Potencjał wektorowy
(5 ), (6) zapisany dla punktów P e S. będzie różnił się w porównaniu ze 
wzorami (5 ), (6) jedynie wartościę 1/2 Lj|(Y), dodanę po prawaj stronie
równań ze znakiem ¡sinus (^). Wykorzystując wzory (2 ), (3 ), (4), (5 ), (5 ),
(7) otrzymujemy

.<p> - « < * >
S

* h  STa(y) gTT—  i ds(Y) +
20i Jgj 9n(Y)  ̂ r (P ,Y )

+ M K (V  x A)x n\ Y)B( ^ - ; (PjY) ds(Y)' (15)

A(p) = | _ j J | A(y)|n ( Y ) 1 J _ ( i ) (p^  ds(Y).

- ^ f iA(Y)l^ ( H p . Y ) ds(Y> + ^ i f  i(Y-<?)(p.Yo)d8(Y-
c

o 5

L - J J  ((v A)x n .) fi) dS (Y), (16)
(Y )p ' (P #Y )

gdzie punkt P £ S.
Pole wektorów n we wzorze (1 5 ) skierowane Jest na zewnętrz obszaru me
talu, a we wzorze (16) ma zwrot przeciwny. Ze względu na różne wartości 
przenikelności magnetycznej metalu i powietrza tłQ uzyskujemy dla każ
dego punktu P £ S dodatkowe równanie

7-  ((V x A )x n) - —  i(y x A )x n) ■ = 0 .  (17)
¿*0 (Y )p m (Y )m

Obecnie zagadnienie istnienia rozwiązania problemu brzegowego przedstawio
nego w pracy fłj, punkt I, zostało sprowadzone do rozwiązania układu rów
nań (15), (16), (17), Zagadnienie to będzie rozpatrywane w kolejnej pu
blikacji.
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B0I1P0C PEAJIbHQCTK PEH1EEHH KPAEBOft nPOEJIEMH AHAJM3A 
SJffiKTPOMArHETiT'iECKOrC DOJIH. B BOSJPTEHOM UPOCTPAHCTBE 
H 0BJ1ACTH METAJijIA

P e 3 a k a

Ciatbji CBHsaHa c TeuaiHKoa padoi [4], [5j. EpoflOJizaerca. ZHCKyccHH otho- 
cHiejibHO npaBHJii.HOCTa jcpaeBOft 3a^a^H, nocTaBzeHHoa b paCoTe M -  B03HHKZa 
Heodxo^BMocTb soqHoro onpeAezeaHfl Bcex HeperyzspHOCTeft HHierpazbHux $opiiyz, 
upeAcraBzeHHHx b pafloie [ 4j. OozyqeHHaa cucTeiia HHTerpazbaax ypaBHernia hb- 
zaeicft HcxozHoa Toqxofi b Bonpoce peazbHooTH pememsfl Kpaesoft 3a,naqn.

THE PROBLEM OF SOLVING THE BOUNDARY ANALYSIS OF THE ELECTRO-MAGNETIC 
FIELD IN THE ATMOSPHERE AND METAL VOLUME

S u m o a ry "

The paper is linked with the subject of papers [4], [53. Discussion is 
centered on the correctness of the boundary problem in reference [4}. A
necessity of making all the irregularities of integral formulas in the re
ference [4} more prleise came about. The system obtained for integral 
equations is the starting^ point in the question of the existence of possi
bility to solve the ho„‘.'<dary problem.
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METODA OBLICZANIA PRĄDÓW WIROWYCH INDUKOWANYCH 
W PRZEWODZIE WALCOWYM PRZEZ PRĄO SINUSOIDALNY 
PŁYNĄCY W PRZEWODZIE RÓWNOLEGŁYM

Streszczenie. W pracy przedstawiono metodę obliczania prądów wi- 
rewych wywołanych w przewodzie welcowya przez prąd sinusoidalny pły
nący w przewodzie równoległya.

W rozwiązaniu podano wzór na gęstość prądu indukowanego, z u- 
względnieniem wymiarów, poprzecznych przewodu oraz odległości Jego 
osi od przewodu równoległego.

1. Wstęp

W przypadku dwóch lub więcej przewodów z prądami przemiennymi, rozmle- 
szczonyai w tan sposób, że ich pola aagnetyczne w sposób istotny wpływają 
na siebie, w przewodach zachodzi zalana rozkładu wektora gęstości prądu w 
przekroju poprzecznya - warunkowana dziełanlea tych pól. Zwiększenie nie- 
równoeierności rozkładu wektorów gęstości prądu w przekroju przewodów po
woduje w nich zaianę strat aocy 3oule'a. To zjawisko nazywa się zjawi- 
skiea zbliżenia [lOj, którego wpływ zależny jest od kierunku i zwrotu prą
du w przewodach, częstotliwości, kształtu geoaetrycznege przewodów oraz 
odległości niędzy niai.

Zalana rozkładu wektora gęstości prądu w danya przewodzie spowodowana 
jest tya, że do wektora gęstości prądu własnego dodaje się wektor gęsto
ści prądu indukowanego w nim przez przemienne pole aagnetyczne prądów 
przewodów sąsiednich.

W pracy tej przedstawiono aetodę obliczania wektora gęstości prądu in
dukowanego w przewodzie walcowya przez prąd sinusoidalny płynący w prze
wodzie równoległyn. Rozpatrywany układ, przedstawiony na rys. 1, składa 
się z dwóch nieskończenie długich, walcowych przewodów (faza A i faza B). 
Przez przewód fazy B płynie w kierunku osi z walcowego układu współrzęd
nych prąd sinusoidalny i_(t). Przemienne pole magnetyczne tego prądu ln- 
dukuje w przewodzie fazy A prąd wirowy o gęstości J A B - Zakłada się 
przy tym Ql6j, że walcowy przewód fazy 3 jest przewodem linearnym.
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Z prawa przepływu wartość zespolona natężenia pola Magnetycznego w punk
cie PA (rys. l) od prędu linearnego Ig płynęcego w przewodzie fszy B 
Jest równa

uwya s
AB “ 2ICa* - {1)

gdzie:
a - odległość punktu PA od osi przewodu fazy 8,
Ig - wartość zespolona prędu płynęcego w przewodzie fazy B w kierunku

osi z i odpowiadajęca przebiegowi chwilowemu tego prędu

ig(t) *= | IbB| sintat + o?g). (2)

We współrzędnych walcowych, usytuowanych w te.n sposób, że oś z pokry
wa się z Osię przewodu fazy A, wektor natężenia pola Magnetycznego w po
staci zespolonej można przedstawić jsko sumę odpowiednich składowych rys. 
l)

/
Rys. 1. Walcowy przewód fazy A • w polu magnetycznym prędu fazy B

Natężenie pola magnetycznego prądu sinusoidalnego fazy 8
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Z zależności geometrycznych (rys. l) oraz ze wzoru (l) otrzymuje się

(4)

(5)

W dalszych rozważaniach natężenie pola magnetycznego H ™ g "  w postaci
(3) będzie uważane jako wymuszajęce prędy wirowe w przewodzie fazy A.

3. Natężenie pola magnetycznego w obszarze zewnętrznym przewodu fazy A

W obszarze zewnętrznym przewodu - II (r > R) wektor natężenia pola
m a g n e t y c z n e g o w  postaci zespolonej Jest sumę wektorowę wektorów pola
H ; r .  wytworzonego przez pręd IQ oraz pola magnetycznego oddziaływania
zwrotnego prędów wirowych H ° g  indukowanych w przewodzie

'  ; (6 )

W obszarze tym konduktywność / =  0 i przy pominięciu prędów przesunię
cia pierwsze równanie Maxwells ma postać

rot = 0. (7)

Z drugiego natomiast równania Maxwella, drogę wykonania na tym równa
niu operacji rotacji [li] przy spełnieniu równania (7), otrzymuje się wek
torowe równanie Laplace’s.

v 2 E ° b - °- (8)

Ponieważ wektor natężenia pola elektrycznego w rozpatrywanym zagadnie
niu posiada tylko jednę składowę E°|z (zależnę od zmiennych r oraz 0), 
można więc równanie (8) sprowadzić do skalarnego równania Laplace’s.

Stosujęc metodę rozdzielenia zmiennych [8j poszukuje się rozwięzania
równania (8) w postaci

„wym TB ________ dsinS
ABr = 2jT * 2 .2 _ . ~r + d 2rdcos0

wym _ XB -dcosQ
AB® " 2ST ' r2 ; ,2 _ 2rdcos0’

E°Bz(r'0) r (9)
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W rozwiązaniu uzyskuje się

oraz

. C.
fl ’ Cir/a +  “7  (10)
1 1 ' rfi

f2 - C^coefiO* CjSlnj&G), (11)

gdzie:
fi - stała rozdzielenia zniennych,

C1 ’C2 'C3 ’ C4 “ dow°lne *tałe.
Ze względu na to, że natężenie pola elektrycznego przy r-— oe Jest o- 

granlczone, należy przyjęć C, • 0.
Z warunków brzegowych zagadnienia (rys. i) wynika ponadto,ża przy zala

nie kęta z ♦ 0  na - 0  natężenie pola elektrycznego nie noże zaieniać 
znaku - więc stała C4 a 0.

Jak wladoao £8], stałe fi ausi być liczbę całkowitę, gdyż spośród roz- 
więzart (ll) należy wybrać takie, które spełniaję warunek: f2 (0) « f2 (0+2X) 

Ogólne rozwiązanie równania (8), spełniające powyższe zależności, aoż- 
na uzyskać tworzęc superpozycję rozwiązać eleaentarnych typu (9)

EAB z(r'0) " E  EZ  J r '9) “ £  Bn ^  CO8D0' (12)_  ą A oZII _  d I*n«l n-1

Stałe Br występujące w rozwiązaniu (12) należy wyznaczyć z warunków 
brzegowych, co wykonana będzie w dalszej kolejności.

Stosując drugie równanie flaxwella do rozwiązania (12) uzyskuje się 
wzór na wektor natężenia pola aagnetycznego oddziaływania zwrotnego w po
staci zespolonej

oO Q
H A l (r>0) ’ 2 ~ 7 v » r [ 1r »l n n 0 - 10 cosn0]. (13)

Wektor natężenia pola aagnetycznego w obszarze zewnętrznya przewodu fa
zy A J est więc równy

I «  ' i
ljII/- o\ t B dsin@ B r - dcos©
ab . - -V 5» • zrr? — 10 »  • - — :--------  ♦

2rdcosW r2 + d2 - 2rdcos0

O<ó
n B

^  '<¿1 [1r 8l""e - 1Q  COsn9j. (14)
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Składowe wektora natężenia pola Magnetycznego prędu Ig , określone wzo- 
rani (4) i (5). nożna rozwinęć w ezereg Fouriera ze «^zględu na zaiennę 
0 i wtedy wzór (14) przyjnuje postać

H I b • -Ir s i - J - F  + S  (arn C08,fi + brn 8inn0)J  +

+ 1 ®  + S  (^ n  CO8n0 + >§n *

+ £  8inn 0  - IgeoanSj. (15)
n«l J ‘

Współczynniki szsregu Fouriera we wzorze (15) określa 8ię [2] następu- 

jęco:

<7T
i  f d ainQ ę psn9 _  Q . (l6)
^  J r + d - 2rdcos0

1 f d slnQ slnn6... dQ< (l?)
rn ^  J r + d - 2rdcoa0

ST >

1 i (r - d cos©)coenQ .n*8- ' * J 7 r Z — ',8>
-rr

In 4  I (r - d coS0)sinn_9  ̂  ' (l9)
^  J r + d - 2rdcos0 
-sr

HAB*(r ’0) ^88t funltcJ9 nleparzystę zalennej 0  . więc [2] współczynnik
arn ” °* ,0) Jest funkcję parzystę zniennej8  . więc bQn * 0-

Po żnudnych obliczeniach, wykorzystujęc netody obliczeń z prac [2, 12] 
oraz wzory z pracy [3], nożna wykazać, że pozostałe współczynniki szeregu 

Fouriera sę odpowiednio równe:
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='

O dla n = O 

_n-l

Z. Płatek

(21)

dla n jk o.

Wobec powyższego wzór (15), na natężenie pola Magnetycznego w obszarze 
zewnętrznye przewodu fazy A, przyjmuje postać

t O r . 8 >  - - 1„ £  [ &  ( i f  - -
n=l J ^

I X  n B "I
- %  2  Is s f U )  ł rj cosn0- (22)

4. Natężenie pola magnetycznego w przewodzie fazy A
I

W obszarze I (rys. l), tj. wewnętrz przewodu (0=S r ^ R ) ,  obowięzu- 
je [14] dla wektora natężenia pola elektrycznego (w postaci zespolonej na
stępujące równanie falowe Helmholtza

v 2 E I 3 = 3 Eab' (23)

gdzie:

« = foy-f'. , (24)

Natężenie pola elektrycznego ma w tyB obszarze tylko j ednę składowę 
zależnę od zmiennych r oraz 0  , czyli

E Ab = ^z EABz^r'®̂ ' 2̂5^

Wobec tego równanie (23) aożna przedstawić (we współrzędnych walcowych) w
postaci skalarnego równania falowego Helmholtza [8].

Stosujęc metodę rozdzielenia zmiennych [8] poszukuje się rozwięzania 
równania (23) w postaci

. •

EABz(r'0) “ f3 (r) f4 (0)* (26)

W rozmlęzanlu uzyskuje się

ł3 (r) * c5j(b < R - p) + c6y ^ - r ) - (27)
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gdzie:
^ « r )  - funkcja Bessela-Kelvina pierwszego rodzaju rzędu ¿5 ,

K^j/jar ) - funkcja Bessela-Kelvina drugiego rodzaju rzędu ¡b ,
|5 - stała rozdzielenia zmiennych, która Jak Już podkreślano

poprzednia punkcie Jest liczbę naturalnę,
C5 , Cg - dowolne stałe.

f4 (0) C7 sinjbQ*. Cg cosfi (28)

gdzie: C7< Cg - dowolne stałe.

Z tego sensgo powodu co w wyrażeniu.(11) stała C7 = O. Ze względu na 
to, że natężenie pola elektrycznego przy r——  0 Jest ograniczone i po u- 
względnleniu właściwości funkcji Kjjf/jmr) [7] - stała C& » 0.

Ogólne rozwiązanie równania (23) przyjmuje więc postać

E A B (r'0) ■ * 1 2 S  C„^n(R « r)cosn0. (29)
n=l n=l

Stosując drugie równanie Maxwella do wzoru (29) oraz wykorzystując [7] 
relację na pochodną funkcji Bessela-Kelvina pierwszego rodzaju rzędu n

- ^ +l (k^  (30)

otrzymuje się wzór (w postaci zespolonej) na wektor natężenia pola aagne- 
tycznego w przewodzie fazy A

H a b ^ * 05 “ *r 3=f £  nCn7n ( R . r ) s i n n 0  + 
n-1

+ 1 9  Cn[-n::fn (^ " r) + lR'«r7n_1 (|FTT)Jcosn0 . (3l)
‘ n»l . x

5. Warunki brzegowe dlą natężenia pola magnetycznego przewodu fazy A

Przy założeniu równości współczynników przenikalnoścl magnetycznej bez
względnej obszaru - i i  ofeezsru zewnętrznego - 21

(32)



>

nożna [ll uzyskać następujący warunek brzegowy dis natężania pola aagne-
tycznego

- dla r ■ R

« " ( R B )  - H ^ b (R.0). (33)

Rozpatrujęc wektorowe równanie (33) oddzielnie dla poszczególnych jego 
składowych - warunak brzegowy sprowadza się do układu dwóch równań skalar
nych, z którego wyznacza się stałę C
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1B f - ( R \ n 1 

r  ^ 1
Ca - (*)  ^ = r —  (34)

6. Natężenie pola elektrycznepo i gęstość prądu wirowego Indukowanego w 
przewodzie fazy A

Podstawlajęc stałę C ze wzoru (34) do równania (29? wyznacza się wek-n ✓
tor natężenia pola elektrycznego (w postaci z-eapolonej ) w przewodzie fazy
A

r-I * (R\n q / —  i
e a . ■ n - r - s r  2 - W  5” T f t S T " ’ • (J5>

Wektor gęstości prędu w postaci zespolonej indukowany w przewodzie fa
zy A wyznaczy się wykorzystując uogólnione prawo Ohea oraz wzory (35) i 
(24). Otrzyauje się

ii f -I J V 5! /R\n y n ('^~3arl Q
AB * t z  “ABz -1 z “gP* Z j W      ”  cosnG =

n - l  )

j  W  " ^  (* \n Mn(*r)
■ \  T n r  \s) s-rresn

n»l "” ł

ij jjji^Cssr) - © ri_i (aR) ♦ 155° + ofBJjcosn0,. exp.j J|i^„(*!r) " j^„_i * 155 + °fB |jcosn0, (36)

gdzie;
- aoduł faakcji Besa«ls-Kelvins pierwszego rodzaju n-tego rzędu,
- nrgjieeat tej • fwokcj i.

Dla ilustracji wzoru (35) na rys. 2 przedstawiono rozkład nodułu wek
tora gęstości prędu indukowanego w przekroju poprzeczny® przewodu aluai- 
niowego 6N o R ~ 10 as, dla 8 * 0 °  i f « 50 Hz, w toaperaturze po
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kojowej 1 w temperaturze ciekłego azotu, przy różnych wartościach stosun
ku R/d promienia do odległości od osi przewodu równoległego.

Rya. 2. Rozkład modułu wektora gęstości prędu indukowanego w walcowym 
przewodzie aluminiowym 6 N , dla 0  » 0° 1 f • 50 Hz, w temperaturze po
kojowej i w temperaturze ciekłego azotu, przy różnych wyrtoóciach stosun-

1 ^ 
ku 3

Na rya. 3. przedstawiono rozkład modułu wektora~gęstości prędu na po
wierzchni tego przewodu, w zależności od kęta 0  walcowego układu współ
rzędnych. Na obu powyższych wykresach moduł gęstości prędu wyrażono w jed
nostkach względnych w stosunku do bazy określonej wzorem
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Rys. 3. Rozkład nodułu wektora gęstości prędu na powierzchni walcowego 
przewodu aluninlowego 6N w zależności od kęta 0 , dla R > 10 ■■ i f=50 Hz 
w temperaturze pokojowej i w temperaturze ciekłego azotu, przy różnych

p
wartościach stosunku g-

7. Wektor gęstości prędu wirowego Indukowanego w przewodzie walcowym 
fazy B przez prąd linearny fazy A

W układzie przedstawionym na rys. 4 pręd płynęcy w fazie A indukuje w
T

przewodzie fazy B pręd wirowy o gęstości 3 „ A.
dA

Takie usytuowanie wzajemne przewodów spowoduje zmianę wzorów określa- 
Jęcych natężenie pola magnetycznego prędu sinusoidalnego fazy A w stosun
ku do wzorów (3), (4) i (5 ).

We współrzędnych walcowych (rys. 4) wektor natężenia pola magnetyczne
go w postaci zespolonej Jest równy
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Rys. 4. Walcowy przewód fazy B w polu magnetycznym prędu fazy A

Z zależności geometrycznych (rys. 4), po określeniu natężenia pola ma
gnetycznego w punkcie PQ Jako

uwym _ _A 
BA ■ (39)

wyznacza s'ię

= _Ą
BAr 23T '

d sin

r2 + d2 + 2rdcosS
(40)

wym A ________
BA0 2ST ' _2 .2

r + dcos
r + d‘‘ + 2rdcos0

(41)

gdzie I - wartość zespolona prędu płynęcego w przewodzie fazy A w kie
runku osi z odpowiada 1acę przebiegowi chwilowemu tego prędu

iA (t) * I V !  sin(‘Jt (42)

Postępujęc dalej Jak w punkcie 3 oblicza się natężenie pola magnetycz
nego w obszarze zewnętrznym przewodu fazy B - H g J .  W utworzonej relacji 
typu (15) zachodzi konieczność policzenia współczynników szeregu Fourie
ra z funkcji (40) i (41). Sę one, przy tak określonych funkcjach i
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^BA0* równa: arn * bgn = O - ze względu na parzystość i nieparzystość.
t>rn jest określony wzorem (20), zaś współczynnik agn ókreślony jest wzo
rem (2l) ze zmienionym znakiem.

Otrzymuje się wtedy

-  \  f i J s F  © "  * “ S l ] s in n 0  +

+iQ s  y ?  ©  - °osn0 u3)

Wewnątrz przewodu fazy B natężenie pola magnetycznego (w postaci ze
spolonej ) określone Je3t równaniem (31),

Tworząc następnie równanie dla warunków brzegowych przewodu tej fazy 
typu (33) uzyskuje się układ dwóch równań skalarnych w postaci zespolonej,
z którego wyznacza się stałę Cn

c____________________________-______ (44)n srmft \3)

Postępując dalej jak w punkcie 6 wyznacza się wektor gęstości prądu
(w postaci zespolonej), indukowany w przewodzie fazy B przez prąd li
nearny fazy A

-,1 1 -,1 IA'fr T" ^2, [R\n 3 n '. Z7Jar)
= °BAz - ~1z -TR—  2  U) cos

-X n=l Jn-1 “

, 1 ^ 1 "  ^  /R\n M n (nr)
= _1z - W T T  2 _ 1 U /  m T T T W I  •

n«i

{j[i,n (,r) " / W -R ) + 135° + * j }  cosn0. (45)exp-

Jeżeli przyjąć równość modułów |IA J = |lg| i argumentów 0̂  =cę0 prądów, 
to otrzymany wzór (45) różnić się będzie od wzoru (36) tylko znakiem.

Rozkład wektora gęstości prądu indukowanego (45) będzie odpowiednio 
symetryczny do rozkładów przedstawionych na rys, 2 i rys. 3.
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8.Zakończenie
\

Otrzymany przedstawiony wyżej metodę wzór (36). na gęstość prędu Indu
kowanego w przewodzie walcowym przez pręd płynęcy w linearnym przewodzie 
równoległym, pokrywa się z odpowiednim wzorem uzyskanym przez Mjejerowi- 
cza w pracy [9j poprzez wprowadzenie skalarnego potencjału magnetycznego 
w postaci zespolonej i równania Helmholtza w metodzie kolejnych przybli
żeń. Wzór ten uzyskał również Manneback w pracy [6j na drodze wprowadze
nia i rozwięzaoia równania całkowego. Za Mannebackiem cytuje go wzór) Ro- 

licz w pracy [l3].'
Dla n = 1 wzór (36) przyjmuje postać

T ~J■ .( -jmr) - '
3 ab k 1 z — ar—  • " r - j m T T 003 • ,46)o

Wzór (46) pokrywa się z odpowiednim wzorem uzyskanym przez Kadena w 
pracy [4] dla przewodu prętowego, umieszczonego w równomiernym polu magne
tycznym określonym z prawa przepływu wzorem

>(47)

Otrzymane rozwięzanie na wektor gęstości prędu indukowanego w przewo
dzie walcowym w postaci wzoru (36) Jest zatem rozwiązaniem ogólnym, gdyż 
nie wymaga stosowania założenie upraszczającego, dotycSęcego zewnętrznego 
pola magnetycznego oddziaływającego na przewód.

i
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METOfl PACHETA BHXPEBHX HABE^EHHUX TOKOB 3  UHJIHHflPHHECKOM nPO B O JE

HEPE3 CBHyCOHUAJIbHUM TOK nPOTEKAKlUHft B IIAPAJIJIEJIbHOM nPOBOHE

P  e  3 c  m e

B c i a T t e  n p e ^ c i a B z e H  ueioĄ  p a c i j e T a  B n x p e B ą x  H aB ejteH H tix  t o k o b  b b h j ih h a p h -

qecK om  n p o B o ^ e  n e p e 3  cm H y co H flax b H u ft t o k ,  n p o ie K a B ^ H ił  b n a p ax a e jib H O M  n p o s o -

A e .  B pemeHHH ^ a H a  ( J o p u y z a  H a h j io t h o c t b  H a B e ^ e H H o ro  TOKa c  y n e i o u  n o n e p e n -

h m x  p a 3 » ie p o B  n p o B O A a , a  TaK K e p a c c T o a H ii i t  e r o  o c h  o t  n a p a o u ie iB H o r o  n p o B O ^ a .

THE METHOD OF CALCULATION OF EDDY CURRENTS INDUCED 
BY THE SINUSOIDAL CURRENT OF THE PARALLEL CONDUCTOR 
IN THE CYLINDER CONDUCTOR

S u m m a r y

The method of calculation of eddy current produced by sinusoidal cur
rent of the parallel conductor was presented in this paper.

The formula for computation of density of the induced current was gi
ven. The transverse dimensions and the distance between the axis of the 
conductor and the axis of the parallel conductor were taken into account.
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Streszczenie. Wychodząc z określonej wielkości wektora gęstości 
prędu indukowanego w przewodzie walcowyn przez pręd sinusoidalny 
płynęcy w przewodzie równoległye oraz z prawa Doule 'a-Lenza w po
staci różniczkowej, określa się wartość strat cieplnych w rozpatry- 
wanya przewodzie.

W rozwięzaniu podano wzór na wartość strat aocy Ooul 'a w przewo
dzie walcowya, z uwzględnieniea wyaiarów poprzecznych oraz odległo
ści Jego osi od przewodu równoległego. Odnoszęc wartość tych strat 
do pewnej stałej bazy wprowadzono pojęcie współczynnika zbliżenia i 
podano jego podstawowe zależności.

1. Wstęp

Rozpatrywany układ, przedstawiony na rys. 1, składa się z dwóch nie
skończenie długich, walcowych przewodów (faza A i faza B). Przez prze
wód fezy B płynie w kierunku osi z walcowego układu współrzędnych pręd 
sinusoidalny lQ (t). Zakłada się przy tye, że walcowy przewód fazy B 
jest przewodse linearnye. Przseienne pole eagnetyczne tego prędu indukuje 
w przewodzie fazy A pręd wirowy o gęstości 3 a R . określony [53 wzoree

3AB ‘ 1 z °ABz ’ 1 z ł- w 2_i w  009 w  “
n*ln-1

« ^  /RNn Mn (,r)
— t t  Z  W  R L T T w r r  *

n*l

(

n-1

•*P-| » * 135° ♦ af Bj|- cesnS, (l)
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gdzie: \

n - liczba naturalna,

IB “ 11 a! exP^J°fB ̂ “ zospolona wartość skuteczna prądu ig(t), 
j n C/-jBr) « M n (aR)exp Jj|5n (ar)J - funkcja Bessela-Keluina pierwszego ro

dzaju rzędu n,
3 n_1 (^f-JaR) = - funkcja Bessela-KeWina pierw

szego rodzaju rzędu n-1,
R - pronień przewodu walcowego,
d - odległość osi rozpatrywanego przewodu walcowego fazy A od osi 

przewodu linearnego fazy B,
0,r~ współrzędne walcowego układu współrzędnych,

B * ¿U. If'.
u> • 23Tf - pulsacja prędu i_(t),
I .JJ- - przenikalnośc magnetyczna bezwzględna rozpatrywanego przewodu,

- konduktywność przewodu.

Pręd indukowany w przewodzie fazy A, określony wzorei (l), spowoduje w 
przewodzie wydzielanie się ciepła. Określenie wartości tych strat ciepl
nych Jest celea niniejszej pracy.

Rys. 1. Walcowy przewód fazy A w polu eagnetycznyn prędu fazy B

. I •



2. Moc Joule'» w przewodzie walcowy«' pochodząca od predu indukowanego* 
przez pele magnetyczne prędu płynącego w przewodzi-: równoległyw

Moc strat cieplnych w óbjętoścl V przewodu określa siię z prawa 3 o p - 
le ’a-Lenza w postaci różniczkowej

p  - f  j W e l z l 2 < * •  *2>
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Po przedstawieniu wzoru (2) we współrzędnych walcowych fl] , otrzymuje 

się relację

1 25TR

f i s  s  
0 0 0

3Iezi2 rdldrd0- i3)

gdzie 1 - długość rozpatrywanego przewodu.
W'celu uniezależnienia strat nocy od długości przewodu walcowego wpro

wadza się pojęcie strat określonych na Jednostkę długości wg wzoru

2ST R

P1 - T - f  S hlszl2 dS - f  S S i3ABzS2 ’•drd0- (4)
O o

Kwadrat modułu gęstości prędu określa się przez przemnożenie wartości 
skutecznej zespolonej gęstości prędu przez wartość zespolonę do niej sprzę- 

żonę

K a z i 2 - °I b z

T* [ P b I-]2 ^  /RN" M n (Br)
3a b z  “ I T r - J  f -  U )  •n*l

• exp|j[/3n (mr) - ¡in_ 1 (*K'> * 135° + ^ sj l COs n 0 .  ^  (|)
■ } n=l

• • * p { - j [ / V r .) -/¿n-l(“R) ł 135° ^ B] } c o s n 9 - (5)

Iloczyn (5) dwóch szeregów zbieżnych jest [l j’szeregiem, którego wyra
zy sę iloczynami A Â*< gdzie l oraz k sę niezależnymi cięgami liczb 
naturalnych. Iloczyny te (wyrazy szeregu) można przedstawić w postaci 
składników zależnych od zmiennej r oraz od zmiennej 0

A lA k * ai^r ^8k^r  ̂co8-® coskQ . (6)
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Wykonujęc na wzorze (6) całkowanie, po zmiennej 0 od o do 23T, wyra
zu po wyrazie tak utworzonego ezeregu otrzynuje się zerowę wartość tej cał
ki dla 1 f k, gdyż [lj

2ar 0 dla 1 4 k
\ coal0cosk0d0 = ->
0 ST dla 1 = k = n,

zaś dla 1 = k z całkowania wyrażenia (6) otrzyeuje się

•n(r)an (r):r“ lan (r)|2<ar- 

Wobec powyższego wzór (4) przyjnuje postać

(7)

(8 )

AB
i f \xb\k] 2 t   ł— L *
r p n r j  2 _j U )  m2 ( } j n

L J n-l n-1 0
(■r)rdr. (9)

Kwadrat modułu funkcji Bessela-Kelviria pierwszego rodzaju rzędu n-tego 
można przedstawić [4] w postaci

M2 (mr) =j^bern (ar) + Jbein (mr)J [bern (mr) - Jbein (mr)j =

7 n(j^ mr)7(j 2 mr).

Kładęc następnie za

(1 0 )

(11)

całkę ze wzoru (9) przedstawia się w postaci

R mR 3 3

(12 )| M2 (mr)rdr = J ^  ^ ( j 2  z )^(j 2 z)(Jz_

Wykorzystujęc [4] wzory: 

z

J  7n( k z n nd z ) z d z  -  [ i a n(kz)an( iz )  -  k ^ d z j ^ i k z ) ] .  ( 13 )
n K — 1 -*
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■ - f e  * 3 n (kz) * V l (kz) (14)

wylicza Si* całkę (12)

R

§ M^(ar)rdr - - |  M ^ a R ^ j C a R i c o e f f ^ i a R )  - / ^ ( « R )  ♦ 135°1. (15)
o 1

Wetawlajęc wzór (15) do (9) otrzyauje się relaójł określające straty 
aocy 3oule'a w przewodzie walcowy« (na jednostkę dlęfcośói) wywołane prę- 
den indukowany* w nla przez pola Magnetyczne prędu plydęcfcgo w przewodzie 
równoległy*

|l_|2 * /pN2» M (*R) r .
pab ■ - "a1 n t  S  (a) m:"1 (*tt J cos[(& n (Bft) - * 135 ]•

n»l n-1 (16)

Rys. 2. Zależność strat *ocy 3oule a. wywołanych prędas indukowany* w wal
cowy* przewodzie alualnlowy* przez polo Magnetyczne prędu (o f » 50 Hz) 
płynęcógo w przewodzie równoległy*, od proaienia przekroju poprzecznego 

przewodu, w tsaperaturze pokojowej 1 w teapereturze ciekłego azotu
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Na rys. 2. przedstawiono zależność strat cieplnych określonych wzoren 
(16) od proalenia przekroju poprzecznego przewodów aluminiowych 6N w tea- 
peraturze pokojowej oraz w teaperaturze ciekłego azotu. Straty te przed
stawiono w jednostkach względnych w stosunku do bazy wyrażonej wzorea

0 y

Wtedy zależność tę - nazywanę współczynnikiem zbliżenia - określa następu
jący wzór

  .. _ v2n M_(«R)
z

■ * p oo /p\2n M VmR; r “i
p f  ■ -  • »  S  ( 5 )  •  » » I

0

Współczynnik ten zależny jest od: wartości stosunku g, promienia R 
przekroju poprzecznego przewodu, konduktywnoścl f  oraz częstotliwości prę- 
du lB(t).

3. Zakończenie

Dla n » 1 wzór (16) przyjmuje postać

|I_|2 aR M (b R) r ’ nl
pa b  ■ ■ FTTiłn »°4/3l (aR) o (bR) + 135 ]• <19)

Wzór (19) pokrywa się z odpowiednia wzorea uzyskanya przez Kadena w 
pracy [2j dla przewodu prętowego ualeszczonego w równomiernym polu aagne- 
tycznya określonym relację

< r  - ¡h- (zo)
i

Otrzyaane rozwlęzanie, w postaci wzoru (16), na wielkość aocy strat 
cieplnych w przewodzie walcowya wywołanych prędea indukowanym przez pole 
aagnetyczna prędu płynęcego w przewodzie równoległym Jest zatea rozwlęza- 
nlea ogólnym, gdyż nla wymaga stosowania założenia upraszczajęcego doty
czącego zewnętrznego pola aagnetycznego oddziaływajęcego na przewód.

Wzór (16) stanowić aoże podstawę w ocenie wpływu zjawiska zbliżania na 
wartość strat cieplnych w przewodach walcowych uwłaszczonych w polu aagne- 
tycznya prędów płynęcych w linearnych przewodach równoległych.
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IIOTEPH MOmHOCTH JlHCOyjIH B DfiJIHHUPHMECKOM nP O B O ^E ,

BH3BAHHHE BHXPEBHMH HABE^EHHhlMH TOKAMH H EPE3 TOK, 

nPOTEKAUUHfl B IIAPAJUIEJIbHOM nPOBOHE

P e 3 » u e

Hcxoas: h3 onpê ezeHHOft BejtH'tHHH BSKiopa hjiothoctb HaBe,neHHoro ioxa b hh- 
jiHBOtpHHecKOM npoBOfle qepea ca:HycoH,naJn>HHft tok, npoTeKammafi b napaJiJieJiiHOM 
npoBOAe, a Taicme 3aK0Ha Jlxoyjia-JIeHKa b AetfxiiepeHUHajibHOM BH^e, onpê ejiaeTCH 
SHaqeHHe TenaonoTepb b paccuaTpHBaeMOM npoBo^e. B pemeHHH npê cTaajieHa $op» 
uyxa. 3Ha>ieHHHi ftmoyzeBHx noiepb b rpwiHH.upH'iecKOM npoBO^e c ytceioii nonepe'iHHX 
pa3uepoB npoBOAa, a Taicme paccTOHHHH ero och ot napajuiejibHoro npoBO.ua. Ot- 
hoch sHanaaae sthx noiepa k HasexHO* nocToaHHog Sa3e, BBe^eHo noMTHe ko- 
SjMjlHlIHeHTa 3ij)$eKTa 6jIH300TH H .HaHH ero OCHOBHHe SaBHCHBOCTH.

/

THE LOSSES OF 30ULE S POWER IN A CYLINDER CONDUCTOR CAUSED 
BY EDDY CURRENTS INDUCED BY THE CURRENT OF THE PARALLEL CONDUCTOR

S u m m a r y

The value of heat loses in the conductor was determined on the basis 
of a given quantity of vector of density of the current Induced by the si
nusoidal current of the paralell conductor, in the cylinder conductor and 
on the basis of Doule-Lenz law, in the differential form.

The formula for computation of losses of Doule s power in the cylinder 
conductor was given. The transverse dimensions and the distances between 
the conductor axis and the axis of parallel conductor were taken into ac
count. The nation of coefficient of nearness was introduced and its fun
damental dependencies were given.
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ANALIZA OBWODÓW ELEKTROMAGNETYCZNYCH 
Z SYMETRYCZNIE POŁOŻONYMI UZWOJENIAMI

Streszczenie. Wykazano, Ze każdej parze symetrycznie położonych 
uzwojeó obwoduelektromagnetycznego o nienasyconym rdzeniu magne
tycznym odpowiada wektor własny macierzy indukcyjnoścl głównych, nie
zależny od wartości Jej elementów.

Wprowadzono układ współrzędnych o osiach zgodnych z tak wyzna
czony el wektorami własnymi, w którym część równać różniczkowych sta
nu nieustalonego obwodu, równa liczbie per uzwojeń symetrycznych, 
staje się autonomiczna.

1. Symetryczna para uzwojeń obwodu elektromagnetycznego

Rozważmy liniowy obwód elektromagnetyczny o n uzwojeniach, którego 
stan magnetyczny, zwlęzany ze strumieniem głównym, można analizować w o- 
parciu o I i II prawo Klrchoffa dla obwodów magnetycznych. Uzwojenia ob

wodu elektromagnetycznego: k-te i 1-te nazywać będziemy uzwojeniami poło
żonymi symetrycznie lub - krótko-symetrycznę parę uzwojeń, jeżeli ich 
współczynniki indukcyjnoścl głównych spełniaję następujące równości:

M kk * M 11
oraz

M ik ■ M n

dla 1 ■ 1,2.. ..k-1 ,k+l,.. .1-1,1*1.. . .n.

Zgodnie z zasadę wzajemności zachodzi

M kl ' M li

dla 1 « 1,2 ,.. .k-1 ,k+l,.. .1-1,1+1,.. .n.

W Interpretacji fizykalnej równości (2) oznaczaję, że pręd l(t) pły- 
nęcy w k-tym uzwojeniu wywołuje takie aame strumienie skojarzone z wszyst
kimi uzwojeniami, nie nalażęcymi do symetrycznej pary uzwojeń, jak pręd 
l(t), płynęcy w uzwojeniu 1-tyn. Z równości (3) wynika zaś, ża strumienie 
skojarzone z uzwojeniami: k-tym i 1-tyn, a wywołane prędanl, płynęcyni w

(1 )

(2 )
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uzwojeniach: 1, 2..... k-1 ,k+l,...1-1,1+1,.., n-tym - sę sobie równe. Rea
sumując, symetryczni parę uzwojeń tworzę każde dwa uzwojenia, znajdujęce 
się w identycznej sytuacji elektromagnetycznej względem wszystkich pozo
stałych uzwojeń obwodu elektromagnetycznego.

2. Analiza obwodu elmktromagnetycznego z jednę symetryczne parę uzwojeń

Macierz indukcyjności głównych obwodu elektromagnetycznego, którego 
k-te i 1-te uzwojenie stanowi symetryczne parę uzwojeń, ma postać:

[M]

M 11 M 12 ... M lk ... M lk .. ^4ln

M 21 M22 ... M2k ... M2k .. M_2n

M kl M k2 ••• M kk •.. M.. .. M kn - k-ty wiersz

M kl M k2 ... M kl ... M.. .. M kn - 1-ty wiersz

* * * * * * * * * . . . . . . . . . . . . . . . . . .

nl Mn2 M nk •
k-ta

kolumna

”  M nk •*
l-ta

kolumna

M
n n -

(4)

Pomiędzy elementami k-tego i 1-tego wiersza oraz k-tej i I-tej kolumny 
macierzy zachodzę równości (l) (2) (3 ). Łatwo wykazać, że każdej symetrycz
nej parze uzwojeń odpowiada wektor własny macierzy indukcyjności głównych 
[M], niezależny od wartości jej elementów. Deżeli symetryczne parę tworzę 
uzwojenia: k-te i 1-te, wówczas unormowany wektor własny ma postać:

[o... 0 =- O ... 
!/? 

k-ty 
element

0 - —  0 .
I/?

ł-ty
element

.. o]T.

zaś Jego wartość własna równa się - M ^ )

M [ pki] ‘ (Mkk " M ki> [pki]' (5 )

Wektor własny £Pk /I Jest obrócony o kęt ~  w lewo w stosunku do osi k w 
płaszczyźnie, wyznaczonej przez osie: k i  1 naturalnego układu współrzęd
nych. Wektorem ortogonalnym do niego 1 leżęcym w tej samej płaszczyźnie 
Jest wektor
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[o ... o 0 ... 0 ^ 0  ... o]
L 12 iz J

k-ty 1-ty
eleaent element

Wprowadzając układ współrzędnych o osiach k-tej i 1-teJ , wyznaczonych 
przez wersory: ¡0 ... O ^=,0 ... 0 - — - 0  ... o|T i fo ... O i—  O ...

L T i/r i? J L 1?
... O —  O ... 01 oraz - pozostałych, pokrywających się z osiami natu- 
ralnegi(^układu współrzędnych, otrzymujemy nowy ortogonalny układ współ-? 
rzędnych, którego oś k aa kierunek zgodny z kierunkiem własny*. ,p~ze- 

kszt8łcenia, opisanego macierzą [m3. Macierz transformacji, prowadzą^, z 
naturalnego - do nowego układu współrzędnych oznaczać będziemy prze*. - A  . 
przy czym indeks dolny wskazuje na oś, której wersor Jest wektorem włas
nym macierzy [m]. Ortogonalne macierze transformacji J n J  1 transformacji 
odwrotnej mają postaci

KI-

k-ta 1-ta 
kolumna kolumna

KI"1 - [\lT. (7)
Macierz indukoyjności głównych, określona w nowym układzie współrzędnych 
iloczynem (n J [m] [ n J -1 upraszcza się, a mianowicie elementy k-tego wier
sza i k-tej kolumny zerują się z wyjątkiem elementu, leżącego na przekąt
nej głównej macierzy, który przyjmuje wartość własną ( M ^  - hl^). Taka po
stać macierzy lndukcyjnoścl głównych jest rezultatem dlagonalizującego 
działania wektora własnego, wyznaczającego oś k nowego układu współrzęd

nych.
Stosowanie przedstewiunej transformacji przy analizie obwodów elektro-

negnet vcz nych a symetryez»!« położonych uzwojeniach jaet ezcżególnie ko-
rsystsse wśwczaa, 3<śy próe* unków ( i )  (a) (?) «pełnione są dodatkowo 

równości:

'i?

l/i1

i

li?

i

k-ty wiersz

( 6 )

- 1-ty wiersz
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R, » R- i
k 1 (8) 

Lsk " Lsl'

gdzie:

Rk* R 1 ” rezystancja k-tego i 1-tego uzwojenia,

Ls k ‘ Lal “ Indukcyjnoścl rozproszenia k-tego i 1-tego uzwojenie.

W taki* przypadku układ równań różniczkowych stanu nieustalonego obwo
du elektroaagnetycznego ulega częścloweau rozsprzężeniu, a Mianowicie rów

nanie k-te staje się autononiczne. Formalne wprowadzenie nowego układu 
współrzędnych za ponocę aacierzy transforaacji jN^l sprowadza ' się w rze

czywistości do prostych działań algebraicznych: zsunowanla 1 odjęcia atro- 
naiłi równań różniczkowych k-tego i 1-tego, a następnie - podzielenia ich 
przez |fŚT . Innyal słowy - wynlkiea transf oraacj 1 Jest wprowadzenie w ■lęj- 

see naturalnych współrzędnych: Wj, w2 ... wn (gdzie w Ł = ui ,łi ,'*i^ no"
wych współrzędnych: -

w1 ,w2 ...wk_1 . 1 -  (wk-wx ), "k+ 1...•»!_!• ~  (W|c+w1 ). * 1+1.

W dalszya clęgu będzieay oznaczać nowę k-tę współrzędnę: ~  ("k“" i ) przez
wk , zaś nowę 1-tę współrzędnę: ^ ( w ^ w ^ )  - przez "w^ <2

Istotne znaczenie fizykalne aa fakt. Ze nowy układ współrzędnych - podob
nie Jak naturalny - Jest ortonoraalny. Na skutek tego. aoc chwilowa obwo
du elektroaagnetycznego, wyraZaJęca się iloczynem skalarny« wektorów prę- 
du i napięcia, jest nlazalennikiea transforaacji

p(t) - ujli ♦ ••• ♦ + + ulAl + * unłn =

■ u^lj + ... + 3kIk + ... + Ujlj^ ♦ ... + unin . (9)

Rys* 1. 3-fazowy obwód elektromagne
tyczny z jedną syaetrycznę parę uzwo

jeń

Zastosowanie oaówionej transfor
macji do analizy obwodów prze- 
śledżay na przykładzie '3-fazowego 
obwodu elektroaagnetycznego o nie
symetrycznym rdzeniu, przedstawio

ny« na rys. 1. Uzwojenia 1 i 3 
istanowię parę symetryczną 1 speł
niają warunki (8). Stan nieusta

lony obwodu elektromagnetycznego 
opisany jest układea równań róż
niczkowych :
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U1 R V L s V M 11 "l2 M 13

“2 ■S R *2 d
+ dt Ls *2 d

+ dt M12 M22 M12
U3 R ł3 Ls 13 M 13 M12 M11

. (10 )

Wektor własny macierzy indukcyjności głównych [m ] ma postać:

Transformując układ Równań (10) za pomocę macierzy:

1±— o
12 

o  o
i

12

otrzymujemy

u^ = Rl.1 + 3t LsIl + 3t V"ll ‘ M 1 3 ;ll(M.„ - Mi ) i (125

H  ■ [ : «
dt

#

L 0 s
0 L

i2 d

CnIcg

i,_ -U
+ 3t

2M12

Rozwiązanie równań różniczkowych (12), stransformowanych wg Laplace'a przy 
założeniu zerowych warunków początkowych, aa postać:

u1 (p)
I1 (P ) - R * P U s -* Mal - M 1 3 )'

u3 (p) z23(p) - u 2(p) z 33(p) 
J2 p z23ip;z32(p; - z„,(p;z,,(p)'22 33

_ U (p) z _(p) - G,Cp) z2„(p)
I,(p) = ¿   •*  “

gdzie:
z0_(p) = R + p (L + M 2 5 > 

Z2 3 (p) “ PM12'

Z23(pJZ32l'p) - Z22lp)z33i p ] '

z32(p ) = R + p(Lg + 2Mj 2 ), 
z33(P ) = p(Mu  ,+ M 1 3 ).
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Rzeczywiste wartości prędów Ij(p) i I,(p) znajdujemy na drodze transfor- 
aacji odwrotnej Z8 pomocę macierzy •

■i1*» ■ * V > ]  •

*,<■>>■- * y k < P >  - V " ! l -

3. Analiza obwodu elektromagnetycznego o większej liczbie 
symetrycznych par uzwojeń

Oeżeli obwód magnętyczny zawiera więcej niż jadn« parę uzwojeń położo
nych symetrycznie, to w analogiczny epoeób nożna wyznaczyć wektory własne 
odpowiadejęce pozostałym parom. Niechaj przykładowo parę synetrycznę -

prócz uzwojeń k-tego i 1-tego - tworzę uzwojenia i-te 1 J-te. Załóżmy, że
1 <  j < k  < 1 .  Wprowadzając w miejsce naturalnych współrzędnych: w ̂ ... w^
.. .w^ ... .w^.. .w^.. .w^ nowe współrzędne: wł ...w1...w^...W|{...w^...wn ,

gdzie:

5 i - ^ (" i - " j )*

51 ' ̂  ("i + " j 5*

Sk ' %  ("k " V '

—  (w^ ♦ Wj),

czyli - w interpretacji geometrycznej - skręcajęc w odpowiednich płasz
czyznach osie l,j,k,l naturalnego układu współrzędnych o kęt a pozo
stałe - pozostawiając niezmienione, otrzymujemy ortogonalny układ współ

rzędnych, którego wersory osi "i" i "k" sę równe wektorom własnym macie
rzy Jm ], Elementy macierzy lndukcyjnoóci w nowym układzie współrzędnych 

tNikl O^iklT (9dzle: QNikJ - macierz transformacji) w i-tym 1 k-tym 
wierszu oraz w i-tej 1 k-tej kolumnie przyjmuję wartości równe zero z wy- 
jętkiem tych, które leżę na przekętnej głównej. Ich wartości równe sę 
wartościom własnym: (Mi;l - ) oraz

Przykład obwodu elektromagnetycznego o dwóch symetrycznych parach uzwo

jeń: 1 1 2  oraz 3 1 4  przedstawia rys. 2. Transponowane wektory własne, 
niezależne od wartości elementów macierzy indukcyjnoścl głównych

f i  1 n JIt fn n 1 1 ]1 —  - —  0
Lifi1 fi

Oj oraz 10 0 —  -
l fi fi J

wyznaczaję pierwszy 1 trzeci wiersz macierzy traneformacji
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[NlJ

1

p"
1

&
1 1

P e
0 0

0 0

V

.0 0
0 0

1 1
p ■ p
1 1

r
Oeśli*ponadto:

R 1
C

R 2 '

S i
e

L s 2 ,

R 3
Tt

V

8 3
m

L s 4 ’

Rys. 2. Obwód elektromagne
tyczny z dwoaa eymetryczny- 

ml parami uzwojeń
wówczas w wyniku transf'n ^ c j l  układu rów
nań stanu nieustalone^ nania: pierwsze
1 trzecie staje 8*9 aut*. iczńe.

W identyczny sposób postępujemy, gdy obwód elektromagnetyczny zawiera
więcej symetrycznych par uzwojeń, przy czym ze wzrostem ich liczby korzy
ści, wynikajęce z wprowadzenia nowego układu współrzędnych, eę coraz wy 
raźniejsze. Szczególnym, granicznym przypadkiem Jest obwód elektromagne
tyczny, którego wszystkie uzwojenia nożna uporzędkoweć w symetryczne pa
ry. Parom tym odpowiada j wektorów własnych, niezależnych od wartości 
elementów macierzy indukcyjnaści głównych. Wprowadzajęc nowy układ współ
rzędnych przy analizie takiego obwodu elektromagnetycznego powodujsmy roz- 
sprzężenle się połowy równań różniczkowych etanu nieustalonego.
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AlIAJiH3 SJEKTPOMArHHTHHX UEIIEil C CHMMETPHMHO PACFIOJIOJiCEHHtJMH OBMOTKAMH

P e a 10 m e *

J j,o x a 3a i ; o ,  i T o  K a x ^ o i i  n a p e  O H M M e rp a q H O  p a c n o jio jc e H H Ł c c  o 6m o t o k  o J ie K T p o u a -  

r H H T H o i ł  p e n «  c  H e H a c tn ą e H H in i $ ę p p o M a rH H T E H M  c e p f le n H H K O ii • o o T B e T C T B y e i  c o 6 -  

C T B S H H b lii B e X T O p  M a T D a n a  r j ia B H H X  H H A j’ K T X B H O O T H , H e 3 aB H C H M K S OT 3 H a q e H H 8  e e  

o J ie u e H T O B . B s e n e n a  C K C T e u a  K O O p A H H a i o  o c s m h ,  c o o t  b o t  cT B y io m n M H  o n p e A e jre H H U M  

la K E M  o S p a s o M  o o S o T B e a n a M  B e K T o p a M ,  b  x o T o p o a  q a c T b  ^ H $ ę f .e p e H n H a j ib H n x  y p a B -  

H e H K ii n e p e x o A H o r o  n  p o  p e c  c a  p e n «  p a B H a  q n c j i y  c H u « e T p n q e c K H x  n a p  o S m o t o k ,  o T a -  

H O B H T C a  a B T O M H O g .

AN ANALYSIS OF ELECTROMAGNETIC CIRCUITS WITH 
SYMMETRICAL PAIRS OF WINDINGS

S u m m a r y

It was shown that for any pair of windings, placed symmetrically on the 
unsaturated ferrite core of an electromagnetic circuit can be defined 
an eigenvector of the inductance matrix, regardless of their elements.

If a new orthogonal coordinate system with eigenvectors defined in that 
way is used in the analysis of electromagnetic circuits, a part of diffe
rential equations of transient state, equal with the number of symmetri
cal pairs of windings, becomes autonomous.
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Streszczenie. W artykule omówiono układy kompensacji mocy bier
nej z tyrystorowo sterowanym dławikiem oraz kompensatory z komuta
cję wymuezonę. Podano podstawowe zależności opisujące ich pracę i 
warunki 'kompensacji mocy biernej. .

1. Układ z tyrystorowo sterowanym dławikiem

Układ z tyrystorowo sterowanym dławikiem pozwala na kompensację mocy
biernej metodę pośrednię. Polega ona na wytwarzaniu niezmiennej mocy bier
nej pojemnościowej (równej maksymalnemu zapotrzebowaniu) przez baterię
kondenstarów C i zużyciu części tej mocy .zbędnej do kompensacji w równo
legle pracujęcym regulowanym dławiku L. W układzie tym obwody 3iłowe każ
dej fazy składaję się z baterii kondensatorów, do której równolegle pod- 
łęczony Jest układ składajęcy się z dwóch przeciwrównolegle pracujęcych
tyrystorów i dławika (rys. l). każda faza zasilana Jest napięciem u =
■ i? U cos t. Przez zmianę kęta wysterowania tyrystorów oę(liczonego od
chwili uzyskania przez napięcie zasilajęce wartości maksymalnej) w zakre
sie od O do ę  uzyskuje się zmianę amplitudy pierwszej harmonicznej 
prędu, a co za tym idzie możliwość regulacji pobieranej mocy biernej. Am

plituda pierwszej harmonicznej prędu fazowego kompensatora Xkl.(<*) J6St 
równa różnicy amplitudy prędu kondensatora i amplitudy pierwszej harmo
nicznej prędu dławika

- V C  - IL1.(*?).

Zależność ILJ • ffc^) znaj dejemy rozkładając w ezereg Fouriera funkcję 
ckrmśłającą ezaeewy przebieg prądu dławik«
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Ryt. i. Schemat ideowy układu z tyrystorowo sterowany«) dławikiem oraz 
przebiegi napięcia i prędu iL (t )

Ponieważ
U

iL (t) = (sine.* - einoę),

otrzymamy

Wartość średnię i akutecznę I prędu płynęcego przez Jeden tyry
stor określaję zależności

*śr “ h t  * [2c0#'^“ (Sr- 2o?)sinof],

1 “ wC j/|g r  i f  - oę -  §  8in2of + Csr- 2oę)ein2oę).

Pręd dławika i, (t) mm dla kętów wystorowanio oę/ O kształt impulsów o 
długości (SC - 200. Z togo względu 2a«'«rtość wyższych harmonicznych w prę
dkie dławika zależy od kęts wysterowania tyrystorów. Wartość aaplitudy 
n-tęj harmonicznej prędu iL w stosunku do Maksymalnej wartości amplitu
dy prędu dławika (dla oę ■ 0) można dla danego kęta oę obliczyć z równania

Zno 4 | ain(n+l )o? * sin(n-lJof _ coenofi 
1 7 - " f f l f S T m T r *  * ~.7V-T7 " ^ lno^— „— ]•
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gdzie:
n m 2k +l,

Zależności te w foraie graficznej przedstawiono na rya. 2. Z powyższego 
równania wynika, że w prędzie dławika występuję tylko haraonlczna niepa

rzysta. NaleZy tu równiaż zwró

cić uwagę na fakt, że w prą
dzie przewodowym koapanaatora 
nie występują haraonlczna, któ
rych nuaery są krotnoóciaai 
trzech, ponieważ dławiki połą

czone eę w trójkę?. 3ak wynika 
z przedstawionych rozważań aoc 
bierna wnoszona przez wyższe 
haraonlczna prędu Jest niewiel

ka w porównaniu z nocę biernę 
hsraonlcznaj podstawowej i w 
praktycznych obliczaniach noż
na ję poalnęć, tya bardziej ża 
udział tan zaniejaza się ia 
większa jest aoc zwarciowa ny- 
steeu elektroenergetycznego. W 
celu ewentualnego zaniejazenla 
zawartości wyższych harmonicz

nych w prędzle koapansatore nożna w niejsce baterii kondenaatorów zasto

sować odpowiednio dobrany filtr L,C wyższych harmonicznych.

Rys. 2. Wykresy zależności f(oę)

2, Układ z tyrystorowym sterownikiem o rozdzielonych dławikach

Koapensator nocy biernej przedstawiony na rys. 1 nożna znodyflkować, 
wprowadzając w aiejaca lndukcyjności L - połęczonaj szeregowo z przeclw- 
równolagłyn układen dwu tyrystorów - układ przedstawiony na rys. 3. Skła

da się on z dwóch przeciwrównolegle ' połęczo- 
Tł ^  nych tyrystorów, przy czyn szeregowo z keżdya

z nich połęczony Jest Jeden dławik LI 1 L2.

Rys. 3. Sterownik z roz
dzielonymi dławikanl

Deśli napięcie zasilania aa przebieg u-U^ainc* 
pręd wyjściowy Starownika iL Jest sówny sunie 

prędów płynęcych przez dławiki iLl 1 ŁL2 * przy 
czyfe:

1LI (coaoę- coscot) ■ dla
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U
iL2 = łoT- ^'cosoi- coscot) dls iu 2 ^  °*

Przy założeniu = L , otrzymamy:

.

-2 I^cosoot dla iL1 > 0  i i^z < 0

i, (t) = j I_(cosoc - coscot) dla i, „ = 0l 'i m Lć
Im (-cosoę- coscot) dla iL2 = 0

Wynika stęd, że pręd sterownika ma przebieg cięgły dla a dla
ma przebieg impulsowy, analogiczny Jak w układzie z pkt. l(kęt 

wysterowania Of liczony Jest od przejścia napięcia przez O). Na ry3. 4 

przedstawiono przebiegi napięcia i prędów iL 1 . i|_2 ’ dia rdżnV ch kętów 
cę z przedziału O ^

Rys. 4. Przsbiagi napięcia i prędów w sterowniku o rozdzielonych dławi
kach
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3. Tyrystorowe kompensatory mocy bierne! z komutację wymuszone

Przekształtnik tyrystorowy zasilany z sieci prędu przemiennego może być 
wykorzystany Jako kompensator nocy biernej. Jeżeli zastosujemy komutację 
wymuszonę tyrystorów. Komutacja wymuszona pozwala na zełęczanie i wyłą
czanie tyrystorów w dowolnej chwili czasowej, co pozwala na uzyskanie wy
przedzenia przebiegu napięcis zasilania przez pierwszę harmoniczne prędu.

Rys. 5. Schemat ideowy Jednofazowego kompensatora mocy biernej z komuta
cję wymuszonę oraz przebiegi napięcia i prędu

Na rys. 5 przedstawiono schemat prostego Jednofazowego kompensatora z 
komutację wymuszonę. Zakładajęc, że obciążenie układu ma charakter rszy- 
stancyjny oraz że załączenie tyrystorów głównych następuje na początku 
każdego półokresu napięjgis zasilającego pręd i{t) można określić równa

niem:

l« >

sincjt dla

dla

O sjcot ■< ot

oę C O t  <  SI'

gdzie:
U

1^ « -j|, u(t) « Ua sincot,

oę - kęt wyłączenia tyrystora głównego.

Rozwijając powyższą funkcję w szereg Fouriera otrzymujemy

U r
i(t) = i (2of - ain2of)sincot + (1 - cos2oę)coswt +

+ 2  ain(2n"+l)«t +
n«l

o©

n=l

(n♦1)co 82no^«^,qcos2(n* 1 ) Cos(2n*l k * .
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2 powyższej zależności wynika, ża dla pierwszej harwonlcznej prądu prze- 
kształtnlk pobiera z sieci noc czynnę

i

„2
p ■ gn? (2°f_ sin2^

oraz Jest źródłew wocy biernej indukcyjnej

2 2 
Q = - (1 - cos2of) » - ein2af.

r

Przeanalizujemy dla przykładu przypadek kowpensacjl trójfazowego odbior

nika o wocy P i współczynniku obciążenia cos?^

io (t) =* I0sin(wt-^) gdzie: l0 - j ( | - y - Ł -

dla koepensatora

lk (t) » I^sincct dla 0<tot<.cę ,

gdzie U

Ike ’ Ir* ®
f

Uwzględniajęo tylko piarwezę harwonicznę woźna napisać

o

R - 3 U

Wypadkowy pr«d fazowy l(t) układu odblornlk-kowpenaator Jeat równy

K ('> - >i
, _ ... . l.(t) - l|l2 + I? + 21 I.coa^slnfcat-Y) dla 0<u>t<:oę 

( ) I o k ł 0 k o k o
1 - - dla <*<oot«CJl .

I ain*^ ~ r , 1

, «ą- ; ^ K
L  1 + (2op-sin2of) PoJ

Po obliczenio wartości skutecznej prędu i(t) aożns obliczyć wypadkowy

współczynnik nocy układu określony jako
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a Po + Pk /. Pk^ T ł P. „ 432

%

? \ K J

AXcosV
+  2 _

2of-9in2oę

+ 2ST- 2cĄ + sin2Y5

—  jlcoę- sinZfof-Y) - sin2'f' ♦

coe?0 .

r.
Rodzinę funkcji A.« f(of) obliczonych dla założenia p—  - 1 1 różnych war-

o
tości coaYj, przedstawia rys. 6.

Z zależności przedstawionych powy
żej eożna również obliczyć wartoóć 
kęta oć , przy któryś, suaaryczna b o c  

bierna odbiornika i koapensatora 
Jest równa zeru

Qo * «I O.

po podstawieniu odpowiednich zależ
ności uzyskamy dla pierwszej harmo

nicznej

P.
2 p i  ctgy^ - (2oł- sin2oę).

Rozwięzanis tego równania dla p—  * 1
O

i różnych wartości cos*^ przedsta
wiono na rys. 6 linię przerywenę. Z 

wykresów tych wynika, że dla każdego cos¥^ . istnieję dwie optymalne war

tości kęta oę : Jedna zapewniajęca maksymalny współczynnik aocy %  i druga, 
przy której sumaryczna b o c  bierna układu odbiornik-koapensator Jest rów

na zeru.

4. Kompensatory z koautacle wysuszone i pośredniczącym obwodem 
prądu stałego

j  \
Na rys. 7 podano schemat blokowy kompensatora soey biernej indukcyjnej 

z pośredniczęcym obwodem prędu stałego. Układ składs się z: prostownika P, 
filtru l_d - C j , falownika F , sterownika S i dławika L. Napięcie wyjścio
we falownika up Jest przesunięte w fezie względem napięcia sieci zasi- 
lajęcej ug o kęt ST . Zakładajęc, że obciężenie falownika Jest czysto in-
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Rys. 7. Schemat blokowy koapensatora z pośredniczącym obwodea prędu sta
łego oraz przebiegi prądów 1 napięć w układzie

dukcyjne, a kęt wysterowania oę tyrystorów sterownika S wynosi j^,to pręd 
dławika iL Jest prędea sinusoidalnym opóźnionym o kęt %  względea na

pięcia falownika. Oznacza to, że pręd iL wyprzedza o kęt ^  napięcia 
sieci zasllajęcej, czyli że aa charakter pojemnościowy.

Regulację skutecznej wartości prędu dławika 1^ można uzyskać po
przez:

- regulację napięcia stałego żasllajęcego falownik (poprzez zastosowanie 
prostownika sterowanego),

- przez zmianę kęta wysterowania tyrystorów sterownika w zakresie od ^  
do W  .

Pracę koapensatora Ilustruję przebiegi napięć i prędów przedstawione na 
rye. 7.
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B paSote onacaHH ynpaBJiaemuS csaiHqecKHSS e c io íh e x  peaKiHBHoS houhocth c: 

TupzctopHO ynpaBzaeJiHMa peaitiopaMB, a  Tanie THpacTopHne KouneHcaiopu c BHy- 

TpeHHea KOMuyianHea. tipejo TaBjre aa ochobhhs saBEcmsocTB, onHcuBaamne hx p a-  

60TH H yCJIOBHH KOUneHCaiîHH peaKTHBHOa BOąHOCTH.

THE THYRYSTOR-CONTROLLED DEVICES FOR REACTIVE POWER COMPENSATION

S u m m a r y

The paper describes and analyses the thyrystor-controlled devices for 
reactive power compensation, particularly the static, thyristor-control

led inductor type compensator and devices with controlled firing and exe

cution angles of the thyristors.
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TYRYSTOROWO-MAGNETYCZNY REGULATOR NAPIĘCIA

Streszczenie. W artykule oaówlono zasadę działanie i sposoby 
obliczenia tyrystocowo-aagnetycznego regulatora napięcia w układzie 
transformatorowy«*'. Wyprowadzono równania opleujęce podstawowe za
leżności i charakterystyki regulatora tyrystorowo-aagnetycznego.

1. Zasada działania regulatora tyrystorowo-aagnetyczneoo

Regulator tyryetorowo-aagnetyczny w układzie traneforaatorowya zbudowa
ny Jest z rdzenia, na którya nawinięte sę dwa uzwojenia analogicznie. Jak 
w transformatorze Jednofazowy«: uzwojenie robocze o liczbie zwojów 1

uzwojenie sterujęce o liczbie zwojów zs> W szereg z uzwojenie« roboczy« 
włęczona Jest iapedancja obciężenie ZQ , natoaiest uzwojenie sterujęce 
zbocznikowans Jeat tyrystora« T. Scheeat zastępczy regulatora tyrystoro- 
wo-«agnetycznego przedstawia rys. 1 .

Z Q R. L <s L’»s Ra
»  -(— n  I—  i-------onr> . .nnrv - .4-------------- ^

ufł) 3 , ■ ■ 4 ^

O 11 — ■ — . ■ .i ■ . -4— ■ — 11 •

Rys. 1. Scheeat zastępczy regulatora T-M

W celu objaónienla zasady działania regulatora T-M przyjęto następuję- 
ce założenia upraszczajęce: nie uwzględniono prędu magnesujęcego, przyję
to, że pętla hlsterezy magnetycznej «a współczynnik prostokętnoócl równy 
Jedności, poalnlęto wpływ inpedancji wzdłużnej w schemacie zastępczy«,za-

x ^Patent PRL nr 72715.
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łożono, że maksymalne napięcia zasilania jest mniejsze lub równe napię
ciu Jery tycznemu.
Okres pracy regulatora T-M podzielono na dwa półpkresy:

- półokree sterowania, w którym pozioa indukcji w rdzenia Bs jest ustalo
ny przez włęczenie tyrystora lapulsen bramkowym. Prąd płynie wtedy w 
uzwojeniu roboczym 1 sterującym,

- półokres nasycenia, w którym rdzej jest przemagnesowany od indukcji Bs 
do indukcji nasycenia S^. W chwili nasycenia się rdzenia pręd płynie tyl 
ko w uzwojeniu roboczym.

W półokresle sterowania w przedziale 0 «s cot <  o? 2 Indukcja w rdzeniu 
zmienia się od wartości Bn według zależności

Od momentu załęczenia tyrystora do koóca półokresu sterowania ut ■ ST in
dukcja w rdzeniu na wartość stałą i równą

W czasie półokresu nasycenia w przedziale O « t o t ^ c ę n indukcja w rdze
niu opisana jest zależnością -

gdzie of - bieżący kąt fazowy liczony od początku półokresu nasycenie. Po
równując powyższe równanie z indukcją nasycenia, otrzymamy

Od chwili wejście w nasycenie dc końca półokresu nasycenie indukcja pozo
staje stała i równa SR . Przebiegi prądu i indukcji dla obciążenia rezy- 
Stancyjnego przedstawia rys. 2„

Analizując charakterystyki regulatora T-M przy założeniach upraszcza
jących podanych powyżej, aożna ktwierdzić, że są one bardzo podobne do 
charakterystyk tyrystorowego regaistore napięcia przemiennego. W porówna
niu jednak do regulatorów tyrystorowych regulatory T-M posiadają następu
jące zalety:

B8 - B ^ o s o ^

i r
—■w ] (sinot)dut »

O
B +B (l-cbsqp) » B (i-coąop+cosg? ), „ s n n z

- możliwość regulacji wysokich napięć poprzez odpowiedni dobór przekładni 
transformatora,
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- galwaniczne odizolowanie układu sterowania i regulacji od obwodów eiło
wych ,

- prostą budowę układu sterowania i regulacji.

Istotną cechę rzeczywi
stych regulatorów T-M Jeet 
Istnienie prędu biegu Jało

wego, którego wielkość zale

ży od sposobu konstrukcji i 
wykonania transforeatora. 
Istnienie tego prędu noże 
być wadę przy stosowaniu re
gulatorów T-M w układach na

pędowych, ale eoże stanewić 
cennę zaletę tych regulato
rów, przy zastosowaniu Ich w 
układach zasilania łuku elek
trycznego. Pręd ten będzie 
dodatnio wpływał na stabil
ność palenia się łuku elek

trycznego. W rzeczywistych re
gulatorach T-M charaktery

styka negneeowania rdzenia 
nie jeet idealnie prostokąt
na, występuje zjawisko histe- 
rezy, przenlkalncść eagne- 
tyczna materiału, z którego 
wykonany jest rdzeó. na war
tość skończoną oraz występu

je inpedancje wzdłużna «cha
natu zastępczego transfornatora. Dlatego też, chcąc określić możliwości 
zastosowania regulatora T-M, Jego właściwości i charakterystyki, należy 
przeprowadzić analizę pracy regulatora T-M w oparciu o nodel Jak najbar

dziej zbliżony do układu rzeczywistego.

Rys. 2. Przebiegi prądów i indukcji w re
gulatorze T-M przy obciążeniu rezystan- 
cyjnyn i przyjętych założeniach upraszcza

jących

2. Analiza pracy regulatora T-M z uwzględnienie« prądu wacaesulaoeao

Przyjęto następujące założenia:

- charakterystyka nagnssowania rdzenia eproksynowana jeet trój odcinkowo 
(rys. 3) i nie uwzględniono zjawiska hiaterezy,

- regulator zasilany Jest napięcien przemiennym u(t) « U sincot i
II
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Rys. 3. Aprokayaowana charakterystyka aagnesowania rdzenia

Rys. 4. Schenat zastępczy regulatora T-M dla okresu przewodzenia
tyrystora

ZałóZny, te w chwili cot mST+of^ m °f0 następuje załęczenie tyrystora. 
Schenat zastępczy regulatora T-M dla okresu przewodzenia tyrystora jest 
przedstawiony na rys. 4 , gdzie i

XQ - rezystancja i raaktanoja obclęieaia,

Xp - rezystancja 1 reaktancja rozproszenia uzwojenia roboczego,

X#p- rezystancja 1 reaktancja rozproazenla uzwojenia sterującego,
- reaktancja uzwojenia roboczego,
- reaktancja uzwojenia sterującego:

Xt ■ toLj , ¿*1z S

xs ■ u5Ls-

S - przekrój rdzenia,

1 - długość drogi nagnetycznej rdzenia,

1(0 ; - pręd płyhęey przez uzwojenia robocze w chwili załęczenie ty

rystora ,
M - współczynnik Indukcyjnoścl wzajeanej (M » ,
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l(t) - prąd płynący w uzwojeniu roboczy» po załączaniu tyryatora,

i8(t) - prąd płynący w uzwojeniu sterującya po załąozeaitt tyryatora.

Po przeauniąciu początku układu współrzędnych do punktu of0 pracą regula
tora T-M po załączeniu tyryatora opiauja układ równań

(ro + R r )ir(t) ♦ 4  ♦ Lr Ś& 1  * Lo - V in(tót ♦ V

*

AĄ'tr s - di'Ct)
-M ♦ L_. — I-—  ♦ R.l.Ct ) ♦ L — 5-—  - 0

( 1 )

er dt a a  a dt

i'(t), i'# (t) - przebiegi czaeowe prądów w układzie wapółrządnych o począt
ku w pkt <¥0 . Stosując do układu równań (i) przekształcenie Laplace’a i 

uwzględniając, ie: ^

i;(0 ) - O, ito) - 1 (0 ) 1 Lm  - L#p ♦ Ls , L4ł - Le ♦ Lr ♦ Lji

2j(a) - R2 ♦ sLjjj Ż2 (a) - R a ♦ •tM >

otrzyaujeay skład równań i

sU ainoi + U cosoc
Z. (a)l(a) - aMl'(s) - L . . K O )  -  S .

1 * 1 1 ' a + w

#Ml'(a> ♦ Zg ia)!'^) ♦ HI (o) • O, <2)

“ *  * < V

Rozwiązując układ równań (2 ) etrzysujesy operatorowe równania prądu w u- 
zwojaniu roboozys ite) 1 w uzwojeniu sterującya !,(•). Obliczając trans- 
forsatę odwrotną oraz wracając do poprzedniego układu wąpółrżądnyoh (po

czątek w pkt O) otrzysujeay czaeowe przebiegi prądów i(t) i i# (t).

i(t) - Cjezpj^l (cot — cĄq ) I ♦ C2«xpf —  fcot -of0 )| ♦ Cjcoacc* ♦ C4siaojt,
(3)

gdzie i

C || ,l (L>.lli;(0) " L1L,I(0) + el (0aL..8la%  * V l i l(0)) ;

1 * ”  (aj ♦u>2 )(a1 - ® 2 ^ liiL83 “ 4 1' » ™  ”

+ 8l C0nWa*i,>QŁ * UnLaaa,c°8<yo “ * l-9» 4 i l(Q)t,:>2) +

t#i " 82 ^ LiiLa* " LlLa^
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C, -
82 (4 a 4 l l(0) ” 4 4 l(o)) + 82 (U«L8S8lnoęo + Ra 4 l l(o))

'?   T J - 7 7

C.

(«2 + *> ’S  " 8l )(4 s 4 l  - 4 4  >

*2 (0||Rt«lno^ + UbL#8“ CO*o^ - ^ L j ^ K o )  + L88L1 1I(0 )co2 )

^*2 +ło^ ^ * 2  " 81 ^ 4 l 4 a  " 4 4 *  ^A

2 '
UbR 8 <LOC09OęQ ♦ CO ReLn ^ 0)

( Ą  + ^ J ( . 2 - - 4 US )'

. L».U. 4 4  - / L8.U. + 4 R. (4  + 82 }"

3 (* 2 * “ Z )(L1i '-88 - 4 4 )

4  . - ^ ( » 1  * 82 * L. s 4  - 4 V l 82 » 4 “ R .

(s| *cx>Z )(»l + ^ 2 )(4 1L8S - 4 4 )

- (L88R2 + 4 l R. ) * tf(L.8R2 +~ 11R» )2 - 4(4 l L89 - 4 4 )R2R 
  -------------------

(t) « C1|«xp[^. (wt -<*„)] + C2 a »xp[^| (<+* -oł0 )J +4

+ C38coofc«t + C49*incat , (4 )

g d z i e :

82 MU^elno^ + ex MU^cocoeo^ - R2MI(0)s2 - R2MI(0)c£?

(*1 +co Hbj - »2^ 4 iL8e “ 4 4 5

b2 MU^sino^ + 82 MUbCDC080^ - R2MI(0)8| - R2MI(oXo2 

28 (»1 + w 4 ( 8 2 - •1 ) ( 4 1l98 - 4 4 )
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Równania (3) i (4) a« prawdziwe dla o£0 agcots£oęo + X, gdzie X  Jest ke- 
tea przewodzenia tyrystora. Ket ten woźna obliczyć, przyrównując równa

nie (4) do zera i podstawiając cjt - oęo + X. Zwiana indukcji w przedziale 

o^jss u>t sg o$0 ♦ X  dana Jest wzorem

[ s. (cot -o£ ) I f s„(tot -<*„),
eXp (----- — ---— ) - lj + Bjexp C------------ ) " 1J +

+ C(slnax - alnc^) + Dicoecjt - coec^) ♦ b (0),

gdzie:

B(0)

Począwszy od chwili wyleczenia tyrystora, tzn. od 
chwili Jego ponownego zaleczenia dla cot = 23r + of(

oot = w " oęc + X  do 
vo , indukcyjność główna 

uzwojenia roboczego ulega zwianie w zależności od zwiany przenikalnoścl 
magnetycznej rdzenia. Schemat zastępczy dla tego okreau pracy Jest przed

stawiony na rys. 5.

U m  sin V (/i)

Rys-. 5. Schemat zastępczy regulatora T-M po wyleczeniu tyrystora

Korzystejec z tego schawetu nożna napisać ogólne równanie różniczkowe 
prawdziwe dla c o t ^ c ę w

UBslnu* « (Lq + Lr + L(jti)) + R2 i(t).

Rozwięzanie tego równania na postać

i(t ) - [i(0) - -IBain(ofw - )j exp -oot)ctgV>J + IBeln(cot - V ) .  (5)
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|*f2 ♦ J ( L 0 * Ur + l(ji))S

(L ♦ L + l./„\)co 
arot8 ~~ £---- £----- i Ł L .

** * ♦ **-• l o r
1L z2S

«f efmiii U !  »a»w *a*y L ^ y  - Lj « • ■ ^■r. l(o) « l(aę„). e pręd

!,,{(), który płynie w uzwojeniu roboczy* dla <jjt&ofw , jest zgodnie z 
zełeśśśśel* (s) określony wzorea

i j ( t )  m [tfcfw) -  I ^ s i n f o f ^  “ ^ j ) ]  Mp[(afw -toO ctgSpjJ ♦ I ^ s ln C u «  -  'P j) ,
(6 )

gdzie <

U cj(L + L ♦ t, )
* . u  * T !~ = = = = = ^ = = = = = = = ę  «Pj - ar ot9 -~~ir------ •

f %  + “  (lo * Lr ♦ 4 )2 . 2

Z równania (6 ) ¡sożna wyprowadzić zależność opisujpc* przebieg indukcji
Bj(t)

u z i T
Bi (t) ” "c^ 5  <e°mat - coeo^) + t-£L|^.|ooefen - ^  ♦ V  -

- coafcęw - ♦ ̂ j)] - Ajj^ezpi^ -wt)ctg¥'1 ) - lj ♦ B{0),

gdzie:

r 0 ■ f l  *J ( L o ł Lr ^ '
*

oo(L ł L )
*P, « arotg 'r;

r

Zaleineśei i®) i (75 es prawdziw« w przedziale ®f > gdzieof^j

Hfl
jeet to k#t fazowy, przy który» prąd i4 osiągr wartość . 8  tyw »o-

1 *T
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•

•encle indukcja w rdzeniu osięga wartość 8  ̂ i następuje skokowa zsians 
przenlkalności aagnetycznej z wartości do ¿¿g, co powoduje skokowę

^ z 2S
zmianę indukcyjności uzwojenia roboczego z wartości Lj ■ ■■ y  do war-

tcści L2 * Y  1 • Wartość kęta o£zl nożna obliczyć z zależności (6 ),
"X H,1

podstawiajęc o?t 1 ijCt) « ~z ~‘ Po oslęgnięciu przez indukcję
' f*

wartości Bj (dla a ) t > o ę z l ) pręd w uzwojeniu roboczy» Jest określony 
równanie*

i2 (t) - [ t ;  - W 1" 6*«! - ‘i?2 )] 8Xp [ (<<Zl ♦

+ IB22einfeot - <P2 ) (8)

a indukcje w rdzeniu

B2 (t) “ " £5z^ 5 (COSŁit * coaof2 l ) + - V*2 *<P3 ) -

coe(ofzl - f  2 +<r35j * A2-|o*P [(°f2i -oatictg^gj - lj- + B^,

gdzie:

X22 “ “ L22 ■ 0?(Lo + Lr + L2 )‘ 

T»22 " f 2 1 =->’
Z ' * U

*P2 - arctg

A2
Lr * Lo /j t^ 2 ? K 1 ; slnfcę .«, )]*
u>zrS (1 tg^3 3 l z r »22 ^ z i  “ i J ’

Równania (8 ) i (9) eę określone w przedziale c?zlaS gdzie oęz2
jest to kęt, przy który» Indukcja w rdzeniu osięga wartość B , a pręd

M  ,wartość . Wartość kęta ofz2 obliczymy z równania (8 ) podstawiejęc
r H 1

cot « of _ i i (t ) ■ .
r

Po osiągnięciu przez Indukcję wartości S2 następuje nasycenie rdze
nia a co za ty» idzie indukcyjność uzwojenia »aleje skokowo do zera. Prze

bieg prędu dla okresu nasycenia, tzn. dla °?z2 <  Ł° t^ ° ^ w l ' clanY Je8t 
równanie»
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13(t). * [ t ;  ‘ Xm33Sin(s*z2 - ¥’3 )] , X P [(̂ 2  - “ t)ct^ 3] +

+ I^^elnfcot - 'Pj), (10)

u
gdzie I>33 -        1 . a oęwl Jeat kęten, przy który» prąd

|r2  ♦ « * ( Lc ♦ Lr )Z

H-l , ,
osiąga ponownie wartość Kąt ten nożne obliczyc z równania (10), pod-

r H21
stawiając tót » oęwl i ij(t) » — j— .

Ole wartości cot>ofwl indukcyjność uzwojenia roboczego ponownie osią
ga wartość L«, i rozpoczyna eią rozmagnesowania rdzenia. Do chwili co t - 
>*<3?w 2 , w  której indukcje osiąga wartość Bj, prąd płynący przez uzwojenie 
robocze zmienia sią wg zależności

i2 (t) " ["¡7 ' I«2 2,infcfwl " ¥>2 )] e x p [fc?wl -^*)ctgV>2J +

* 1«2 2sir'̂ CJt ~ ^ 2 ^

a indukcja w rdzeniu

B2
'(t ) „ - - ^ ( c o s o t  - coeo^j) « -^-Ęljcoeicot - *P2 ♦ <P3 > - -

^ w l  ' ^ 2 *  " A2^®xp In.! -^t)ctg<pj-- l |  + B2 . (1 2 )

gdzie

4 '  v x  ■ w * * 4* *  - v ) -

Wartość kfta oę^ etotn® wyznaczyć * zależności (li), wstawiając u* «o£w2 , 
H.l

i i^(t) * -f..

Od chwili cot “ ^ w2 przenikelncść nsgnetyczna wa ponownie wartość ¿tj, a 
indukcyjność uzwojenia robaczege wartość Lj. Prąd i indukcja określane eą
wtedy ząleżnościaei:

1i (t) * [-1; “ 1-ii*1,,(ofw2 ” v,i )] “,tp^ w 2 ♦

✓ 1 '
+ XB4isin(cot - 'Pj).



Bl (t) " ~ C ^ S  (co,wt - coao^g) ♦ S z " ! 31 jcoatot - «Pj ♦ V»3 ) -

»6**2 - ♦ Aj £exp( faę^g - cotJctg«^) - lj + Bj , (14)
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- COSV

gdzie

*1 - ^ 5 *  (* - - W 1* 6* *  - ^  *

Równania < 13) i (14) aę prawdziwe dla of c o t ^  2JT + cę^. W chwili 2S+«f0 

następuje ponowne załączenie tyrystora. Pręd w uzwojeniu roboezyn 1(0), 
który płynie w chwili załączenia tyrystora, nożna obliczyć z równania 
(13), po podstawieniu

xot « 2JF *o(0 1 ij(t) ■ ij (2ST+ oęo ) » l(0).

Wyprowadzone powyżej równania opisuję w miarę dokładnie pracę regulatora 
T-M, jednakże korzystanie z nich w praktyce ze względu na złożonę postać 
jest bardzo trudne, nawet przy zastosowaniu naezyny cyfrowej. Szczególnie 
kłopotliwa jest wyznaczenia zależności 1 (0 ) » ponieważ:

1 ( 0 ) -

orez

<̂ w2 m ^2(ofz * * °ęz2 # ^

" ^3 (°*Z # * ( ̂ ^  2 2 9 fi  ̂9

^ 2 2 " f4 ^ z *  I^0 ^* k* ^zl'.Jh) .

" f5 (ofz' 3L . jSR).’
*

J U  fg(ofz , 1 (0 ), /b),

gdzie ft> - paranetry elektryczne regulatora T-M oraz za względu na to, że 
funkcja *ł transcendentne. W celu wyznaczania zależności l(G) *
• f(a;z ) aożna wykorzystać twierdzenia, ża odpowiedź układu na okresowe 
-wysuszenie (załęczenie tyrystora) będzie w stanie ostalonyo także okreso
wa. Oznacza.to, że dla stanu ustalonego będę spełnione warunki:

Ko) - iji2#r+c*0).
B(0) * B'(29T*ci0 ).

Ze względu na te trudności obliczenia przeprowadzono w dwu wariantach, 
wprowadzajęo dalsze założsala upraszczajęca.
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3 . Obliczania przebiegów prądu obciążenia z uwzględnienie» 
prądu nagneaulacego. przy dwuodcinkowel aproksymacji 
charakterystyki Magnesowania

W porównaniu do rozważań z pkt. 2 wprowadzono uproszczenia polegające 
ne dwuodclnkowej aproksyeacjl charakterystyki Magnesowania (rys. 6 ).

Przyjęcie tego założenia nie aa 
żadnego wpływu na pracę regulato
ra w czasie przewodzenia tyrysto
ra, tzn. w przedziale

ST + Oęz<  cot <  ST + oę2 + X  »

równania opisujące przebieg prądu
l(t), i (t), B (t ) są takie saae, 

8 8
Jak wyprowadzone w pkt. 2. Pozwa
la to jednak uprościć równania dla 
okresu, w którya tyrystor nie 
przewodzi.

W przedziale cot <  °ę zi •
tzn. od chwili, wyłączenia tyry

stora do chwili wejścia rdzenia w 
nasycanie, prąd i^Ct) 1 indukcja

B ^ t )  określone są równanlaai (5) i (6 ). W przedziale ł°t^pęwl rdzeń
Jest neeycony - kąt wyjścia z nasycania). Prąd określony Jeet równa-

niea

1 3 ( 0 ' K  ■ -wt )ct9<̂ ] +

• + lB3 3sin(cot

gdzla1

Ia33 określor,y 3est analogicznie. Jak w równaniu (lO),
B(t) - Bj « const.

W przedziale oęwl«£ w t  <  2ST+ o?o , to znaczy w przedziale od chwili wyjś

cia z nasycenia do ponownego załączenia tyrystora:

Rys. 6 . Charakterystyka Magnesowania 
aproksynowana dwuodclnkowo

i'l(t) - - I,,ai8i n ^ wl « P ^ w l  - » t J c t g ^ J  ♦

+ I^^sinŁot
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Rye. 7. Wykresy funkcjioę^ « f (ô ,)

QizC°)

Rys* 8. Wykresy funkcj i “ f ioęz )



190 T, Rodackl, A. Duda

Ry
e.
 

9.
 

Wy
kr

es
y 

fu
nk
cj

i 
1(
0)
 

» 
f(
®£
z
)



Tyrystorowo-nagnetyczny regulator napięcia 191

gdzie

8l (t) " " Ccosut - coeo^j) + - ¿-¿¿g-jc o s k t  - <-V3 )

- coe(c*wl - *1  * v ]  - Ai|exp[ (oiwl - <Jt)ct9'f’1]  - lj ♦ B1 .

L *L tgV, H, 1

A i ■ s i r  (1 ■ t w - )(~r: ~ ‘ V *

( 17 )

r ST3

Obliczenie przeprowadzono przy zastosowaniu naszyny cyfrowe] wykorzystu
jąc fakt, że w stanie ustalony« 1 (0 ) - 1^(2®' + afQ ) 1 8(0 ) ■ Bj(2 ar + 

Progran obliczeń sporządzono w oparcia o następujący algorytn:

a) przyjąć wartość prądu 1 (0 ) » Inll8in^ o  “ cia"a90 kąta załą
czenia tyrystora °?2 ,

b) dla danego o#2> 1 (0 ) i B(o), obliczyć wartości X, 2 l .
c) sprawdzić, czy spełniony jest warunek

x(o) - i^(2 sr+o?0 ) lub b(o) - B'(2 ar*<*0 ).

d) w przypadku kiedy 1(0) ś ij(2JT+ofg) lub B(o) + Bi ( 2 X * o$0 ) wyko

nać ponowne obliczenia X. o?zl< °?a l > przyjnując do tych obliczać 
wartość l(0 ) * ij(2 ir* cf0 ),

e) obliczenia zakończyć, gdy nastąpi spełnienie warunku

1 (0 ) - i',(2 (k-l) JT* «  ) - i'(2k2T  *oę )1 0 1 0 .

z dokładnością do 0,05.

Na rysunkach 7, 8 , 9 przedstawiono w fornie graficznej obliczone zależno- 
ści ■ f (of2 ); oęzl - fCo^) i 1 (0 ) - f(oę2 ) dla niektórych obciążeń.

W oparciu o te wyniki nożna obliczyć przebiegi prądu obciążenia i induk
cji w rdzeniu regulatora T-M dla różnych kątów wysterowania i różnych ob

ciążeń. Przykładowo, obliczone przebiegi prądu obciążenia zanieszczone na 
rys. 13.

4. Obliczenie przebiegów prądu obciążenia z uwzględnienie« prądu 
aaonesulaceoo. przy trólodclnkowe.1 aprOksynacll cherektyrystykl 
nsanesowanla i poninląclu lnpednnc.1l wzdłużnej t rena f ornat ora

w porówanln do rozważań z pkt. 2 wprowadzono uproszczenie polegające 
na pottinięcle w obliczeniach lapedencjl wzdłużnej transfometere. Przyją-
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Rys. 10. Wykresy funkcji oçz l , ofz2 » ffef2 )

Rys. 11. Wykresy funkcji « ffcęz )
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cie takiego założenia bardzo upraszcza równanie dla okresu przewodzenia 
tyrystora. Maj? one teraz następującą postać;

K r ° *  Ą

i(t) " " V  + [ ^ S S 81" ^  ' ^ o ) + I(05] e

p
ig (t) - ^-^IB33sinfeot - fj) - l(0)(l- exp(fcf0 -cot)^a_) +

Równania dla półokresu nasycenia sają postać identyczną, jak w pkt. 2. 
Należy tylko wstawić do nich R r = O i Lp - 0. Dla tego przypadku prze
prowadzono obliczenia analogiczne, jak w pkt. 3. Obliczono zależności 

°*zl “ ffoęz ):0fw “ f(°fz ')’ a'z2 ” f(o?z): I(0) ' f(c<2 ) > które przedstawiono
ne rysunkach 10. 11, 12. W oparciu o te zależności nożna obliczyć prze
biegi prądu obciążenia i indukcji w rdzeniu dla różnych kątów wysterowa
nia i różnych obciążeń. Przykładowo obliczone przebiegi prądu obciążenia 

zanieszczono na rys. 14.
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THPHOTOPHO-iSArHHTHHE PEryjISHOPH nSPEMEHHOPO 'HAHPHSCEHffil 

P e 3 a u e

B padoie npe.noTaBJieHU npHHoana ^eiiciBua, ¡seTOfl pacqera h aHanHTnqecKH 
onpe^eJieHHhie o c h o b h u 6 saBacHiioeTii h xapaKTepacTHKH a j w  THpaeTopiio-Ma-
raHTHOro peryMTopa nepexeiiHOro HanpasieHHa.

THE THYRYSTOR-MAGNETIC REGULATORS OF ALTERNATING VOLTAGE 

S u n B a r y

The paper presents theoretical discussion on thyrystor-magnetic regu
lators of alternating voltage.

The fundasiental equations and characteristics have been presented.
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STATYCZNA I DYNAMICZNA STABILNOŚĆ ŁUKU ELEKTRYCZNEGO

Streszczenie. W artykule wyprewadzene i przeanalizowano warunki 
statycznej 1  dynaaicznej stabilności pracy luku elektrycznego.

Rozwój techniki półprzewodnikowej uaożliwił zastosowanie tyrystorów do 
budowy regulowanych źródeł zaailania łuko elektrycznego. Zarówno tyrysto
rowe układy zasilania. Jak 1 układy klasyczne (transfornatory i generato
ry spawalnicze) powinny przede wszystkie zapewnić cięgła (stabilne) wyła
dowania łukowe w całya zakresie regulacji. Dlatego celowe Jest poznanie 
warunków koniecznych do zapewnienia stabilnej pracy łuku. W celu ich o- 
kreślenia należy przeanalizować zjawiska zwięzane ze współpraca źródła za
silania z łukien elektryczny* (warunki stabilności statycznej), a dla łu
ku prędu przaaiennego ponadto zjawiska zachodzące przy powtórnya zapala
niu się łuku przy prędach bliskich zeru (warunki stabilności dynanicznej). 
Otrzynane wyniki przydatne będę przy projektowaniu źródeł zasilania łuku 
elektrycznego.

2. Warunki statycznej stabilności palenia się łuku

W ogólny* przypadku stabilność dowolnego procesu fizycznego ocenia się 
wg jego zalany energii. Zalana energii Q w Jednostce czasu określo
na jest różnicę aiędzy aocę dostarczanę do systaau P ,, 1  oddanę przez ey- 
stea O

1. Wstęp
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Jeżeli w łuku elektryczny», rozpatrywany» wg tej zasady, przyrost ener
gii dO = 0 , to wszystkie Jego parametry pozostają niezmienione, Jest to 
stan ustalony, najbardziej pożądany w procesach Jarzenia się łuku. Dla łu
ku elektrycznego moc oddawaną PQ można w większości wypadków uważać za 
stałą. Dlatego stabilność łuku określona jest przez stałość mocy P^ dostar
czonej do łuku. Dla obwodu zasilania łuku (rys. i) można napisać równanie:

U(I)
di.
3T" + W * ( 1 )

gdzie funkcja określa statyczną charakterystykę łuku, a funkcja
U(l) charakterystykę zewnętrzną źródła zasilania (rys. 2).

I #

U*

Rys. 1

Rys. 2

dl,
W przypadku gdy g-r- = 0 punkt pracy układu zasilania łuku wyznaczony jest 
przez punkty A,B lub C przecięcia charakterystyk statycznych źródła zasi
lania i łuku. Określmy, który z punktów A.S.C będzie punktem stabilnej 
pracy układu.

Przypuśćmy, Ze w chwili t = 0 z dowolnej przyczyny prąd łuku uległ 
zmianie o wartości i(o) = A I .  Oznaczmy Jednocześnie przez i(t) bieżącą 
wartość odchylenia prądu łuku od wartości 1 A .B c - każdej chwili t > 0



pręd łuku będzie równy: Ij- = IA B c + a równanie (l) przybiera
postać

U(lA,8.C + 15 * L Ht (1A,B,C * + U ł (lA,B,C * l >- !'2)
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Funkcje U(X) i są nieliniowe i przy aałych zmianach prądu od war
tości IA B r wartości U(lA 3 c + i) i Uj,(lA B Q + i) nożna obliczyć, 
łinearyzując te funkcje w otoczeniu punktów A,B,C:

U(IA,B,C + i} = UA,B.C + (l T )A(B#ci '

L (IA,B,C + *> = L <*>

■3U,
U 1(IA,B,C + " UA.B.C +

i*

Podstawiając wzór (3 ) do (2) otrzymujemy równanie

i i - O )  * ■ t
dI A,B,C °.l A,B,C

Rozwiązanie tego równania przy uwzględnieniu warunku początkowego i (0)«2.I 
ma postać •

(4)

2 równania (4 ) wynika, że dla zapewnienia stabilnego wyładowania łukowego 
w warunkach określonych przez punkty przecięcia statycznej charakterysty
ki źródła zasilania i łuku musi w każdym z tych punktów być prawdziwa 

nierówność

. '3 U ł "3U . - (5)
k  =  ^  ~  $ 1  >  0  1 5

/ ■ * \ *
Wielkość k nazywamy statycznym współczynnikiem stabilności luku. Przy
kładowo, dla źródła zasilania i łuku, o "charakterystykach podanych na rys. 
2, tylko w punkcie B Jest spełniony warunek (5) i dlatego punkt ten jest 

punktem stabilnej pracy łuku, .
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3. Warunki dynamicznej stabilności łuku

Stabilność dynamiczna związana Jest ze zjawiskami zachodzącymi w prze
strzeni międzyelektrodowej przy prędach łuku bliskich zeru. W chwilach tych 
następuje wzr09t działania czynników dejonizacyjnych,co może uniemożliwię 
ponowny zapłon łuku. Dlatego stabilność dynamiczna palenia się łuku zale
żeć będzie nie tylko od parametrów elektrycznych układu zasilania łuku e- 
lektrycznego, ale także od właściwości fizykochemicznych przestrzeni nlę- 
dzyelektrodowej.

Rezystancję łuku nożna określić wzorem

Jednocześnie równanie bilansu energii łuku elektrycznego na postać

Podstawiajęc wzór (7) do (8 ). otrzymujemy zależność określajęcę dynamicz
ne charakterystykę napięclowo-prędowę ^uku

Załóżmy następnie, że w dowolnej chwili t > 0 napięcia 1 pręd łuku noż
na określić równaniem:

U
(«)

gdzie;
Q - energia dostarczana do łuku.
D, Qq  - stałe.

Z równania (6 ) nożna obliczyć szybkość zmian epergli ^

(7)

$  “ V ł  - P0 (8)

(9)

Uj « U ł 0  + u (t) ; Ij » X0 - i(t); UŁ(0) - UłQ; l(0) - IQ

Po podstawieniu wartości U } 1 Ij do równania (9) 1 wykonaniu różniczko
wanie, otrzymamy
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Q0Wielkość Q  » p—  nazywany stałę czesowę łuku. Korzystajęc Jednocześnie 
1 0

ze scheaatu zastępczego układu zasilania łuku dla stanów dynanicznych 
(rys. 3), nożna napisać równanie

L C j-iy ♦ RC ♦ u ♦ L + Ri ■ 0. 
dt

gdzie *,L,C - parametry elektryczne obwodu zasilania*

, 0 5 _____  J ± ł £ .

Rys. 3

Rozwiązując ukłed równań (10) i (11) otrzynujeny równanie operatorowe po- 
zwalajęce określić czasowy przebieg pr«du l(t)

t

a3p3i ♦ a2p2i + »jPji + "o * °- (l2)

gdzie:

*3 " 1 '

R 1 1
a2 ' L - 5  +

1 R  R __1
■i “ r c  " l0  rsr: +

R-R u °

•o ■ l w J s *

Syste* opisany zależnością (12) Jest stabilny, jeżeli współczynniki aQ , 

al* *2* *3 *P*łnlaJ* warunki:

aj. a2 . a3 . a4 >  0 i at a., - aQ *3 >  0.

Z powyższych zależności wynikaję równania określające warunki dynamicznej 
stabilności łuku elektrycznego
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>  O

rR
T CR

1, ,1_  R_ 1
Q ‘ (LC + LCRq + ĆR^g g c ;

R-R o
LCR~ > O (13)

¡r - 1 > 0 Ro

1 R0  R_  1 . n
LC " + LCRn + CRT0 ^ U *

Ponieważ dla najczęściej spotykanych układów zasilania łuku warunek (13) 

jest zawsze spełniony (aQ <  1.10-19 s- 3 ; a2 ̂  1(36 8_1! ai w  1014 s”2 ) i 
R 1ponieważ r  «  7® — , warunki dynamicznej stabilności pracy łuku maję po-l u k q

stac :

J _  . 1
CR0 ^ O'

1 > o.

4. Wnioski

3U ł ^Z nierówności k = ~ ^  >  O, która określa warunek stabilnej pra

cy łuku, wynika, że źródła zasilania łuku powinny mieć charakterystykę ria-
pięciowo-prędowę, zbliżonę Jak najbardziej do charakterystyki idealnego 

Oy
źródła prędu, tzn. ■ Zapewni to nożliwość zasilania łuków o róż
nych typach charakterystyki statycznej.

Wraz ze wzrostem współczynnika stabilności k skróceniu ulega czas u- 
stalania się prędu w przypadku jego zmiany'wywołanej dowolnym zaburzeniem 
oraz wzrostem elastyczności łuku (możliwość zwiększenia Jego długości). 
Zmianę długości łuku można określić wzorem

ALj
** T T  * W j " ’

Warunki stabilności dynamicznej łuku maję postać:
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Stabilność dynanicznę wyładowania łukowego nożna zwiększyć poprzez:

a) zwiększanie wartości napięcia U(y) źródła zasilania łuku w chwili 
zgaśnięcia łuku,

b) zwiększanie napięcia biegu Jałowego,
c) zanlejezenie pojennoścl C w obwodzie zaailania łuku,
d) zwiększenie stałej czasowej,
e) zanlejszenie rezystancji RQ łuku w chwili jego zgaśnięcia,
f) znnlajazenie długośpl -łuku ,
g) zwiększenie indukcyjnoścl L w obwodzie zasilania łuku w chwili zgaś

nięcia łuku,
h) wyellalnowanie lub znniejszenle prędów wirowych.

Wszystkie te sposoby prowadzę w konsekwencji do zwiększenia prędu przed- 
łukowego, dlatego wielkość tego prędu nożna uważać za obiektywnę nlarę sta
bilności dynaalcznej łuku.

%
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STATIC ANO DYNAMIC STABILITY OF AN ELECTRIC ARC 

S u s n a r y

Conditions for static ancf dynamic operation of an electric ere are de
rived and analysed in the paper.
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UKŁADY REGULACJI TYRYSTOROWYCH PRZETWORNIKÓW 
DO ZASILANIA ŁUKU ELEKTRYCZNEGO PRĄDU STAŁEGO

Streszczenie. W artykule przedstawiono struktury układów regula
cji, podano zasady doboru nastaw regulatora prądu i określono wpływ 
różnych paraaetrów obwodu łuku elektrycznego prądu stałego na sta
bilną pracę układu.

1. Wstęp

Układy zasilania łuku elektrycznego auszę spełniać wymagania stawiane 
ia w calu zapewnienia stabilnego palenia się łuku elektrycznego oraz za
pewnić możliwość szybkiego i dokładnego nastawiania optymalnych paraae
trów elektrycznych dla uzyskania najkorzystniejszych wskaźników procesu 
technologicznego. W  ostatnich latach coraz częściej wykorzystuje się do 
tego celu przetworniki tyrystorowe, pracujące w różnych układach połączeń 
z przekształtnikami tyrystorowy«! w układzie mostkowy« oraz z regulacją 
po stronie prądu przemiennego po pierwotnej lub wtórnej stronie transfor

matora dopasowującego. Przetworniki tyrystorowe, pracujące' w układzie o- 
twartym, nie bardzo nadają się do zasilania łuku elektrycznego, głównie z 
powodu stosunkowo sztywnych charakterystyk zewnętrznych i pulsacji prądu 
na wyjściu. W celu zapewnienia poprawnej pracy konieczne Jest stosowanie 
elektronicznych układów regulacji, których zadaniem będzie odpowiednie u- 
ksztśłtowanie charakterystyk zewnętrznych przetwornika tyrystorowego,roz

szerzenie zakresu regulacji, poprawa dynamiki układu w stanach przejścio
wych, stworzenie możliwości sterowania programowego całego procesu tech
nologicznego. Dlatego też bardzo ważnym zagadnieniem jest wybór właściwej 
struktury układu regulacji 1 określenie optymalnych nastaw regulatora prą
du łuku, który jest obiaktea o silnie nieliniowej charakterystyce zależ

nej od wielu czynników zewnętrznych.
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2. Układ ze sprzężeniem z w r o t n y  p r ą d o w y  1 regulatora« PI

Uproszczony schemat zamkniętego układa regmlacji prędu łuku, do które
go można sprowadzić wszystkie układy z przetwornikiea tyrystorowym, przed
stawia rys. 1.

Ut
U ster

Ą  Rz
...__^

UłT ,
Regulator

Praetwonuk
tyrystorowy łup Urt |

Uktad 
pomiaru 
prądu

Rys. 1. Uproszczony scheaat układu regulacji

Łuk elektryczny określony jest nieliniowe charakterystykę naplęciowo- 
predowe, przedstawione na rys. 2. Z charakterystyki tej aoina określić dy- 
naaiczny współczynnik wzaocnleaia łuku k̂ -, który jest funkcje predu łuku. 
i jego długości

dU^

“ wz “ f(Ir* V*

Rys. 2. Charakterystyka zewnętrzna 
łuku elektrycznego

Sak widać z rys. 2, dynamiczny współ
czynnik wzaocnienia łuku k^ zaienla 
się nieliniowo w szerokich granicach 
od wartości ujeanych dla aałych prą

dów do wartości dodatnich dla prądów 
dużych. W obwodzie prędu stałego znaj
duje 3ię indukcyjność zastępcza t-z 
równa sunie indukcyjności włączonych 
w obwód łuku i indukcyjności układu 
zasilania sprowadzonych na stronę 
prądu stałego oraz rezystancja za

stępcza Rz równa rezystancji obwodu
łuku 1 układu zasilania. Stała cza
sowa samego łuku jest bardzo mała, 

rzędu 1 0 ¿xs - 100 ¡ta £2]. jednakże ponieważ w obwodzie łuku znajduje się 
pewna indukcyjność i rezystancja, nożna wówczas określić stałą czasową ca
łego obwodu łuku Zwiększanie indukcyjności w obwodzie łuku

jest zjawiskiem korzystnym, ponieważ pozwala zwiększyć stałą czasową łuku 
oraz wpływa na wygładzenie prądu łuku, co z kolei pozwala zmniejszyć sta

łą czasową filtru układu pomiaru prądu.
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Układ poalaru prądu Jaet eleaentea inercyjhyn pierwszego rzędu, które
go współczynnik wzaocnlenia oznaczono przez kp , a stało czasową przez Tp . 
W celu uproszczenia dalszych rozważań założono, że przetwornik tyrystoro
wy Jest eleaantea bezlnercyjnya, bez opóźnienia i aa współczynnik wzeoc- 
nlenla kT .

W układzie zastosowano regulator typu PI, którego funkcja przejścia o- 
kreólona jest równanlea

Bp (s)
1 + sTr
• ~ r 1

W oparciu o te rozważania aożna narysować scheaat blokowy układu regula
cji prądu, przedstawiony na rys. 3.

Rys. 3. Scheaat blokowy układu regulacji

Ze względu na silnie nieliniową zależność współczynnika waaecnlenla łu
ku kj. od prądu, tak opisany układ nożna stosunkowo łatwe analizować tyl
ko przy aałych odchyleniach od stanu ustalonego scharakteryzowanego usta-

lonyai paraaetrani napięcia łuku Ułu 1 prądu łuku Iju :

uł " U ł ' U łu’

Łł - *ł - 1łu*

gdzie u^ i ij są niawiolklai wartośclaal odchyleń napięcia i prądu od 
stanu ustalonego. Przy tych założeniach aożna napisać

ił(e)

“ ¡¡TST

Ir j r

i + R2(1 ♦
R ^ r T T z r p ‘

gdzie ir-
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Dla całych odchyleń od 8tanu ustalonego scheast blokowy układu regulacji 
będzie więc wyględał tak, jak na rya. 4,

Rys. 4. Schenat blokowy układu regulacji dla aaiych odchyleń od atanu
ustalonego

Transaitancja operatorowa zaaknlętego układu regulacji, przedstawionego 
na rys, 4, Jest opisana równanie»

i.(s)
G_(s) -

“i z ^  * 7 7 7 ł  „3

(l + aTr )(l + aTp ) 
_ R _ T -------------------------------------

kpię ł 83 + s ^ [ v il+P )TF]*z+

Określając warunki stabilności układu z kryterlu» Hurwitza, otrzyaany:

k k k
r T F

RzT r krkT kF 
krkTkF P'z

Tj ♦ Tp(l + p  ) >  O.

» 1 +[b) [Tj. + Tp(i + / & ) ] -  T j T p ^ O .

Z warunków tych określić solna wartości stałej czasowej filtru, współczyn
nika wzwocnlenia 1 stałej czasowej regulatora, aby zapewnić dla danego 
stabilność układu regulacji. Z analizy pracy luku wynika, te krytyczne wa
runki tej prasy występuję przy nałych prędach łuku, gdy wartości współ
czynnika jh , określającego nachylenie charakterystyki napięcicwo-prędowej 
łuku w stosunku do rezystancji R^ obwodu zasilania,, sę «£-1. Zauważ- 
e y , że wówczas całkowita rezystancja układu Rz (l i jh) Jest równa lub 
■niej sza od zera

Rz(i + f b ) <  o.
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Aby zapewnić możliwie krótki czas trwania przebiegów przejściowych w 
układzie 1 nie pozwolić na niedopuszczalne oscylacje prędu łuku, przy 
możliwie najaniejszej lndukcyjności zastępczej w obwodzie łuku, nastawy 
regulatora powinny być dobrane w oparciu o kryteriua opityaalizujęce.Chcęc 
zapewnić nożliwle szeroki zakres poprawnej pracy, nastawy regulatora należy 
dobierać dla /& odpowiadającego ainiaua prędu łuku Optyaelne war
tości współczynnika kr i stałej czasowej regulatora Tr nożna wyznaczyć 
w oparciu o kryteriua aodułowe Kesslera.

Transaltancja operatorowe otwartego układu regulacji (z rys. 4)

_ / X ° i ł ^  0  ^  kTkF 1
o ’ u'"~ T a7J~,-\ C l ' *-£ 7  * -------- r ------- ----- *r  - r  ( 1  e  •  Ą ) ( l  *  S T F )

□la takiego obiektu optyaalne nastawy regulatora nożna obliczyć £lj:

T ł '- dla przypadku

t , d ^ ) T F ]

r [ U  * P* F 1 v ł J'

T ł t f
r ” 1+/& ' t ł r  Tł t

1 (l+y&JTp

T,
- dla przypadku

Rz T ł 
kT F  ’ 2 TF

T,

kr

Tr - T*j5"

Należy zazneczyć, że z powodu uproszczeń zastosowanych w powyższych roz
ważaniach (poainięcie opóźnienia wnoszonego przez przekształtnik tyrysto
rowy) oraz z powodu nieliniowej charakterystyki łuku, zależnej dodatkowo 
od chwilowych warunków jego palenia się, obliczone optynalne nastawy re
gulatora należy potraktować orientacyjnie. Znacznie dokładniej nożna ana

lizować pracę układu regulacji prędu łuku stosujęc nodelowanie na naszy- 
nie analogowej, pozwoli to na zrezygnowanie z niektórych uproszczeń oraz 
na optynalny dobór nie tylko nastaw regulatora, ale lndukcyjności w obwo

dzie łuku 1 stałej czasowej filtru układu poniaru prędu.
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W przypadku gdyby dla założonych warunków pracy i paraaetrów układu nie 
udało eię uzyskać w proponowanym układzie właściwe] pracy, znaczna popra

wę nożna uzyskać wprowadzając dodatkowe konpensujęce sprzężenie zwrotne
(rya. 5).

3, Układ z dodatkowy koapenaulacy sprzężenie« z w ro tn y

Ns rys. 5 przedstawiono achanat blokowy układu regulacji prądu łaku ze 
sprzężenie« prędowya i dodatkowy« sprzężenie« konpensujęcyc od napięcia
łuku.

l STp 
sTr

4
kr r

Ud

w

k f
(4 + sT(i)

,ur

RzOl+sTip) j
i r

Rys. 5. Schenat blokowy układu regulacji z dodatkowy« koapensujęcya sprzę
żenie« zwrotny«

Anallzujęc pracę układu dla «ałych odchyleń od atanu ustalonego, nożna \ 
porysować schenat blokowy podany na rya. 6»

UIX

. 4 ■+ &Tr
k t

k
(4 + aTP)

Hr
IR*

Jisi^
RzCi+lBłcO

Rys. 6. Schenat blokowy układu regulacji z dodatkowy« konpensujęcye sprzę
żenie« zwrotny» dla «ałych odchyleń od stanu ustalonego
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W oparciu o ten scheaat nożna obliczyć transnltancję operatorowę zae- 
knlętego układu regulacji

lj(a) (1 + sTr )(l + aTp)
GZ ( » ) ■ 1TTST ■ H T . T .  - — t r r -------- —  w  --------

1 krkT 8 ♦ \nq: (Tł * tf >8 ♦ {ięię ♦ kF )Tr9 * kF

Wynika etęd, że dzięki takleau sprzężeniu zwrotnenu ellainujeay nielinio
we właściwości łuku, układ regulacyjny staje się całkowicie liniowy. Op- 
tyaalne nastawy regulatora, obliczona z kryteriun Modułowego Ksaslera, wy

noszę i

- dla przypadku, kiedy Tp "

R T» T
kr ” 2 k T ~  + T“ *̂ r ZkTtF p T ł

T

Tr - T ł +  V  F' ' t "7 '

‘f 'f

- dla przypadku, kiedy Tj sg> Tp

kr “ t f c  • 2 ^
Rz ' T ł

Tr ’ V

W rzeczywistych układach nie uda pi« oalęgnęć tak idealnych wyników, co

jest spowodowane następujęcywi przyczynaaii

- W powyższych rozważaniach poainięto opóźnienie, która wnosi do układu 
przekształtnik tyrystorowy. Powoduje to, ża po zaienie eygnełu steruję- 
cego napięcie na wyjściu przekształtnika znieni się dopiero po następ- 
nyn lnpulsle wyzwalający«. \

- Napięcie łuku wykazuje duże i szybkie wahanie, dlatego teżNsartość aie- 
rzona przad wprowadzeniea do układu regulacji nusi być. wygładzona. Za
stosowanie filtru w torze napięciowego sprzężenia zwrotnego powoduje że 
sygnał napięciowy wprowadzony jest do układu regulacji z pewnę stałę cza- 
sewę. Powlao tych trudności w układzie z kosepensujęcyn sprzężeni«» 
zwrotnyn nożna uzyskać znacznie szerszy zakres rsgulscji prędu łuku niż 
w ukłsdzis bez tego sprzężsnis.
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4. Wnioski

- Łuk elektryczny jest odbiornikiem o silnie nieliniowej charakterystyce 
zależnej, od szeregu paranetrów zewnętrznych, dlatego też w prosty« u- 
kładzie regulacji z regulatoren PI nie nożna uzyskać optynalnych warun
ków pracy w szeroki« zakresie z«lan prądu łuku.

- W układzie z regulatoren PI stabilna praca jest «ożliwa dla ^>--1 1 dla
1, przy odpowiednio dobranych paranetrach układu. Na pracę układu 

i optynalne nastawy regulatora naję wpływ następujęce paranetry: rezy
stancja obwodu zasilania Rz> indukcyjność w obwodzie łuku Lz , stała cza

sowa filtru w torze sprzężenia prędowego T_ 1 dynamiczny współczynnik
• •

wznocnienia łuku k^.

- Wybór optymalnych nastaw regulatora powinien być wykonywany dla najtrud

niejszych warunków pracy układu, tzn. dla (przy pracy na części 
charakterystyki łuku, gdzie /h>-l dla nlnimalnego prędu łuku).

- Oynanika układu regulacji w szerokiu zakresie zuian prędu uległaby po
prawie przez zastosowanie adaptacyjnego regulatora PI, w któryś nastawy 
nożna by było zmieniać w zależności od punktu pracy tak, aby w zależno
ści od aktualnej wartości współczynnika jb były zawsze optymalne.

- Zakres regulacji prędu łuku w układzie z regulatoren PI można znacznie 
rozszerzyć przez zastosowanie kompensujęcago napięciowego sprzężenia 
zwrotnego.
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THE CONTROL SYSTEM OF THYRISTOR TRANSDUCERS FOR POWERING

THE D.C. ELECTRIC ARC
■

• K  •
»•

S u r  a  a r y

The paper contains the patterns of the control systems, gives the prin
ciples of choosing the current regulator settings, deieraines the iapect 
of various parameters of the d.c. electric arc on the operational stabili

ty-
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PROCESY ELEKTROMAGNETYCZNE W OBWODACH GŁÓWNYCH 
FALOWNIKA PRĄDU POŚREDNIEGO PRZEMIENNIKA CZĘSTOTLIWOŚCI

Streszczenie. W  srtykule przedstawiono podstawowe zwięzki anali- 
tyczne niędzy parenetrenl elektrycznym, cechujęcyal pracę falownl- 
ks prędu w czasie konotacji. Rozważono konutację dla przypadku za
silania silnika asynchronicznego oraz 3-fazowego odbioru o charak
terze R-L. Szczególna uwagę zwrócono na precyzyjne okreólenle cza
sów trwania poszczególnych etapów konotacji.

1. Wstęp

Wóród znanych rozwiązań pośrednich przealenników częstotliwości o sze- 
rokln zakresie zaian częstotliwości wyjściowej, wielona korzystnym włas
ność lani wyróżnia się rozWięzanls wykorzystującą w II stopniu przetwa

rzania nocy falownik prędu [2], [3], [5]i (rys. la).
Pręd Id wysuszany jsst przez Zespół: prostownik starowany - dławik 

obwodu pośrednlczęeego L^. Wartość prędu 1^' ustalana jest poprzez zals- 
nę wysterowania prostownika. Drugi z przekształtników, falownik, pozwala 
na uzyskanie pożędanej częstotliwości przebiegów na wyjściu przenlennlks, 
spełniajęc rolę koautstora elektronicznego wyblerajęcego kolejne pary ga

łęzi 3-fazowego obciężsnla [lJ, t5j. Podstawę poprawnej pracy falownika 
oraz w konsekwencji całego przealennlka, sę konutację zachodzęce w obrę
bie zespołu: falownik prędu - obciężsnla. Celea artykułu jest podanie 
zwlęzków analitycznych niędzy wlelkośclaul elektrycznym, opisujących pro

ces koautecjl w falowniku prędu. Założono:

- żs zawory sę idealna w sensie ich statyki (powinięcie spadków napięć na 
zaworach w stanie przewodzenia oraz prędów tyrystorów w stanach bloko

wania i zaworowyn),
- idealne wygładzenie prędu obwodu pośrednlczęeego (tzn. id(t) » 1^ « 

const a L. m a c ) ,
1

- zakres konotacji prostej (całkowity czas koautacjl tfc<  g  f ).
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- strukturę falownika prędu zgodnie z rys. Ib,
- obciężenie w postaci klatkowego allnlka asynchronicznego oraz 3-fazowe- 

go synatrycznego odbioru typu R-L.

Za  s.

a )

Rys. 1. Schesat blokowy pośredniego przeniennika częstotliwości z falow
nikiem prędu (a) (P - prostownik sterowany, 0L - obwód pośredniczący prę-
du stałego, F - falownik prędu) oraz achenat ideowy falownika prędu z 

p dlodani odcinajęcyni (b)

2. Analiza procesu komutacji w falowniku prędu
zaollalecys silnik asynchroniczny

Dla silnika asynchronicznego zasilanego z falownika prędowsgo nożna 
przyjęć, w całyn nienal zakresie częstotliwości, schenat zastępczy typu
R-L-E ¡[2] (rys. 2).

L——J 1. —J  I R L

Er*

Cn,

Erc

Rys. 2. Schsaat zastępczy silnika asynchronicznego przy zasilaniu z fa
lownik a prędu
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Przy założeniu pracy za stabilizację etruaienia skojarzonego wirnika (V  ■ 
«const) wartoźci aił elektroaotorycznych rotacji Er 39 proporcjonalne do 
częstotliwości zasilania silnika

gdzie Ern Jest, określonę paraaetraal maszyny. wartośclę aaplitudy sea Er 
dla warunków znamionowych.
Zależność wartości Ern od paraaetrów zwarciowych oraz znaaionowego współ
czynnika aocy cos 'f aaszyny, sprawia, iż spotykane w opracowaniach toastu 
oszacowanie przybliżone: Ern « UBf) prowadzić aoże do określonych błędów 
obliczeniowych, zwłaszcza dla niezbyt dużych aocy napędów.

Przykładowo Już dla silników o mocach znamionowych Pn 20-25 kw, ty
powe wartości Ern nie przekraczaję 95% Uan«

Najistotniejsze z punktu widzenia projektowania i doboru elementów fa
lownika, sę zależności wartości aaksynalnych napięć na kondensatorach ko- 
autacyjnych oraz czasów poszczególnych etapów koautacji od parametrów(czę
stotliwości f oraz obciężenia) pracy napędu. Opisowi procesu komutacji 
w oaawianym falowniku poświęcono wiele prac. Poniżej , przy podawaniu o- 
kreślonych zwlęzków, ograniczono się Jedynie do niezbędnych uwag.

Rys. 3. Scheaat fragmentu zespołu falownik prędu-silnik asynchroniczny;

f
(i)

a)

stan przed komutację tyrystora Tj 'uci “ ”U c3 ” Uc Uc2 " ° H e ;  oraz 
uproszczone przebiegi czasowe wybranych wielkości układu (U£ » UE - UE )
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°E ■ Ern[9in(i  - 8ln(i  + ̂ E  * m (z)

gdzie

v E » £  ( ę ^  ±1 ) - r  ((&) (3 )

jest kętea więdzy wakazaai aea E p oraz 1-haroonlcznej prędu stojana o- 
r a z;

ofi [b ” 8ę względnyal wartościaai częstotliwości harmonicznych podsta
wowych, odpowiednio w obwodzie stojana i wirnika silnika.

Poniewsi zachodzi : E-ax  ̂c  napięcie U£ zalenne wraz
z częstotliwościę oraz z obcięienien (por. (2 ), (3 )), przyjauje wyłęcznie 
wartości dodatnie. W konsekwencji, w I etapie koautacji. rozpoczynajęcya 
się włęczeniea tyrystora fazy aajęcej przejęć pręd obcięZenia, a kończę- 
cya się 2 chwilę dodatniej polaryzacji diody w gałęzi ww. tyrystora (dla
przypadku z rys, 3a tyrystor Tg, faza B oraz dioda Dg), napięcie konden
satora koautacyjnego przeładowywanego stełyn prędaa

uc (t) » Uc (0)  g t (4)

zwiania znak (tl (t.) <  O).c 1
Przebieg czasowy napięcia na .diodzie Dg aa postać

» UD 2 (t) “ "Uc (t) " °E * IdR ' '5)

akęd czsa trwania I etapu koautacji

t 1 -  C- [(Uc(0) + UE] i- - r | .  (6)

•̂ T- i iw ¿¡S ^ f ^

Ą
t "

Rys. 4. Scheast wyciska układu podczas IX stepu kosatacji w grupie anodo-
dowsj między fazaai A i 8 

3Poj ennoćć C * ^  C i 1 i * 1,2 ,3
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Wf XI etapie koautacji, cechuj ęcya się chwilowy« przewodzenie« wszyst
kich 3 faz, struktura tworzęcego się obwodu (rys. 4) prowadzi do równa
nia

2
^  Uc (t) ♦ 2 * ^  f- Uc (t) +u>l Ue (t) - - ^ ( R I d + UE ). (7)

z warunkaai początkowymi:

U c (0) - RId - U£

(?•)

\

B T ° c (t)|t. o " - ^ '

gdzie:
p

o?= ę - współczynnik tłumienia obwodu komutacyjnego,

9 =  - ispedancjo falowa obwodu konutacyjnego,

co„ = 1 - pulsacja własna nietłunlona obwodu komutacyjnego.
° f2Uf

Na podstawie równania różniczkowego (7) otrzymuje się

oę^-jyp)}« - V "1 exp(̂ u>0t ) jsinwoQt - 2ô os(w<o;t - <S )J - (RÎ  + UE »̂
( 8 )

gdzie:

- i 1 -oę2 .

<S■ arctg

Znajomość przebiegu czasowego napięcia kondensatora konutacyjnego uc ^t  ̂
pozwala na określenie prędśw komutujęcych faz:

dU (t)
iA (t) » -C — g-—  m Idexp(-ofo^t )(coewcoot + oęw- sinwc^t),

(9)

iB^t ̂ “ Xd * ^

oraz czasu trwania II etapu komutacji

r2 - sir [ f  ♦ arct9(f)]. (10)



Napięcie początkowe kondensatora komutacyjnego U (0) - możno obliczyć zc
warunku cykliczności przebiegów w falowniku

uc (o) * -uc (tk ) (11)

(t^ - całkowity czas komutacji).

UwzględniaJęc podsne wcześniej zależności, w szczególności (9) i (10), 
napięcie Uc(0), będęce Jednocześnie maksymalnym napięciem blokowania i 
wstecznym tyrystorów mostka falowniczego, przyjmuje postać
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uc(o) » UE + Id.i^9®xp j~ %  (f ♦ arctg 2f)J + r|>. (12)

Wstawiajęc powyższę wartość do wzoru (6), otrzymuje się w odniesieniu do 
czasu I etapu komutacji

*1 " UE + 6XP[- w (f  + arct9 ^ j l  (13>

Od poziomu napięcia Uc0) zależy także najistotniejsza z punktu widzenia 
niezawodnej komutacji tyrystorów wartość czasu dysponowanego na wyłęcza- 
nie

C.U (0)
1* ae — ---  c ---
<** xd “ o ^  + 6xp[- £ (f + arct9 w}] +°f|- (14)

3. Zależności obowiązujęce dla kowutac.1l w falowniku prędu 
w przypadku 3-fazoweao. symetrycznego odbioru typu R-L

Dla rozważanego przypadku (który obejmuje również stan zwarcia silni
ka) ważność zachowuję podane w punkcie 2 zależności, opisujęce przebieg 
prędu w TI etapie komutacji oraz czas trwania II etapu (9) oraz (lO).Czas 
trwania I etapu komutacji oraz napięcie na kondensatorze komutacyjnym Uc(0) 
otrzymać można przyjaujęc odpowiednio we wzorach (13) oraz (12) U£ = O.

*t " exp[' " (? + arstg «O * (15)

Uc (0) * I j *  + ? s s p [ -  f  (f  * arctg &)J j* (16)

Ponieważ napięcie końcowe kondensatora komutacyjnego.»- T etapie komutacji

(17)
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czas dysponowany na wyłączanie komutowanego tyrystora t^w wykracza poza 
pierwszy etap komutacji

*dw * *1 + *• ( 1 8 )

gdzie czas t'w formie uwikłanej podaje równanie (otrzymane ,z U (t) wg wzo
ru (8) dla Uc « 0)

slnwco t' - 2 3  cos (« ot = 0. (19)

Przekształcajęc powyższe równanie (przy uwzględnieniu rzędu wartością 
oraz t', skęd exp(-ofco0t') %  l), otrzymuje się

wc^t' = arctg ) - arcslnwoę. (20)
w -of

Wobec spełnienia w realnych układach warunku oę <  0,525 1 wynlkajęcej
stęd nierówności: (wo;)2 + (2woę)2 <  1, zapisać nożna ostatecznie

u>o t' = i  arcsin|2wc^l - (wof)2 - noę ^1 - (2wof)2 ' (21)

Charakter zależności "&'• f(o?) (rys. 
5), pozwala na przyjęcie w zakresie 
realnych wartości współczynnika tłu
mienia, praktycznie bez błędu, osza
cowania

( 2 2 )

W konsekwencji, wzór określajęcy czas
n, dysponowany na wyłączanie dla przy-

Rys. 5. Wykres zależności kętav) .. . . . _
od współczynnika tłumienia obwodu Padku obciężenla typu R-L przyjmuje

komutacyjnego postać

dw ^ j exp[- f  (f  ♦ arct9 (23)

4. Zakończenie

Przedstawione w artykule zależności sę istotne z punktu widzenia ana
lizy przebiegu komutacji i projektowania elementów obwodów głównych fa
lownika. Obowlęzifję ohe przy upraszczaj ęcym założeniu stanu idealnego wy
muszenia prędowego i^ft) = Icj ” const. Zwięzki te, jakkolwiek użyteczne.
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szczególnie z inżynierskiego punktu widzenie, prowadzę do wartości odbie- 
gajęcych w ogólności nieco od wartości mierzonych w układach rzeczywistych 
[3l fłj, Rozbieżności te wynikaję z oajęcego miejsce, a nie uwzględniane
go w przyjętym modelu, odkształcenia krzywej prędu 1^ w chwili komuta
cji. Wielkości rozbieżności, oslęgejęce wartości rzędu kilkunastu procent, 
zależę w konkretnych przypadkach od wartości indukcyjności L^ dławika ob
wodu pośrednlczęcego.

LITERATURA

fl] KRIVICKIO S.O., EPSZTE3N I.I.: Dinamika czastotno-regulirujemych slek- 
tropriwodow e awtonomnymi inwiertorami. Eniergia, Moskwa, 1970.

1X1 KLAUTSCHEK H . : Das Verhalten der Induktionsmaschine bei Speisung über 
Stromzwlschenkreisunrichter. ETZ, Bd. 95, 1974, K. 5,

£3] GRZESIK B,, »OSIŃSKI H . : Projektowanie elementów obwodów głównych prze— - 
miasnlke z falownikiem prędowym zasilajęcym silnik asynchroniczny.Kra
jowa Konferencja, AGH, Kraków, 1977.

£4] «(OSIŃSKI H., GRZESIK B. , MYRCIK Cz. , NOWAK 0., KLYTTA M.: Wyniki ba
dań prototypu układu napędowego z silnikiem asynchronicznym klatkowym 
o mocy 45 kW zasilanym z falownika prędowego. Krajowa Konferencja,AGH
Kraków 1977.

[5] KLYTTA M . : Układy napędowe z asynchronicznymi silnikami klatkowymi za
silanymi z falowników prędu. Materiały konferencyjne, OP T, Katowice
1976.

Wpłynęło do Redakcji w lutym 1980 Recenzent:
Doc. dr Dózef Dancewicz

BJEKSPOMATHSMEHE HPOIUBOCH B CMOBHX tpälßiX HHBEPTOPA T0KÄ 
HGCPiSJiHErO OPEOEPASOBATEJM HACTOTE

P  e 3 » a e

B cTat& e upeACTaE^eHii ochobbhs an a iM su tecE H e otHomeKxa u ex ^ y  sae K T p aa ec - 
zzms napataoTBSKH, aap&KrepsayrautWE M o u u y tamoamte npopeccu a iHBeptope to-
aa, SpoaaazHsspoBfeaH xomtyr»sportem apoqseou b o  apeiu mnasaut acaszponaoro 
xasratexx, a tasste 3-#a8».oft aKSBBHO-HHÄyictKBHOä Barpysu. OópaąeHO oooóoe 
BKBMassie sa tanKoe onpeneaesBe spessesa stanos.



Procesy elektroaagnetyczne w obwodach. 223

ELECTROMAGNETIC PROCESSES IN THE MAIN CIRCUITS
OF THE TRANSIENT CURRENT *INVERTOR IN THE FREQUENCY CONVERTOR

S u ■ m a r y

The paper presents the bssie analytical ties among electrical parame
ters that characterize the current invertor's operation at the time of 
commutation. The coaautatlon for powering the asynchronous aotor and 3- 
phase reception, type R-L have been analysed. Special attention has been 
paid to precise determination of the duration time of each particular com
mutation stage.
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ZASTOSOWANIE REGULATORA O ZMIENNYM CZASIE CAŁKOWANIA 
W OBWODZIE UOEMNEGO NAPIĘCIOWEGO SPRZĘŻENIA ZWROTNEGO 
UKŁADU STEROWANIA FAZOWEGO CYKLOKONWERTORA

Streszczenie. Cyklokonwertor stanowi specyficzny wzmacniacz no
cy , którego linearyzację nożna osięgnęć poprzez zastosowanie sprzę
żeń zwrotnych. Ze względu na nieliniowości należałoby przy tyn za
lecić stosowanie regulatora o paranetrach zmiennych, w zależności 
od aktualnych warunków pracy. W artykule opracowano metodę doboru 
nastaw takiego regulatora, dla układu sterowania fazowego z ujemnym 
napięciowym sprzężeniem zwrotnym.

1. Wprowadzenie

Do problemów analizy i syntezy układów sterowania fazowego cyklokonwer- 
torów można podejść w sposób dwojaki [7], ,

A. Wychodzęc z założenia, że cyklokonwertor i obciężenie wzajemnie na sie
bie oddziaływaj?, optymalizować w oparciu o założone wskaźniki pracę
całego zespołu cyklokonwertor-obciężenie.

B. Potraktować cyklokonwertor Jako wzmacniacz mocy o parametrach stałych, 
niezależnych od warunków pracy. Optymalizacja pracy zespołu cyklokon
wertor-obciężenie polega wtedy na doborze odpowiednich sygnałów steru
jących cyklokonwertorem i odbywa się bez ingerencji w san układ stero
wania fazowego, który powinien zapewnić liniowe odwzorowanie sygnału 
wzorcowego, przy równoczesnej stabilnej pracy.

Sterowanie cyklokonwertorów o płynnej regulacji częstotliwości napię
cia wyjściowego można uzyskać poprzez:'

a) sterowanie synchronizowane w układzie otwartym,
,b) sterowanie synchronizowane w układzie ze sprzężeniem zwrotnym,
c) sterowanie śledzęce.

Pierwszy z podanych sposobów sterowania jest bardzo wrażliwy na zakłó
cenia, co poważnie ogranicza możliwości jago wykorzystania £2, 4, 5, 6,
7}. Zastosowanie ujemnego napięciowego sprzężenia zwrotnego pozwala ogra
niczyć wpływ zakłóceń na sygnał wyjściowy. Aproksymujęc cyklokonwertor ja
ko człon liniowy z czasem martwym [4 , 5 , 6 j, określono strukturę i nasta
wy regulatora. Tak dobrany regulator znacznie polepsza własności cyklo- 
konwertora. Przybliżony sposób doboru regulatora nia pozwala jednak [4 , 
5, 6j uznać tej metody za optymalnę.
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Pozornie najkorzystniejsze jest sterowanie śledzące z eleaentea całku- 
Jąeys różnicę pomiędzy sygnałaai żądany« i wyjściowym. 'Zapewnia on dla 
pojedynczego puleu równość średnich wartości napięcia wyjściowego i żąda
nego. Układ taki nie pracuje Jednak stabilnie £l , ?j.

2. Zasada sterowania synchronizowanego w układzie 
z ulewny» napięciowy» sprzężenie« z w ro tn y

Na rysunku 1 przedstawiono arcussinusoldalny sposób foraowania napię
cia wyjściowego cyklokonwertora uzyskany w synchronizowanya układzie ste
rowania [7, 83. Załączenie k-tego pulsu napięcia wyjściowego następuje 
w chwili, gdy napięcie wzorcowe w zrównuje się z odpowiednia napięeiea 
synchrorilzujęcya . W układzie z ujennya napięciowya sprzężenie» zwrot
ny«, zaaiast napięcie wzorcowego, porównywana Jest z napięeiea synchroni
zuj ęcya całka z różnicy aiędzy napięeiea wzorcowya a wyjściowy« spro
wadzony» do pozloau napięć sterujących. Zakładając jednostkową aaplltudę 
napięcia zasilającego, sprowadzonego do pozloau napięć sterujących, aożna 
napisać:

u^ - sin(oit - kt) - sin(i?’- ki").

Rys. 1. Arcussinusoidalny sposób foraowania napięcia wyjściowego cyklokon
wertora w synchronizowanya układzie starowania

Warunek foraowania napięcia przyjauje wtedy postać

♦ r
>)dt “ ł»k+l(tk*l) (1 )
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lub „
^k+1

^ [slnfl?- kr) - wjdi? " a3in^ k + i  * 2 ~ ^
\  

gdzie

a ■ AcoT. (3)

Ola sterowania baz zaburzeń zachodzi

f0k+l
J f s i n ^  - kr) - w]dr k asinit?1 - kr - £). (4 )
Ł  V i  2

Porównując (3 ) i -(4 ), uzyskuje się

"k+1

*k

i [ s i n ( t )  -  k i )  -  w j  d i ?  -  l  [ s i n f l ?1 -  k r )  -  w j d i ?1 
lJ A  i

- a sinCt?1. . - kr - £) - aeinCi?’ - kr - £). (5)
z ok+1 z

Aproksynujęc równanie (6) dla aałych przyrostów, uzyskuj'e się

w ' - sin(*?\ - kr)
°k °k _______  _________

xk “ w - sin W  - krj - acosta> - k r  - i1)*
°k+l °k+l °k+l 2

W wyrażeniu tym występuje współczynnik przeregulowania

¿k+l
xk “ 1 T "

gdzie

Seżeli

to

w / sinit) - kr), 
°k+l k+1

xk •* zk 1 -1abk ‘

(6 )

(8 )



odzie

2 2 8  • B y k o w s k i '

cos (J . kr  - £)

bk - 5" -"sinw; njfy - f9)

z^ oznacza współczynnik przeregulowania w układzie śledz.łcyr (napię

cie synchronizujęce jest równa zeru) i wynosi 

w - sin(i^“ - ki")

£k - w,' - 3ińCT"'- ^ T r r -, (10)

3. Siedzenie lako szczególny przypadek ulewnego sprzężenia zwrotnego

W chwili gdy napięcie synchronizujące zaczyna być równe zeru,znika syn
chronizacja napięcie«‘sieci zasilajęcej, a układ sterowania z ujemnym na
pięciowym sprzężeniem zwrotnym staje się układem śledzęcym napięcie. 0 
stabilności pracy tego układu decyduje wielkość przeregulowań występują
cych po pojawieniu się zakłócenia. 3eśli wartość bezwzględna współczynni
ka przeregulowania z^ jest większa od jedności, układ Jest niestabilny, 
jeśli mniejsza - układ jest stabilny. Przyjmujęc dodatkowo, ±e sygnał 
wzorcowy jest sygnałem wolnozmienny« można napisać:

w a? rz sin Ł  sin (V1 - ki" + 4-), ll)
' °k 6 2 °k 2

■ ' ' x V • *V

w %  ~  sin %  sin(t? - ki' - (jr). (12)
o ~  51,1 o ' va o
kil Z 2 k+1

Podst3wiajęc (ll) i (12) do (it)), uzyskuje się

, ~  sin e i n ( ^  - k T  + i) - sin(t^ - VX)
/ 2_______ °k_________ 2 . % __________  (13)

Zk I- sin Ę  sinit?’ - kX - £) - sin(^ - k D
2 " °k+l ~ 2 °k+l

lub

in(^ - kt  - )s_ .
z = ___ ^ — r, (i4)
k s i n t t f - kr + ?')

°k + i .

gdzie
1

V  - arcctg 7.-----y--pr-.
jr sin k ~ • *-

(15)
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Wprowadzając kąt załączenia

5k = ^ok - kr (16)
0

oraz przyrost kąta załączenia

°k "■ ̂ k el " 5k (17)

Rys. 2. Zależność współczynnika przeregulowania z^ układu śledzącego od 
kąta załączenia tyrystorów dla układu trójpulsowego
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uzyskuje sl? po przekształceniach

sin(JTk )

zk = ein(£k * ?  + y  + V  (18>

Graficzną ilustrację zależności współczynnika przeregulowania z^ w funk
cji kąta załączenia przedstawiono na rysunkach 2, 3 i 4 dla układów
3-, 6- i 12-pulsowych, przy.różnych wartościach przyrostu kęta załączenia
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Z dyskusji wzoru wynika, że przy całkujący* śledzeniu napięcia wyjścio
wego :

p  ̂ newet przy stały* sygnale wzorcowy* układ ten jest przy pracy falowni- 
czaj niestabilny,, • ^

b) przy napięciu wzorcowy.* aalejęcye zakres pracy stabilnej zmniejsza się 
a przy napięciu wzorcowy* narastający* wzrasta,

c) przy szybkich zmianach napięcia wzorcowego następuje dodatkowe pogor
szenie stabilności układu,

d) układ sterowania nie noże pracować bez dodatkowych układów stabilizu
jących.

Rys. 4. Zależność współczynnika przeregulowania zk układu śledzącego od 
kęta załęczewia tyrystorów ^  dla układu 12-pulaowego
'• • / "
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4. Poprawa stabilności przez zastosowanie synchronizacji

Wprowadzające synchronizację siecią zasilającą do układu śledząoeg; na
pięcie uzyskuje się możliwość dodatkowych oddziaływań na przeregulowania 
-występujące przy pojawieniu się zakłóceń. Na współczynnik przeregulowarsia 
x, w takim układzie maję również wpływ napięcia synchronizujące oraz 
wspćłczynnik korekcyjny b^ określony wzorem (9). Wprowadzając oznacze
nie (16) do wzoru (9) uzyskuje się

b .    1—   . (19)

* 9 ^ 1  + 2 )(f  9in • 2 - cos 2)  - sln 2

Graficzną ilustrację zależności współczynnika korekcyjnego od kąta 
rżenia ¡,, » przedstawiono na rys. 5 dla układów 3-, 6- i 12-pulsc-

wy c h .
i przypadku

w = sin(l^ - k V )  (2 0 )
®k+l °k+l

V określaniu przeregulowań należy korzystać bezpośrednio ze wzoru (5). 

Po przekształceniach utyskuje się

xk = | sin(2«2 + r ♦ Dj,). (2 1 )

gdzie

h  sin2 £
(22)

siń^> coę(£> +

Dla ssułychT

Za względu na komutację maksymalny kąt opóźniania załączenia nie może 
przskroczyć wartości 140°-160°. ’Jkiati sterowania., spełniający warunek 
a > 3 ,  jest więc zawsze stabilny, taki układ posiada jednak małe wzmocnię 
nie w pętli sprzężenie zwrstnega,_Z kolei dla małych kątów załączenia u- 
kład Js t stabilny news przy » » 0. W tej sytuacji należy zalecić sto
sowanie regulatora adaptacyjnego, o wartość, współczynnika a dążącej, dc ze
ra, przy małych kątach opóźnienia wsączenie oraz do 3 przy dużych kątach 
opóźnienia włęczgnia. Szczegółowy dobór współczynnika a należy brzy tyra 

dokonać w  oparciu o charakterystyki a ° f (5^) lub a = ^^Sk,’ Bk^ Przy 
założeniu. Ze tar-! < 1 .
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Rys. 5. Przebieg współczynnika korygujęcego w funkcji kąrs Załącze
nia następnego pulsu

r
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5. Praktyczny dobór regulatora

Wprowadzajęc do znanego schenetu blokowego cyklokonwertora. z ujeanyn 
napięclowyw sprzężenie* zwrotny a [4 , 5 , 6} węzeł nnożęcy, uzyskuje się 
regulator adaptacyjny. Schewat blokowy takiego układu przedstawia rysunek
6. Blok nieliniowy N charakteryzuje nieliniowości statyczne i dynanlcz- 
ne występujęce w cyklokonwertorze.

Rys. 6. Schewat układu sterowania fazowego z ujennym napięclowyw sprzęże-. 
nlen zwrotnyn przy zastosowaniu regulatora adaptacyjnego.

Oeśli napięcie wzorcowe na przebieg

w * MslncOgt, (23)

to naksynalny przyrost kęts załęczenla w idealnych warunkach określa przy
bliżone zależność:

(24)

Znajęc ilość pulsów napięcia, przypadajęcych na okres napięcia zasilaję-
cego w, nożna określić kęty T., D  oraz V  , co z kolei pozwale okreś-
lié zależności

-k - Wz. - f(

"k - '<*>•b.. » f(

a następnie okrsśilć nlniwalnę wartość współczynnika a, przy której u- 
kład sterowania jest jeszcze stabilny

% l n V  * V 1' (25)
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Znając zależność współczynnika a-ln w funkcji kąta załączania nale
ży skonstruować układ nieliniowy, który kontrolując przewidywany dla 1- 
dealnych warunków pracy cyklokonwertora kąt załączenia tyrystorów, zapew

nia dostrajanie obwodu głównego, zgodnie z- algorytaea uzyskany« ze wzoru

(25).
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IIPHMEHEHHE PEPyjIfllOPA C HEPEMEHHHM BFEMEHEM HHTETPHP0BAHHH1 
B u sn n  OTPHUATE HbHOft OBPATKOfi CBH3H HO HAIIPHKEHHB 

CHCTEMH «ASHOrO yUPABHEHHHI UJIKJIOKOHBEPTOPA

P e s d  « e

UsiuiOKOHBepTop HBjiJieTca cneijHipHHecKBM ycHZHiaaeu uohbocth, ABBeapasaqBH 
KOToporc uoxao xocTBrayTb nyxeu npuueBesaa oópaxHux c sa se a . Baeuy aezHHeft- 
BOOTB czexoBajto 0u pesoMeHAOBaib npaueBeHBe peryaaxopa c EsueHawDiBSfFCB b 3a- 
bbcbmoctb ox aKTyasbHoro peaaua paóoxu napaueipanH. B cxaxbe paspadoxaH ue- 
xoA noAÓopa aazaAKH xaxoro peryaaxopa a*b chctsm h (pasaoro ynpaBzeaBa c ox- 
paaaTeAbBOtt o (5 pax bo ft CBasb» no HanpaxeBB».
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THE USE OF A VARIABLE INTEGRATION TIME REGULATOR IN THE CIRCUIT 
OF NEGATIVE VOLTAGE FEEDBACK OF PHASE CYCLOCONVERTOR CONTROL SYSTEM

S u n a a r y

Tha cyeloconvertor la a specific power aaplifler the linearization of 
which can be obtained by. using feedback. Due to nonllnearlty It would be 
advisable to utilize the regulator of variable paranetere depending on the 
actual operational conditions. The paper presents the aethod of choice 
settings of the regulator for the phase control syeten with a negative 
voltage feedback.


