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METODA KONTYNUACJI A DYSKRETNE OBWODY RÓWNOWAŻNE 
W ANALIZIE NIELINIOWYCH OBWODÓW RBZYSTANCYJNYCH

Streszczenie. W artykule rozwala się dwie metody rozwiązywania 
algebraicznych równań nieliniowych z niewiadomymi potencjałami wę
złowymi obwodu elektrycznego zawierającego stałe wymuszenia prądowe 
i napięciowe oraz liniowe i nieliniowe rezystory.

W obu przypadkach, w oparciu o metodę kontynuacji tworzone są za
stępcze liniowe obwody elektryczne odpowiadające rozwiązywanym rów
naniom algebraicznym. W pierwszej metodzie obwód zmienia się od kro
ku do kroku metody Newtona-Raphsona, a w drugiej zmienia się wraz z 
parametrem homotopil zgodnie z bezpośrednią metodą Eulera. Struk
tury obwodów elektrycznych są stałe, ale ich parametry zmieniają 
się jak jakobiany funkcji nieliniowych.

1. WST^P

Celem rozważań jest przedstawienie sposobu skutecznego rozwiązywania 
układu równań nieliniowych postacii

f(x) Ż* Ag(Atx + E) - AJ - 0 (1)

który dla n+1 węzłowego obwodu zawierającego m gałęzi, stanowi układ n 
równań węzłowych z n niewiadomymi potencjałami węzłowymi 1-1,2...,n.
W równaniu tym, A - oznaoza zredukowaną macierz inoydeneji, E - wektor 
stałych wymuszeń napięciowyoh, J - wektor stałych wymuszeń prądowych, a 
g(u) ■ [g1(u1), g2(u2),..., 8^%)]* wektor charakterystyk prądowo-napię- 
olowych rezystorów nieliniowych i liniowych. Przy tym u » A*x + E oznaoza 
wektor napięó na rezystorach.

Równanie (1) jest rozwiązywane zwykle przy użyciu algorytmu Newtona- 
Raphsona, co prowadzi do znanej metody iteraoyjnej, w której obwód nie
liniowy jest przekształcany w obwód liniowy (dyskretny obwód równoważny) 
rozwiązywany metodą potencjałów węzłowych fi] , £2] • W metodzie tej ist
nieje jednak problem zbieżności, gdyś przybliżenie początkowi t ' winno 
byó bliskie właściwemu rozwiązaniu x*równania (1), aby uzyskany ciąg przy
bliżeń x ^ ,  x^2\..., był zbieżny do x* . Można wprawdzie w oparciu o 
twierdzenie Newtona-Raphsona-Kantorowicza ustalić jak bliskie właściwemu
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rozwiązaniu musi być przybliżenie początkowe, aby zapewnić zbieżność, ale 
rezultat ten ma głównie znaczenie teoretyczne, gdyż jego wykorzystanie w 
praktyce nie jest łatwe. Pozostaje więc arbitralny wybór przybliżenia po
czątkowego w oparciu o znajomoćś charakterystyk elementów nieliniwych, co 
w praktyce prowadzi do wielokrotnych prób, aż zostanie uzyskane rozwiąza
nie. Aby pokonać tę trudność stosuje się podejście do rozwiązania równania
(1) oparte o znaną w analizie numerycznej metodą kontynuacji [3] , [4j , 
co pozwala uzyskać algorytm zbieżny do rozwiązania, dla dowolnego przybli
żenia początkowego *'° . Idea ta znalazła jut zastosowanie w opracowanych 
metodach analizy nieliniowych obwodów rezystanoyjnych [5 i 1i]. Prezento
wane w referacie ujęcie zawiera, jak się wydaja, nowe propozycje w tym za
kresie.

2. METODA KONTYNUACJI

Idea tej metody polega na tym, że rozważa się rozwiązanie rodziny rów
nań nieliniowych zależnych od parametru

H(x,fc) » 0  dla fce <0, 1> ( 2 )

o następujących własnościach!
1) rozwiązanie równania (2) dla wartości początkowej = 0 jest znane 

lub łatwe do uzyskania, tzn.

H(x0, 0) - 0 (3)

2) dla wartości 3*a ■ 1 równanie (2) redukuje się do równania (1), a więc

H(x, 1) ■ flx) ■ 0 (4)

Funkcja H nazywana jest często homotopią.
Jeżeli rozwiązania x(&) równań (2) zależą od & w sposób ciągły, to opisują 
one pewną krzywą łączącą punkt x(0) z zerem x (1) funkcji f(x). Rozwiązanie 
x«x(&) wyznacza się dla ciągu rosnącego wartości » 0, Jj2, ...,&s=1.
Jeden z rodzajów metody kontynuacji polega na zastosowaniu szybko zbież
nej metody iteracyjnej (np. metody Newtona-Raphsona) do kolejnych równań
M  . [13] «

H(x, - 0 i » 0,1,2,...,s (5)

z na ogół dobrym przybliżeniem początkowym x( zera x(
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Przybliżenie to uzyskuje się z poprzednich wyników

x - *( («)

Drugi rodzaj wynika z faktu, że dla dostatecznie regularnej funkcji K 
krzywa x - x(&) stanowi rozwiązanie równania różniczkowego [4] ,' [14] »

które może być rozwiązane Jakąó metodą różnicową* Istnieje wiele metod

Zauważmy, że H(x,0) « f(x) - f(xQ) posiada rozwiązanie x - xQ, które może 
być dowolnie przyjęte*

3. DYSKRETNE OBWODY RÓWNOWAŻNE

Jeżeli każda gałąź rozważanego obwodu zostanie zmodyfikowana tak, że 
rezystor nieliniowy zostanie zastąpiony równoległym połączeniem rezystora 
liniowego o konduktancji (1 - & oraz rezystora nieliniowego o charak
terystyce ijj ■ &g(uk),to można pokazać [1 2] , że dla &e<0^1> równanie 
węzłowe tego obwodu jest następujące«’

(7)

konstruowania równania (2) (np. [1 1] ). W ogólnym przypadku można go za
wsze utworzyć przyjmując, jako homotopię następujące wyrażenie«

H(x, &) 3* ftf(x) + (1 -a,)f0(x); 

gdzie rozwiązanie układu H(x,0) ■ fQ(x) jest łatwe do uzyskania 

lub H(x, Ż* f(x) + (fc-1)f(x0) (9)

(8)

(8). Przy tym rozwiązanie układu«

f0(x) - AO^ A*x - A(J - B) (12)

jest szczególnie proste,' gdyż jest to układ równań liniowych*



12 Z. Oarozarczyk

Zastosowanie algorytmu Newtona-Raphsona do układu równań (11) prowadzi do 
zmodyfikowanej postaci równań węzłowych, tzw. dyskretnego obwodu równowa
żnego [2] »'

A [iĜ  + (1 -&,)G,J Atx ^ +1 »̂

- A - a,Q(;j)E + (1 - fc)(J - G^ E)] dla & e <0,‘ 1 > (13)

W równaniu tym G ^  oznacza diagonalną macierz dynamicznych konduktancji 
rezystorów nieliniowych dla napięć na tych rezystorach w j-tej iteracji*

Ponadto J *3) fc[j - JQ^  + 0 ^ U Q^ ]

Idea stopniowego przejścia od obwodu liniowego do obwodu nieliniowego za
warta w równaniu (13) była wykorzystana, ale w inny sposób,do analizy ob
wodów nieliniowych zawierającyoh diody [9] .
Inny typ dyskretnego obwodu równoważnego uzyskuje się rozważając dla rów
nania (1) homotopig postaci (9)*
Na podstawie równań (9) i (7) otrzymuje się«

|S.-[j(x)]-1f(x0) (14)

gdzie J(x) jest macierzą Jacobiego funkcji f(x).
Stosując bezpośrednią metodę Eulera do równania (14) otrzymuje sig

X(j+D „ x(d) _ h [j(x^)]"1f(x0) (15)
gdzie h - fcj - j . 1,2, ...,s.

Ponieważ J(xid))- A G ^ A ł, wigc na podstawie równań (1) i (15) można na
pisać

Ag<J W J +1> - AQ<*

- h |Ag(A*x0 + E) - Ajj (16)

by po przekształceniu otrzymać równaniet

AG^^A*x^+1  ̂■» A(J(̂  - G(̂ E) (17)
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gdzie Sf h(J - JQ) +’ O ^ U g W  Jq âfg(A*x0 + E)

i? (1-1) Gk

Q>
(0, i «)J - V ° -  h a - J o kh  e r  u , :

Rys. 1
Struktury gałęzi dyskretnych obwodów równoważnych 

The structures of the branches of discrete equivalent networks

Równania (13 i (17) opisują równoważne obwody liniowe o gałęziach przed
stawionych na rys. 1.

4. UWAGI KOŃCOWE

Otrzymanie dobrego przybliżenia rozwiązania x (1) opisanymi tu metodami, 
wymaga przeważnie podzielenia odcinka <0,'1> na wiele części punktami

, co determinuje koszt procesu obliczeniowego. Wymagania tych metod 
mogą być różne. Rozwiązanie równania (13) nie powinno na ogół wymagać zbyt 
wielu punktów ale trzeba pamiętać, że dla uzyskania rozwiązania x(3t̂ ) 
konieczny jest pewien nakład obliczeniowy związany z algorytmem Newtona- 
Raphsons. Jednocześnie rozwiązanie równania (17) związane jest wyłącznie 
z doborem Xit‘ ale uzyskanie dostatecznej dokładności i stabilności proce
su wymaga, by h było małe. Uzyskane do tej pory wyniki obliczeń dla równa
nia (13) potwierdzają skuteczność tego podejścia do rozwiązywania równa
nia (1), [12] • Można sądzić, że dalsze eksperymenty numeryczne pozwolą
ocenić nakład obliczeniowy obu metod.
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Wpłynęło do redakcji dn. 15 maroa 1985 r.

CONTINUATION METHOD AND DISORETE EQUIVALENT NETWORKS IN THE 
ANALYSIS OF THE NONLINEAR RESISTIVE NETWORKS

S u m m a r y
In the paper two methods of solving of the nonlinear elgebraic equations 

of the network with unknown node voltages are considered . The network con
tains constant current and voltage sources and linear and nonlinear resistors.'
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In both cases, basing on the continuation method,1 supplementary linear 
circuits corresponding with the algebraic aquations are created. In the 
first method, • circuits change from step to step in the Newton-Raphson 
method,* in the second one it ohanges like the homotopy parameter corre
spondingly to the direct Ruler method. The structures of the networks are 
constant but their parameters change like Jaoobians of the nonlinear func
tions.

METOfl nPCWOJDKEHHH PEIHEHHfl 110 IttPAMETPY A flHCKPETHHE 9KBHBAJIEHTHRE UEIM B 
AHAJM3E HEJMHEilHHX PE3HC TKBHKX UETIEH

P e 3 so m e

B ciaTfce paccMaipHBasTcs xsa xeTOfla pemestM HejmHeftHHX ajiredpaHHeoxHX 
ypaBHeHHfl c HeH3BeciHuuH yajioBumi HanpsxeBHHMB sjiexTpHnecxoíí nena, xoiopaa 
COCTOHT H3 noCTOHHHMX HCTOHHHXOB TOKa B HanpHxeHHH a TaKJte H3 XHHeftHHX pe3K- 
CTopoB. B oOohx cjijmaax, ormpaHCi Ha ueioxe npoAoxxeHHH pemeHHH no napaiie- 
Tpy, coCTaBjLHDTCH cxeim 3aMemeHHH, cooiBecTByxsmHe pemaeioiu axredpaHBecxHu 
ypaBHeHHHM• B nepBou iieiOAe uenŁ B3ueHHeiCH ot mara x mary ueiOAa HtsoTOHa - 
Pa4>cona. Bo Biopoii H 3MenneTCH Buecie c napaueipoM roMoxonnH, corxacHo Heno- 
cpeACTBeHHOMy iieiOAy SSxepa. Cxeiia jnodoíí nena HBXfleica nocToxHHoit ho eg na- 
paMBTpH H3MeHHDTCH KaX MaTpHU'tJ HkoSh HeJIHHeííHHX JyHKUHÍt .
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TEORIA MOCY SYGNAŁÓW SPRÓBKOWANYCH

Streszczenie. Celem pracy jest sformułowanie zwartej jednolitej 
teorii sygnałówwielowymiarowych ciągłych i spróbkowanych oraz zwią
zanej z nią teorii mooy. Cel taki można osiągnąć za pomocą odpowie
dnio mocnych środków matematycznych, jakimi są przemienne algebry 
Banacha uzupełnione o strukturę przestrzeni Hilberta. Warunki te 
spełniają splotowe algebry sygnałów wielowymiarowych z iloczynem 
skalarnym. Wykazano, że przekształcenia Gelfande takich algebr pokry
wają się z wielowymiarowymi przekształceniami Fourierao W pracy opi
sano zagadnienie kompensacji mocy biernej, które sprowadzono do zmi
nimalizowania odpowiedniego funkcjonału. W wyniku otrzymano układ 
równań całkowych Fredholma z niewiadomą odpowiedzią impulsową kom
pensatora, który po spróbkowaniu sprowadzono do zwykłego układu rów
nań liniowych. Matematycznie podobne rozwiązanie ma problem poszuki
wania guasiodwrotności widmowej wielomianu, związany ze stabiliza
cją filtrów cyfrowych. W dalszej części artykułu podano związek mię
dzy cepstrum zespolonym a stabilnością układu wielowymiarowego. Po
dano dwa niezależne algorytmy wyznaczania cepstrum wielowymiarowego, 
w tym jeden rekurencyjny.

1. WSTljjP

Celem tego opracowania jest jednolita, zwarta teoria sygnałów wielowy
miarowych ciągłych i spróbkowanych, okresowych i nieokresowych oraz zwią
zana z nią teoria mocy. Można ten cel osiągnąć za pomocą odpowiedniego 
środka matematycznego, którym jest analiza funkcjonalna a w szczęgólności 
teoria zupełnych przemiennych algebr unormowanyoh - zwanych algebrami 
Banacha - z pewnymi elementami przestrzeni Hilberta.

Zupełną, przemienną algebrą unormowaną nazywa się przestrzeń Banacha 
$ zaopatrzoną w mnożenie (*), tj. odwzorowanie kwadratu kartezjeńskiego 
S »  siebie spełniające warunki algebry, tj.» łączność, rozdzielność, je
dnorodność, ciągłość (|| x ty || ̂  || x || ||y || ), istnienia jedności e , a po
nadto przemienność.

W algebrach takich poszczególne elementy można zastąpić pewnymi zespolo- 
nowartościowymi funkcjami. Można to zrobić w następujący sposób. Niech Z 
będzie funkcjonałem liniowo multlplikatywnym [z(<xx + fty) ■ <xZ(x)+y^Z(y), 
Z(xiy) ■« Z(x) Z(y)J , czyli homomorfizmem zespolonym a & zbiorem wszy
stkich możliwych takioh funkcjonałów. W ten sposób każdemu elementowi x
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algebry S  można przyporządkować zaspolonowartościową funkcję 3, której - 
dziedziną Jeet zbiór A , według regułyt &(Z) * Z(x). Odwzorowanie x—  x 
nazywa się przekształceniem Gelfanda. Jeżeli przekształcenie Gelfanda Jest 
Jednoznaczne,to algebra $  - zwana wówczas półprostą - Jest izomorflozną, 
czyli w pełni odpowiednia algebrze zespolonowartościowych funkcji zadanych 
na A ze zwykłym punktowym mnożeniem.

W algebrze istnieje słaba topologie - zwana topologią Gelfanda - według 
której dwom bliskim w sensie normy elementom algebry odpowiadają dwa bli
skie w sensie modułu na A przekształcenia Gelfanda. Pozwala to nie tylko 
na algebraiczne, ale i geometryczne scharakteryzowanie danej algebry prze
strzenią zespolonowartościowyoh funkcji zadanych na a •

2. SYGNAŁ*

Na gruncie teorii sygnałów wielowymiarowych funkcjonał Z można utożsa-

koje x,y są zadane jednoznacznie. Na przykład dla sygnałów absolutnie su- 
mowalnych IDM pokrywa się z IR̂ , a dla sygnałów T - okresowych EDM jest 
klasą równoważności hiperkostek p ^  < t i <  (pj+l)!^, i » Dla
sygnałów czasowo dyskretnych następuje próbkowanie za pomocą <5 - dystry
bucji według odwzorowania!

x(t)—— } , <Ht-ntf). - 'n) ■ x(nz)

i wówczas

m c ID'

m t ®
(1) *

Zbiór Bi1’ zastąpiony zostaje przez zP. Całkę (1) można też rozumieć wtedy 
jako całkę z miarą Diraca.
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Jedynym możliwym funkcjonałem liniowo-multiplikatywnym jest wówczas [6]

Z(x) - z*x(t)dt - x(z) z eA (2)
Dm

Tym samym wzór (2) definiuje przekształcenie Gelfanda. Zbiór a  jest różny 
w zależnoóoi od przestrzeni sygnałów i należy go tak dobrać, aby funkcja
Z była funkcjonałem* Przekształcenie odwrotne ma postaó

x(t) ■ ^ ■ J  z ${z)d ln z (3)
(23rj)M ®A

Kontur BA jest brzegiem zbioru a , tj. zbiorem zdefiniowanym jako 
BA ■ A \ int A,
gdzie int A jest wnętrzem zbioru A , tj* zbiorem punktów, które należą do
A wraz z pewnym swoim otoczeniem.

Dla przestrzeni Bygnałów przyczynowych absolutnie sumowalnyoh A jest 
jednostkowym polidyskiemt

A ■ IK « |ai | z± | 1, i ■ 1, « • «,' U \

a BA jest jednostkowym poliokręgiemt

BA * ©IK «> |z: \z^ | * 11 .

Dla sygnałów absolutnie sumowalnych

BA - A - ©K

Dla sygnałów ozasowo ciągłych T - okresowych zbiór a  jest przeliczal
nie spróbkowanym jednostkowym poliokręgiem

A ■ m |zi z± “ 1) Ti - rzeczywiste

Wreszcie dla sygnałów czasowo dyskretnych N - okresowych - całko
wite) zbiór A jest skończenie spróbkowanym jednostkowym poliokręgiem

f %  1A “ B||K « | Zł Zi a 1j

Wspomniane próbkowanie poliokręgów jest równomierne, ale przy obliczaniu 
całki (3) można wprowadzić próbkowanie nierównomierne.
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Próbkowanie równomierne daje

d Id z

a całka (3) przechodzi w aurnę 

1 -t A
x(t)  -  ©JĆ z x(z)

dla 16 IR® (czas ciągły), oraz

d ln z- (2 3T.1)1
K1

- rzeczywisty okres

1 ^  -n .x(n) ■ -Ły z x(z) Nł - całkowity okres

dla n e &  - dla czasu dyskretnego.
Jeżeli xy jest zwykłym punktowym mnożeniem sygnałów, to

(3)„

(3),

(xy)A (z) - 1 ■ f x(z/u) y (u) d ln u
(2jr j)a «A

(4)

a po spróbkowaniu poliokręgu

(xy)A (z) - J- x(z/u) y (u) ze 0JK
T1

(xy)A (z) » -V ' *II e)̂ K
(z/u)y(u) 9l|K

(4)„

(4)t

Sploty zespolone (4) również pozwalają zachować strukturę przemiennej alge
bry unormowanej •

Za pomocą związku (4) można wprowadzić iloczyn skalarny i

U.y) - i u x(t)y(t)dt ■ (x,y)A (I) -  -w /  x(I/u)y(u) dlnu (5)CM (2 Jt j) 04
i normę skalarną

| X I - (x,x)1/2
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W ten sposób zupełne, przemienne algebry unormowane sygnałami wielowymia
rowymi zostają uzupełnione o struktury przestrzeni Hilberta.

W następnych trzech punktach zastosowano teorię zupełnych przemiennych 
algebr unormowanych sygnałów do klasycznej teorii mocy i niektórych zaga
dnień pokrewnych.

3. KLASYCZHA TBGRIA MOCY

Moc czynną P i pozorną S definiują wyrażenia

Za pomocą przedstawionych środków matematycznych celowe Jest naśladowanie 
tylko tych pojęć mocy, które zdefiniowane są w sposób mało zależny od wy
boru przestrzeni sygnałów. Wśród znanych teorii mocy [1J warunek ten speł
nia tylko teoria S. Pryzego, według której moc bierna Q dana Jest wzorem

Istnieje tu problem kompensacji mocy biernej zilustrowany schematem

P - (x,y) 
s = |x| | y |

Q2 - S2 - P2

a:

blokowym na rys. 1. Równole
gle do układu nieliniowego 
podłączony Jest liniowy, 
splotowy, bezstratny kompen-

z i
^  y  =yc. -r- A*-a sator z odpowiedzią impulso

wą h, którego zadaniem Jest 
zminimalizowanie funkcjonału

Rys. 1
Kompensacja mocy biernej 
Reactive power compensation

i (h) = (a,a)(yQ+a*h, yQ+a*h)-

- (a,y0+a*h)(a,y0+a * h)

przy ustalonych sygnałach a, 
yQ oraz warunku

(a, a * h) * 0

Zadanie to Jest równoważne zminimalizowaniu funkcjonału 

P(h) ■ (a*h + yc, a #h + yQ) (6)
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Różniczka Precheta, po odrzuceniu małych wyższego rzędu, ma postać 

iP(h) - F(h+t?h)-F(h) - 2(a*ih, a *h) + 2(yQ, a*<5h) 

Przyrównując różniczkę do zera otrzymuje się 

(a *<yh, a * h) + (yQ, a#<Sh) ■ 0

skąd

 1— n f A(z) <ih(E)ń(I/»)dlne + ■ " v I a(z)óh(z)y (I/z)dlnz ■ 0
(2^3)“ i  (2* j)U £  0
gdzie

A(z) * a(z) a (l/z)

Podstawiając

iii (z) » I z *  óh(t)dt

i zmieniając porządek całkowania otrzymuje się 

I A M \  i— jj f  A(z)h(I/z)z^dlnz + ■ « J  a(z)y0(I/z)ztdlnzjdt «0
M *- (2srj) (2x3) f)A J©

skąd

 2--- J A(z) h(z)z-1:dlaz + ■ ^  - » I a(z)y (I/zJz^dlnz - O (7)
(2*rj)"^ < 2 * j > 3 A

Równanie (7) jest układem równań Predholma z niewiadomą funkcją h. Po dy- 
skretyzaoji poliokręgu zamieniamy je na zwykły układ równań linlowyeh.

-V z“n A(z) h(z) + -y y  zn a(z)yQ(l/z) » 0.
N zs©K N zedJK

N *

4. STABILIZACJA CYFROWYCH FILTRÓW WIELOWYMIAROWYCH

Zupełnie podobne Jest zagadnienie stabilizacji wielowymiarowego filtru 
NOI, znane pod nazwą hipotezy Shankaa (Shanks eonjecture [2j ). Chodzi tu 
o zastąpienie filtru rekursywnego a“  ̂ (odwrotność splotowa filtru SOI)
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równoważnym widmowo filtrem SOI x tak, aby x ęg a“ !. Sprowadza się to do 
poszukiwania ąuasiodwrotności splotowej elementu a miu-uializującej normę 
elementu a * x - e, gdzie e jest jednością splotową,a więo do zminimalizo
wania funkcjonału

P(x) - (a*x - a, a * x  - o)« (8)

Punkojonał (8) ma podobną postać do funkcjonału (6) występującego przy 
kompensacji mooy biernej, a więc jego zminimalizowanie prowadzi do układu 
równać Fredholma

 3— — - J A(z) z_n£(z)dlnz - a(o)e(n)
<2zrj)* / K

który po dyekretyzacji widmowej modna zastąpić zwykłym układem równać li
niowych

x  z: z~° a(z)£(z) » a(o)e(n),
N1

5. HOMOMORPICZNE FRZBTWARZARIE SYGNAŁÓW» CBPSTRUN WISLOWYKIAHOWE

Niech dane będą dwia przestrzenie sygnałów,w któryeh określono różne 
operacje mnożenia, odpowiednio (o) i (□). Homomorfiozne przetwarzanie sy
gnałów polega na realizacji operatora H spełniającego warunki

H(x o y) - H(x) a H(y)

H( x cC) m <xH(y),

gdzie ot jest liczbą, a i* oznacza o - potęgę* Jedną z możliwych realiza
cji jest operator "oepstrum” (*)0 działający zgodnie ze schematem blokowym 
pokazanym na rys. 2*

r C')a )Aw > n i — > *

Rys. 2'
Definicja oepstrum xQ sygnału x 

The definition of a oepstrum x0 of the signal x
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Nietrudno wykazać»' te cepstrum spełnia warunki homomorfizmu

(**y)0 - *0 + y0

(x«)0 - ocxe

gdzie X 0* jest <X- potęgą splotową*
Istnieje ważny związek między cepstrum a stabilnością filtru rekursyw- 

nego* Plltr rekureywny opisany jest równaniem splotowym

g dziel a,b - wielomiany* h - odpowiedź BOI filtru* PiItr h jast stabilny 
gdy a posiada absolutnie suaowalną odwrotność splotową* Można wykazać* że 
ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje absolutnie sumowalne przy
czynowe cepstrum a0* Ze względu na to,‘ że ciągi cepstralne gasną znacze
nie szybciej niż odpowiedzi impulsowe,' wygodnie jest stosować cepstrum do 
stwierdzania stabilności filtru* WieIowy miarowa cepstrum można wyznaczać 
za pomocą schematu pokazanego na rys«! 3

A Ax=ex/? x.
x - H f co» — *( o*— r co» (h Xc

Rys. 3
Schemat wyznaczania cepstrum xQ sygnału x 

The scheme of oaloulaticn of the oepatrum xQ of the signal x

Według tego sohematu

£(z) » exp i(z)

skąd po zróżniczkowaniu

(l)(z) - &(z)$<j)(z) (9)

a stąd kolsjno
(I)
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i wreszcie

R
0 (2x  i)K ®ac i(7j" dlEE

Hie moina skorzystać ze wkotu (10)* gdy niô  tj« gdy co najmniej jedna 
składowa BMltiindeksu e jest równa zero* Ais za wzoru

t f "“i “S»
xo^n1*****0K^ a *>  ̂*1 »* • •» Sjj)dl8s-| • # «dlnz^ ̂2 r j j  ̂K

wynika, że

*c(0,,.,,nlt,,*o,0) * gy"j' f  \  4 £o(0* •••,'0)dln ẑ
i ̂k i “1

a ponadto

■ e*p ¿0(0,,¡2^W.o,‘0/

Satea wyznaczenie ciągu =o(oł,..,'nk;.‘..fl0) uote się odbywać ze pomocą wzo
ru (9) dla I-D*1

xC(0“ ***Hk'*v*»0) "25rk“ . J .  *k  — ■■ ,, ___ _ dlBSii,
^  I kl x(o,...,zk,...,o)

e poniewtó zawsze S(o) • x(o), w??c 

xQ (Oj m l a  x (0,'...j0)«‘
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Podobnie trzeba postąpić w przypadku,1 gdy dwie współrzędne eą niezerowe

Xo (0 •* * * • nk* 0 * * ** »ni»®» • * *» 0) m , J J  Bb ai
(» 3 )2¥ l  l*kl l*ll"1

t)^S(0s'a»» ,Zj_,!0,! «»¿»Zj »0^» a
V l  —  “T S  ' b a  ----—

■■■■-■■ i 11 ..i A.......  dlnzv dlnz.
zCO^esł^Zj^O,'»«,¿2^0^ »»• ̂©)

Postępują« tak dalej nożna wyznaczyć poszczególne wartsćal oepstrum z w 
dowolnym przedziale* W praktyce poliokrąg w całce (10) dyskretyzuje się 
równomiernie otrzymując

Chyba wygodniej jest wyznaczać oepstrum ze wzorów rekurencyjnych. Z równa
nia (9) otrzymuje się

. ^ ( z )  -

skąd

n1x(n)’* “ .'̂ s azz (m)z(n-a)- n3*  (n)z(o) +’ X Z  a3* (a)x(n-m)m « !?n

gdzie ¡PQ jest hiparprostokątea "bez prawego górnego rogu"«''

- | b  « m ^ nj

Stąd

n^tnjzio) » n^xin) - m1 x0(m) z (n-m)
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Jeżeli n V e f' to

xe(n) IZ
f i «  " i i * !  (? )I

Ciągi j 9dnowyaiarowe zo(e(<#«#f^ t#.#940) wyzasc&e cię rekurancy^Gie se
waoru

£ *
X (0( • a * |Q ^ H k ^ |0t t » « 9l0)

Ciągi dwuwyasiarowe xo(0,’...,ai£,0t ...,nlt'0;..«,0) wyznacza się ze wzorów 
rekureaoyj nyohi xc (0, . . ., nk,’0; . ; n1# 0,'. . . ,0).

O)
nk-1 n r 1
V “ ’ V -1 m,

x(0,...,0) xlU,1... * U / ^  < n j ^

• q ( O t  •  •  •  *  B j g *  0 * *  *  « *  O y  •  •  « f  0  )  X  ( O f  • • •  t  e « c  0  e  •  •  J O )

I tak dalej* Stosowanie wzorów rekurenoyjnyoh wymaga pewnego uporządkowa
nia kiperprostokąta i?. Porządek taki dla tó»2 zilustrowano na rya, 4,

Hys* 4
Przykład uporządkowania(2 - D)prostokąta 
Esaaple of ordering of a(2-D) reotsagla
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THE POWER THEORY OP SAMPLED DATA SIGNALS 

S u m m e r -

The aim of this work is the formulation of eompeet unified theory of 
multi-dimensional continuous and sampled data signals and power theory 
aommeated with it» Such aim can be achieved by means of respectively po
werful mathematical means such as commutative Banaoh algebras supplemen
ted by Hilbert apace structure. These conditions are realized by convolu
tion algebras of multi-dimensional signals with the Bcalar product. It 
has been shown that Qelfand conversions of suoh algebras overlap with 
maltl-dlaenaional Fourier transformation. The problem of reactive power 
compensation which waa brought to the adequate function operator minimi
sation has been described in this work.' Finally, Predholm integral equa
tions system with the unknown impulsive compensator response was achie
ved, which after sampling was brought to a simple linear equation system. 
The problem of looking for the pseudo-reoiprooal of spectral polyneminal^ 
connected with digital filter stabilization has similar mathematieal solu
tion. In the further part of the paper the relation between complex eep- 
atrum and stability of nmltidimnsional system was given. Two lndepoadomt

Q
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algorithna of determining multidimensional cepstrum, one of than being 
recurrence were given too*

TEOPHH MOIUHOCTH AHCKPETHHX CHTHAJIOB 

P e a a u e

B paOoxe e cxaxoB OAHopoAHofl ipopxe c$opxyAHpoBaHa TeopHH HenpepuBHtoc h 
AHcxpeiHHX a AHCKpeTHHx xHoroxepHux carHaAOB a CB«3aHHaa c aeB Teopax xont- 
uoc th • M o x h o aio CAeaaib c nouonfcjo o t h o c b t6a e h o c b j u b u x xaTexaxx'ieOKHX xe- 
t o a o b xax KoimyTaTBBHHe EaaaxoBH aareGpa oo cxpyxxypofl raflbOepioBoro npocx* 
paHCTBa. Sib ycjioBH« BxnojiHjaox axreSpu uuorouepHux oaraaAOB co cBHpxxoft b 
CKajLHpHhm npoB3BexeHBei(. floxasaHO, axo npeoOpasoBaaaa reawpaHAa b z b x aaredp 
coBnaAaDT c xHoroxepBuxa npeoCpa30BaHBfljja $ypie.

B e x a i b e  p a a p a d o i a a a  a a A a a a  x o x n e H c a n a a  p e a x i B B H o f l  moahocth x o x o p a a  C B e -  

A e H a  k  i iB H B M B s a n B B  o a h o t o  iy H K U H O H a ji a .  O x o x a b  n o A y a a B X  C H c r e x y  B H i e r p a x b H K X  

y p a B H e H H S  $ p e A x o A E M a  c  B e a s B e c x H o f i  H x n y a b C H o t t  x a p a x x e p a o x a x o S  K O M n e E c a x o p a .  

P e o e a n e  s x o f i  c a c z e x u  n o c a e  c n e x i p a a b a o #  A H C x p e x n a a m i H  c b o a b x c e  x  p e m e a B D  

o C u x H O B e H H o fl  A B H e t a o f l  c x c x e M H .  n o x a s a H a  a H a j i o r a s  x e x A y  s a A a a e S  x o x n e H c a a x B  

p e a x i H B H o t !  x o b h o c t h  a  n p o S a e x o f t  B b r e a c a e H a s  n o a z a  o b p a x a o r o  X H o r o x e p H o r o  x s o -  

r o x j i e a a ,  x o x o p a a  H x e e x  m b c t o  b  x e o p a a  c i a 0 K A H 3 a n K B  U H $ p o B n x  $ a a b i p o B .

B nocaeAHett aacxa paSoxx oOpaqaexca BsaxaHHe ua CBasb xexAy xoxnaexcaxx 
xencxpox a ycxottaBBocxMo XHoroxepHoro 4>BXbipa. Bx b o a h x c b ABa HeaaBHCHUKx 
aaropaxxa a a h BtraHCaeaS XHoroxepHHX xenctpoB, b xoxf o a h h h o b xS - pexypeH-
T H H fi.
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REZYSTa NCYJNO—PRZEŁĄCZNIKOWE DWÓJNIKI ELEKTRYCZNE

Streszczenie» W pracy przedstawiono analiz« układów elektryczny chzłozonychz liniowych rezystancji oraz idealnych przełączników (kluczy). Podano metody sprowadzania takich układów do postaci gałę
zi uogólnionych rezystanoyjaych i konduktancyjnych. Wykazano, że dowolny układ rezystanoyjno-przałąeznlkowy można sprowadzić do obwodu złożonego z gałęzi uogólnionych przez równoległe i szeregowe łącze
nie rezystancji oraz stosując znane zasady łączenia kluczy. W pracy podano również boolowską analiz« dwójników rezystancyjno- przełączni
kowych. Raalizaoja dwójników rezystanoyjno-przełącznikowych pozwala uzyskać układy rezystancyjne o zmiennych parametraoh poprzez zmian« funkcji c.p sterujących kluczami, a więc układ taki może być uważany za blok wiążąoy układy analogowe i cyfrowe.

1. WST^P

Rozwój współczesnej technologii elementów elektronicznych pozwala nie 
tylko aa kształtowanie różnorodnych nieosiągalnych dotychczas własności 
układów alektrycznyoh w trakcie ich produkcji, lecz także zmienianie tych 
własności w czasie eksploatacji [ij . Uzyskać to można najcz«ściej poprzez 
elementy o parametraoh starowanych dodatkowymi sygnałami elektrycznymi kon
trolowanymi z zewnątrz lub autonomicznie wewnątrz układu. Z teoretycznego 
punktu widzenia w opisie działania tego typu układów (równania wiążące 
prądy i napi«oia) muszą wystąpić iloczyny pewnych zmiennych zaciskowych. 
Niektóre z nich będą nazywane zmiennymi sterującymi.

Opis taki narzuca samoistnie sposób parametryzacji układów elektrycz
nych poprzez zastosowanie układów mnożących. Układy mnożące są elementami 
złożonymi oraz kosztownymi, zastosowania ich w większych ilościach w wielu 
nypadkaoh wydaje si« nieekonomiczne. Znanym powszechnie elementem elektry
cznym realizującym uproszczoną funkcje mnożenia jest przełącznik (klucz) 
stosowany dawniej w postaci mechanicznej. Obecnie jego realizacja prak
tyczna czysto elektryczna jest wykonywana w różnych postacie*!., jako ana
logowa bramka elektroniczna na tranzystoraoh polowyoh. Pozwala ona uzyskać 
częstotliwości przełączania o kilka rządów większa niż klucz mechaniczny
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2. IDEALNY PRZEŁĄCZNIK ELEKTRYCZNY W OBWODACH REZYSTANCYJNYCH

Przez idealny przełącznik elektryczny (rys. 1) będzie dalej rozumiany 
element, który może być idealną przerwą lub zwarciem w zależności od war
tości sterującej nim funkcji ^(t).

Zakłada się, przy tym, że 
funkcja ta może przyjmować war
tości 0 i 1 odpowiadające rozwar
ciu i zaniknięciu klucza.

Element taki może byó opisany 
następującymi równaniami.:

i - < p (t) u (1)
lubi u » ę5(t) i (2)

gdzie <p (t) jest negacją logiczną funkcji tp (t) odniesioną w stosunku do
jej wartości 0, 1. Jak zatem widaó, klucz elektryczny powoduje mnożenie
prądu i napięcia przez funkcję prostokątną <J> (t) (lub jej negację), któ
ra może byó kontrolowana innym sygnałem prądowym lub napięciowym poprzez 
odpowiedni układ kształtujący. Najprostsze połączenia klucza i elementów 
rezyatancyjnyoh prowadzą do uzyskania rezystancji zmiennych w czasie (rys. 
2).

Rys. 1

g(t) ■ a^(t) (3)

Rys. 2

r(t) • R<p(t) (4)

W ogólnym przypadku układy 
rezystancyjno-przełącznikowe mo
żna uważać za złożone z uogólnio
nych gałęzi rezystancyjnych i 

konduktancyjnych o strukturach przedstawionych na ryso 3 i 4, opisywanych 
relacjamii



R szyatan cy jn o -p rzełąo zn lk o w e d w ó jn ik l. . 33

Rys. 3 Rys. 4

Dowolny układ rezystancyjno-przełącznikowy można sprowadzić do obwodu zło
żonego z gałęzi uogólnionych poprzez równoległe 1 szeregowe łączenie rezy
stancji oraz stosując znane zasady łączenia kluczy. W najprostszych przy
padkach dla połączenia szeregowego i równoległego kluczy i <p2 (rys. 
5 1 6 )  zachodzi«

<Pa m <P2 (7)

Rys. 5

Rys. 6

gdzie v jest sumą logiczną funk
cji 1 CP2 .

Dla bardziej złożonych kombinacji 
przełączników należy stosować 

metody obliczeń znane w teorii automatów [3] .
Rezystancja wewnętrzna takiego układu powstaje z rezystancji opisują

cych pojedyncze gałęzie uogólnione przez działania dodawania, odejmowania, 
mnożenia i dzielenia, będzie zatem funkcja typu»

Z
r(t) - ¿5=2.

ak *k
(9)

bi ix

gdziei i }j są ■ ogólności postaciami boolowskimi funkcji <p sterują
cych kluczami w tym obwodzie oraz ich negacji.
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3. BOOLOWSKA ANALIZA DWÓJNIKÓW RSZYSTASCYJNO-PRZBŁ^OZNIKOWYCH

Niech będzie dany układ rezyatancyjno-przełąoznikowy zawierający rezy# 
stancyje stałe oraz p przełączników sterowanych funkcjami <̂ 2*** ¥p
(rys. 7).

W każdej chwili można określić 
aartoaoi funkcji sterujących, a 
tym samym stan poszczególnych 
kluozy oraz odpowiadające im 
wartośoi rezystancji zastęp- 
ozyoh dla dowolnych dwóch wy
różnionych zacisków ab danego 
układu* Wszystkich możliwych 
stanów kluczy Jest 2P. Określa

jąc dla tych stanów rezystancje zastępcze i tworząc odpowiednią tabelę 
stanów można na tej podstawie utworzyć wypadkową rezystanoję zastępczą 
rat)(t) postaci (9)* Przykładem może być układ przedstawiony ne rys. 8.
Dla układu tego mamy następującą tabelę stanów

%

%

9 a t >

0 0 0

0 1 1 / f i o + X i )

1 0 0

1 1 f / K 0

Rys. 8

Można zatem określić następującą wartość konduktancji zastępczejt

g(t) - -------------------------------------------------------(10)
R~ + R1?1

Przedstawiona metoda analizy Jest uciążliwa przy większej ilości nieza
leżnych funkcji sterujących <p , prowadzi do obliczeń wielu stałych sieci 
rezystancyjnych. Podany prosty przykład może służyć jako sprawdzian po
prawności określenia wartości g(t) dla gałęzi przedstawionej na rys. 8, 
która jest uogólnioną gałęzią typu konduktancyjnego gB przedstawioną na 
rys. 4 dla wskaźnika k • 1.
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4. UKŁAD FRZBiĄC ZMIKOWY Z JKDHAj REZYSTANCJĄ,

Każdą sieć rezystaacyjno-przełącznikową można podzielić aa segmenty za
wieraj ąoe pewną ilość przełączników i tylko jedną rezystenoję. Segment 
taki (rys« 9) można sprowadzić do gałęzi rezystancyjnej (uogólnionej)
(rys. 10) lub konduktancyjnej (rys. 11) z dwoma kluczami opisanymi zastęp
czymi funkcjami sterującymi p Q, oraz p c i <pD.

Wartości tych funkcji można obli
czyć zwierając lub rozwierając 
zaciski ab i cd układu utworzo
nego z samych przełączników 
(kluczy).

Układ ten opisany Jest rela
cjami«

a
S i e ć
n P ‘

k l u c z y

c

(
3 b

b o

Pa

P b

Pc

’Pab

'Pad

'P.b

P d “ Pod

dla
dla

dla

dla

R • 0

Rab - e
R ■ o“

E.ab 0.

(1 1)
(12)

(13)

(14)

Schematy zastępcze przedstawione 
na rys. 10 i 11 są wzajemnie rów
noważne, a zależności mifdzy 
opisującymi je funkcjami steru
jącymi wynoszą«

P a
Pb

r Pdt Pc 
Pc (15)

Pd -  Pa 
Pc - P a Pb

(16)

Zależności te wynikają z zasad rozdzialnośoi połączeń szeregowych i rów
noległych względem elementów oaobliwyeh [6] , [7],Jakimi są również ide
alne przełączniki.

5. UWAGI KOŃCOWE

Realizacja dwójników razyetanoyjno-przełącznikowych pozwala uzyskać 
układy rezyatancyjne o zmienianych parametrach poprzez zmianę funkoji (p
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sterujących kluczami, przy czym najwygodniejsze wydaje się zastosowanie 
funkcji okresowych ze zmienianymi współczynnikami wypełniania [4] • Współ
czynniki te mogą zależeć od pewnych napięó wewnętrznych układu, przez co 
układ nabierze cech rezystancyjnego obwodu nieliniowego.

Jeżeli funkcje sterujące będą zmieniane zewnętrznym sygnałem cyfrowym, 
to sieó przełąeznikowo-rezyataneyjna może byó uważana za blok wiążący 
układy analogowe z cyfrowymi (np. cyfrowo-analogowy blok mnożący). Rozsze
rzenie własności przedstawionych układów można dodatkowo uzyskać poprzez 
wprowadzenie do nich elementów aktywnych, np. wzmacniaczy operacyjnych. 
Problem ten jest obecnie opracowywany przez autorów.
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Recenzent 1 doco dr inż. Zdzisław Trzaśka 

Wpłynęło do redakcji da. 1 marca 1985 r.

SWITCHED ELECTRIC RESISTANCE ONE-PCRTS 

S u m m a r y
The analysis ef the electric networks built of the linear resistances 

and the ideal switches has been described. The methods of changing of 
suoh networks to the general resistance and conductance branches have been 
shown. It has bean prowed that any switched resistive network can be chan
ged into the network composed of the general branches by the series and 
paralel connection of the resistances and with the use of the known con-
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nection rules of the switches. The Boolean analysis of she switched resi
stance networks has also been given in this work. The resistance networks 
with the changeable parameters controlled by the tp functions (the control 
functions of the switches) can be obtain by the means of the switched 
resistive networks, so suoh networks can be regarded as the link between 
the digital and analog networks.

PE3H0TKBH0 -  KJtKHEBHE 9JTEKTP5WECKHE ¿ByXIIOJIBCHHKH 

P e 3 D M 6

£ oTaTse asSics aaajcHs sxexipzvecKEx ohctbm ooAepxamax AEHettBHe conpoiEB— 
jteHHH h HfieajikHHe nepexAxraaxeAE. OnHCitBasioH onoooOu npEBeAeBsm qthx cxcism 
K BHAy pe3HCXHBHHX H KOHAyXXEBBHX OdOOnSHHHX BSTBSfi• ioKaSHBaeTOK, CIO npO- 
H3BOAz>Hyn pe3HciEBB0-KjimeByB CHCieity moxho cbbcib x uena coAepxaneft ofiod- 
m^HBue seiBE,, oepe3 napaAAeABKue x nocAeAOBaxeABHue cosahb8hea conpoiH— 
BAeafi a Taxxe npHueaax E3B6CTSue cosahhshha nepexADqaieAeft,

B cxaxbe npeAoxaBABH xaxxe OyxeBHft abeams pe3ECXEBH0 - KADveBsz A»yxno- 
AMCHBKOB. PeaAB3aHEA 9THX AByXHOADCHEKOB nOSBaAASX EOXyUEX* p63HCTHBHH6 
CEcxeics c nepeueHHsoiE napauexpauE, OaaroAapa B3M6H6HHX) ynpaBxaeunx nepexxr- 
qaxejLSMH $yHKUE0 . Taxyx cECxeuy moxho ovaiaiB xax 8xox ooeAEHajowaii aHaxo- 
rosbie e UKgpoBue ycxpoftciBa.
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0 PEWNYM ZASTOSOWANIU RÓWHAŃ CAŁKOWYCH 
DO ANALIZY OBWODÓW SLS

Streszczenie. W artykule opisano pewien sposób analizy czasowej obwodów skupionych, liniowych, stacjonarnych (SLS) za pomocą równań 
całkowych dla metody prądów cięciw. Wykazano, te obwody o gałęziach 
będących szeregowym połączeniem rezystorów (fi), cewek (Ł), kondensatorów (C) i dowolnych SEM opisuje macierzowe równanie całkowe Tol- 
terry II rodzaju* Pokazano, ie obwody, w których gałęzie są dowolną kombinację połączeń (R,L,C,e) opisuje układ równań oałkowych Vol- 
terry I i II rodzaju oraz układ równań algebraicznych. Podano po
stacie jąder równań całkowych dla różnych typuw gałęzi. Podano algorytm umożliwiający numeryczne rozwiązywanie równań całkowych i oał- kowo-algebraioznych oraz porównano efektywnośó zaproponowanej metody z metodą Rungego - Kutty. Omawiana metoda została zilustrowana przykładem.

1. WPROWADZENIE

Analizę stanów nieustalonych w złożonych obwodach SLS prowadzi się naj
częściej poprzez rozwiązywanie układów równań różniczkowych przyporządko
wanych tym obwodom. Rozwiązywanie tych równań dla obwodów o dużym wymia
rze możliwe jest tylko metodami numerycznymi [1] , [2] , [3] . Inny równo
ważny opis obwodów polega na przyporządkowaniu im równań oałkowych [4] • 
Oelem pracy jest pokszanie jednego z możliwych sposobów opisu obwodów za 
pomooą równań całkowych oraz przedstawienie efektywnego algorytmu numery
cznego rozwiązywania tych równań.

2. FORMALIZACJA OPISU OBWODÓW ZA POMOCĄ RÓWNAŃ CAŁKOWYCH

Przyjmijmy, że gałąź grafu zorientowanego reprezentuje k-tą gałąź sze
regową R, L, C, « (rys. 1a) złożonych obwodów SLS. Takie obwody opisuje 
układ równań różniezkowo-całkowyoh i algebraicznych względem współrzęd
nych gałęziowych i, 0.
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o ^ m y — i— i— 1|— @ — o ». »
ot

Rys. 1 a, b

t
4 - L § | ( t )  +Rl ( t )  + J  n i t ) d € + « b(t0) - «(t) (1)

Bu - o Bu - Be (2)

Al - O (3)

gdzie» *o * ło
fi. U, ł - wektory aapięć, prądów gałęziowych,

•  - wektor sił elektromotorycznych,
L , R , r  - macierze diagonalne indukcyjnoóci, rezystancji, 6lastan-

oji,
U c(t0) - wektor napięć początkowych na kondensatorach,
B  - fundamentalna macierz oczkowa,
A. - macierz inoydencji

Rozwiązywanie układów równań (1), (2), (3) jest kłopotliwe, z uwagi na 
jego strukturę (jest to układ równań ■różniczkowo - całkowychJ^różniozkowych, 
algebraicznych), dlatego wygodnie jest zastąpić prądy gałęziowe przez prądy 
cięciw, korzystając z zależności:

1 -  1% (4)

gdziei ia - wektor prądów oczkowyoh (oięoiw).
Uwzględniając zależnoóó (1) we wzorze (2) otrzymujemy równanie»

B a * - r ł  (t) + K l ti s (t) + j  -  Be(t) -  B V t 0) <5)



Wprowadźmy następujące oznaczania i 

*0 - * » *
E 0 - SBB*
r0 - sra*

gdzie* Ł0, 3^, r0 - Macierze indukoyjności, rezystancji i elaetancji 
Oczkowych»

Pomnóżmy obustronnie równanie (5) przez Ł~1 (zakładając, że det *o^0), 
uzyskamy wtedy zależność*

O pewnym zastosowaniu równań... 5«

t

^ ( t * ; 1r 0łe (r) d r - i ^ i B e i t ) - ^ ^ ) )  (6)
*0

Po acałkowaniu równania (6) * przedziale (tQ, t) m a ^ t

% &
ie(t) - i8(t0) + j ir0\ i B ( t ) d* + / \ J  ^  r0i8(t) dr]

O o
ds

J  l£1SeU>dt - J  J£1fa0(t0) dr (7)
*o *-

gdzie*
i8(t0) - 8*l(t0)

ł(tQ) ■ wektor prądów początkowych w cewkach indukcyjnych. 
Skorzystajmy z lematu [4] s

t x t|5 J f (a) ds | dx ■ j (t-s) f(e)ds (8)

*0 *0 *0

otrzymamy wtedy całkowy opis gałęzi obwodu*
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(9)
*o

Jest to równanie liniowe Volterry IX rodzaju z funkcją wymuszającą łQ(t) 
daną wzoremt

* j  - j  Ł~1&jb(to)dtr +ł 0(t) - J  L"1 S e M d n  - J  x;1B«^(t0)dt + ł 8(t0) (10)
*o *0

oraz macierzą jąderi

j«t,tr) -  -  ( ł ; 1r 0 + i£ 1 r 0(t - 1 )) (n )

Można wykazać [4] , że istnieje jednoznaczne rozwiązanie równania (9) w 
klasie funkcji ciągłych na przedziale [t0, t-J, jeśli K(t,t) jest funkcją 
ciągłą w trójkącie określonym nierównościami tQ <  f < t  <  t1f a F0(t) 
jest ciągła na [tQt t j .

3. ALGORYTM ROZWIĄZYWANIA RÓWNAŃ CAŁKOWYCH

W celu numerycznego rozwiązania układu równań (9) podzielmy przedział 
czasu c t 0, t >  na N odcinków o długości At i zastąpmy całkę sumą!
Mamy więci

W  “ yo < V
j-1

(12)

t± - tQ + (i-1) At| i - 1.2...N (13)

(Ń-X(ti,t1) At)i0(t1) - W0 ( t ± ) + Kiti.tJ^it.) At (14)
J-1

• e * t

Z postaci jądra (wzór (11)) widać, że dla t ■ t  Jest ono stałe i równe 
-L”1Rq, 00 bardzo upraszcza obliczenia numeryczne* Wystarczy wtedy tylko 
raz obliczyć macierz odwrotną do jl-Kit^,^) AtJ dla rozpatrywanego prze
działu czasu [t0,tij •
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Nie jest to więc iteraoyjny sposób rozwiązywania układu równań, a za
tem jest on zbieżny* Dokładność rozwiązania zależy natomiast od dokładnoś
ci obliczania macierzy odwrotnej oraz od przyjętego przyrostu czasu 4 1. 
Przyrost At powinien być dobrany tak, by norma wektora Ai była mniejsza 
od założonego błędu.

4« UOGÓLNIENIE NA GAŁĘZIE Z2EGENER0WANS

Przyjmijmy, że złożony obwód SLS zawiera N1 gałęzi szeregowych R, L,
C, e oraz (NG-N1) gałęzi zdegeaerowanych. Poprzez gałąź zdegenerowaną ro
zumiemy gałąź,w której pominięto ao najmniej jeden z parametrów R, L, C* 
Obwody takie opisuje we współrzędnych gałęziowych:
- układ N1 równań całkowych II rodzaju dotyczący gałęzi niezdegenerowa- 
aych, z jądrami o postaci:

- układ H2 równań oałkowyoh Volterry II . rodzaju odnoszący się do gałęzi 
o postaci przedstawionej na rys. 2

(15)

z jądrami:

Rys. 2 Qg * 1,2...Ng (16)

- układ N3 równań Tolterry I 
rodzaju dla gałęzi pokazanych 
na rys. 3

z jądrami danymi wyrażeniem:
Rys. 3

Rys. 4 ■ 1,2.. .N. (17)'3

- układ H4 równań Volterry I 
rodzaju dotyczący gałęzi o 
postaci przedstawionej na rys.4.
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i

u.

Rys. 5

z jądrami o postaci

K„ n <*•*) - H4’ 4 a.

nA “ (18)

- układ N5 równań całkowych Volterry I rodzaju dla gałęzi o postaci przed
stawionej na rys. 5 
z jądrami o postacit

(19)

- układ N6 i H7 równań algebraicznych odnoaaąoy się do gałęzi będących 
połączeniem cewek i sił elektromotorycznych lub zawierających wyłącz
nie siły elektromotoryczne.

Obwody rozpatrywane w tym punkcie opisuje następujący układ równańt

B*

N1+N2

h ^ h 2+
+H,

n1+k2+
+N ,+a.> 3 4

t t
n

S "  i \ . a 1(t,t:)in1(t)dr J.n1 J(e„i (t)-«on1 (t0))dt+Ln1lnl(t0)

*o *o

t t

v j  Kn2.n2(t,T)in2(,;)dtŁn2 J (en2(t).dt)+ Ł ^ ^ i t o )

*o «0

t =B* t
J  ( e ^ ^ - U o ^ i t o ^ ^

*o *o

t t
f Kn4,n4(t,t)i (t)dt 
*o

J  ^®a4^^*dT' ^

(20)
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NJ+N2+N3

+^+85

h1+m2..
+! 5+m6

• «+N/+,6+H7

l»6

{ ^•n5^"vaa5^o^ di

f  <«n6 <*>**) + Ln6ia6(t0)

J *

Postępując analogicznie jak w puakois 3 zastępujaa? prąd? gałęziowa przez 
prąd? strua otrz?aując układ równań liniowyaht

i-1
» ■ ( t ^ )  AtB*!,^) - 9 ( \ ) *  ^ 2  8 » K A t

j-1
(21)

gdsiat
*(ti,t±) - macierz diagonalne,której element? określają wzory

Kk,k(ti**i)" (IT + ^ )Lk dl* k “ W H1 (22)

Hk,k(W  - *k dla k -  H2+*1+n3,

»(tt) - wektor kolumnowy,którego wyrazami są element? prawej stron?
wzoru (20) dla wartości t4•i*

iKti.tj) - macierz diagonalna o elementach określonych wzorami i



56 A, Łasica J. Walczak

“k . k ^ i ^ j - - (Rk + cj < V V } k « 1 •• *N^

"k,k(ti’*j - “ Rk k - N1+q2

“k . k ^ i ^ j B - (ak + k - N.,+H2+n3

Mk,k<ti*tj m - Rk k - N^Ng+Ng+n^

“k . k ^ j m - { W s J : k - R1+R2+N3+R4+n5

Mkjk^*i,*j m 0 k >  N.,+N2+N3+N4+N5

Jeśli w obwodzie wystąpią sprzężenia magnetyczne, wtedy uwzględnia się 
je w macierzy Hit^.tj^ (wzór (22)) lub w macierzy jl-łfttj,^)} (wzór(14)) 
Uwagi dotyczące zbieżności i dokładności rozwiązania równania "(21) są 
takie same jak dla równania (14) pod warunkiem, że istnieje macierz od
wrotna do macierzy nKt^t^jB*,

5. PORÓWNANIE OMÓWIONEJ METODY Z METODĄ RUNGBGO - KUTTY

Przeprowadzono obliczenia rozpływu prądów w obwodach o strukturze przy
jętej w pracy metodą równań całkowych i metodą Rungego - Kutty, 4 rzędu 
(podprogram F4 RUNO biblioteki FSCE). Przeprowadzone eksperymenty pozwa
lają stwierdzić^ że czasy obliczeń tymi metodami są tego samego rzędu.
Przykład 1,

Zapiszmy macierz lKt^t^) At, Mit^.tj) dla obwodu przedstawionego 
na rysunku 6a
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I>1+R1 At 0 0 0 0 0 «17 0
0 Lg+Rg At 0 0 0 0 0. 0
0 0 R3 At 0 0 0 0 0
0 0 0 R4 At 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

*71 0 0 0 0 0 *7 0
0 0 0 0 0 0 0

C1 1 J
0 0 0 0 0 0 0

0 -*2 0 0 0 0 0 0

0 0 - < V  w  6 0 0 0 0

0 0 o3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 9 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 oo

0 0 0 0 _

Czas obliczenia prądów w ty» obwodzie w przedziale czasowy» (0,6) przy 
At - 0,3 wyniósł 9212 aa.

6. SODSUMOWARIE

Opisano sposób analizy (za pomocą równań całkowyoh dla metody prądów 
cięciw) obwodów SIS zawierających wyłącznie gałfzia szeregowe R L ,  C,’ e, 
a następnie uogólniono te metode na obwody z gałęziami »degenerowanymi* 
Metodę tą moina zmodyfikować dla obwodów zawiera jąoyoh siłyprądomotoryczne i 
wszystkie typy źródeł sterowanych. Podobnie moina wyprowadzić równania 
całkowe dla metody potencjałów węzłowych*

LITHtATURŁ
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OM AH APPLICATION OF THE INTEGRAL EQUATIONS TO THE ANALYSIS 
OF THE SL3 CIRCUITS

S u m m a r y
A way of the time - domain analysis of lumped, linear, time - invariant 

(SLS) circuits has been described using integral equations, in the case of 
current strings. It has been shown, that the circuits with the branches 
being the sequential connections of resistors (R), inductors (L), capaci
tors (C) and arbitray SEN (e) are described by the matrix integral Voltor- 
ra{equation of the second kind. It has been demonstrated, that the circuits 
with the branches which are arbitrary combination of (R,L,C,e) are descri
bed by the Bystem of integral equations of the first and aeoond kind and 
the system of algebraio equations* The forms of the kernels of the inte
gral equations describing the various types of branches have been given.
An algorithm making possible numerical solution of the integral and inte
gral - algebraic equations has been givenj the effectiveness of the suqge- 
sted method has been compared with the method Runge - Rutty. The discus
sed method has been illustrated by an example.

OB HEK0T0P0M UPHMEHHEHHH HHTEPPAJIBHHX yPABHEittffi K AHAJI3Y UEIDI C C

P e 3 » m e

B cxazze npeAoxaBxex HeKOTopaft uexoA Bpeueimoro aHaxH3a cocpeaoioueHHux 
JiHHeftHUx czauBOBapHux qenefi npa nouomn HHxarpasLahx ypasEeHHS Ana uexosa
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TOKOB xopÄ. HoKasaHo, h ïo  uenu o Besatom, ttoiopua xbxswxcx pkäobhmh cosflHHe- 
HH.ÏMH p e S H C I O p O B ,  KETyneK ,  K O H A O H C a T O p O B  H  C p O B S S O J Î fc U L O C  C 3M ,  onacuBasica 
uaipH<iHUMH HHTerpajifcHHMH ypaBHeHHKMH BojiBieppH Bioporo posa. noKasaHo, bto 
axa nenn, b Koiopux BeiBH HBjiHæica npoHBBOflbHHim KOHÔHHauHÂMH F, 3 onacaib 
MoxHO npH noMoiĘK CHCT6MU H H i e r p a j i B H n x  ypasBeHHä BojibieppH nepBoro h Bioporo 
pofla h npH nonomH CHCieuH ajtreöpamecKHX ypaBBemä. Äami bhäh axep HHier- 
paabEux ypaBHSHHâ, oHBCuBaüHHX pasHue thiih Beiseił. ÄaH aaropHiM laojienHoro 
pemeHHÄ HHierpajiLHux ypaBHeHHÜ b HBierpo- ajtreÖpaa<iecKHX ypasHeBHÖ. IIoKaaa- 
Ha 3$$eKTHBK00iB aloro MBiofla no opaBHeHH® o mstoâom Pynre- KyTTH. ÂJta 
npeAOiaBaeHHoro ueioAa npHsesöH hhoxoboS npxuep.
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REALIZACJA WYBRANEGO TYPU LINIOWEJ REZYSTANCJI 
STEROWANEJ (LRS) Z KIEUZIMONYM ZACISKIEM WEJŚCIOWYM

Streszczenie. W praktyoe często konieczne jest szeregowe łącze- 
nie rezystancji sterowanych. Ma to na przykład miejsce przy modelo
waniu charakterystyk nieliniowych [1] • Wszystkie znane dotychczas 
liniowe rezystancje sterowane mają jeden zacisk uziemiony [1,2,3,41, 
nie mogą więc być utyte w połączeniach szeregowych. Woześnlejsze 
próby doprowadziły {1] do nieuziemionej struktury LSR, która nie 
moie Jednak być uważana za dwójnik. W pracy uzyskano nieuziemione 
struktury LSR. ftrzyjęto założenie, te liniowa resystanoja sterowana 
musi spełniać dwa warunkii
1) warunek dwójnika,tsn. równość prądów obu zacisków,
2) warunek LSR, tzn. u » i k r ve,

gdziet u - napięcie,
i - prąd,
k - stała,
r - stała rezystancja,
Y0 - napięcie sterujące.

Wyprowadzono równania nieuziemionej struktury LSR. Zaproponowano 
dwie równowatne struktury LSR.

W układach praktycznych, np. przy modelowaniu zadanej charakterystyki 
nieliniowej [i] niejednokrotnie zachodzi konisozność szeregowego łączenie 
rezystancji sterowanych. W literaturze, np. [i] , [2] , [3] , [4] spotyka 
się prawie wyłącznie rezystancje z uziemionym zaciskiem wejśeiowym, które 
nie mogą być łączone szeregowo. Nieliczne [1] proponowane rozwiązania pro
wadzą do rezystancji, które trudno uważać za dwójniki.

W pracy tej wyprowadzono zależności,jakie spełniać winny układy LRS o 
założonej strukturze ogólnej oraz przedstawiono dwa możliwe rozwiązania 
problemu. Bo rozważań przyjęto dwójnik o strukturze pokazanej aa rys. 1, 
gdzie A jest układem złożonym z rezystancji, wzmacniaczy operacyjnych i 
układu mnożącego. Założono, że rezystancje wejściowe układu A są znacznie 
większe od r tak, że prądy io1 i i , są pomijalnie małe, tzn. możemy przy
jąć ia1 - ia2 - 0.
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r«r

r *

r 4* e
i "

U, A
‘ • ż --------1-------

— c m - ----

■ X

Układ pokazany na rya. 1 muai 
spełniać równocześnie dwa rów
nania«
ogólne równanie dwój nika

Ł11 * -i12 “ i* 

równania LRS

u ■ ir(t) - lkrT.

(1)

<2>

Rys» 1
Ogólna struktura LRS 

The generał VCLR strueture

W zależności (1) wynika,że*

gdzie*
7„ napięcie sterujące, 
k - atała, 
u - V „  - V12.

V11  -  V1 *2 " *12 ° (3)

Wprowadzany napięcie poBoenicze 7^ liniowo zależne od prądu wejściowego 
dwój alka

V3 - r(i11 i12) * 2ir '11 V1 “ *1 2  +  V (4)

Równanie to realizuje układ pokazany na rys, 2.
Ha podstawie wyrażeń (2), (3) i 
(4) otrzymuj sny następujące za
leżności

# Rya. 2 
Realizacja wyrażenia (4)v 

The realization of the eąuation (4)

71 + *2 " *11 + V12

u - 2k1rVci - 71 - V2 + 73

gdzie«
^  | zostaje przyjęte jako

stała układu nnożą- 
esgo z na pi ę cierni 

wej aciciryni v3 i 7e i napięcie*
wyjściowym k  ̂ T3 ¥e .

V1 " 72 “ k1 V3 Vc " V3 (5)

(6)
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Dodając równania (3) i (6) otrzymamy*

Tt - 2V12 " V2 + *1 V3 Vc

lub

V2 - 2V12 V1 + *1 V3 Vo

Równania (7) i (7a) realizują układy pokazane na rya. 3

(7)

(7a)

Rye. 3
Raalizacja rdwnania (7) - uklad A
Raalizacja rdwnaoia (7a) - ukkad B

The realization of «be equation (7) - the network A 
The realization of the equation (7a)- the network B

2V„ - V, *1 V3 V0

Odejmując równania (S) i (6) otrzymany*

V2

lub

72 - k, V3 Vc.V1 "  2V12

(8)

(8a)

Układy spełniające równania (8) i (8a) pokazane aą aa rya. 4.
Aby układ LRS spełniał załotenie (1) i (2) konieczne jest równoczesne
spełnienia zaletnodci (7) i (8) lub (7a) i (8a).
Ostateczna realizacja I£3 powstanie przez źłotenie układu z rys* 2, ukła- t

du mnożącego oraz układów (A) i (C) - rys. 5 lub (B) i (s) - rys. 6.
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Rys. 4
Realizacja równania (8) - układ C
Realizacja równania (8a) - układ D

The realization of the equation (8) - the network C
The realization of the equation (8a) - the network D

Rys. 5
Układ 1RS odpowiadający równanion (7) i (8)

The VCLR structure for the équations (7) and (8)
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Rys* 6
Układ LRS odpowiadający równaniom (7a) i (8a) 

The YCLR strućtore for the equations I7a) and (8a)
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REALIZATION OP SOME FLOATING VOLTAGE 
CONTROLLED LINEAR RESISTANCES (VCLR)

S u m m e r ;

Series connection of the voltage controlled linear resistances (VCRL) 
is often needed for example in modelingoef nonlinear characteristics [lj. 
The allknown realizations of the controlled resistances have one of 
the terminals grounded ,2,3,4] , so the; cannot he used in the series 
connection. The earlier attempts [l] had led to the ungrounded floating 
struoture which however oannot be regarded as aa one - port. The floating 
VCLR structures have been derived in this work. It has been assumed that 
the floating voltage controlled linear resistance must fulfill two subse
quent conditional
1) one - por condition i.e currents of the both input terminals must be 

the same,
2) VCLR condition i.e. u > i k r VQ

where u - voltage 
i- current 
k - constant 
r - constant resistance 
Vc - control voltage 

The equations of the floating VCLR have been derived. The two alternative 
VCLR structures have been proposed.

PEAJIH3 AUHH HEKOTOPUX TifflOB JIHHJÜHHX P E 3RCT0 P0 B ynPABJIHBMfflf HAnPfflKEHHEM E E 3 

OBlUErO 3 A3 EMJIEHHH

P e a b s e

HocjieAOBaTejiLHoe coeAHHeHHe jiHHekHux ynp a B M e m o c  pe3zcTopos vaceo KBjiae- 
Tca HeoôxoAHuHu, Ha npauep ajih (popuHpoBaHaa HejiHaekHux xapaKiepsciHK I .

B e e  H S B e c i H u e  y n p a B x s e u u e  p e 3 H C T a a m t H  a u e i o T  o a h h  H 3  i i o j u o c o b  3 B 3 e M A ë u H u â  

1 , 3 , 3 , 4  T a x ,  v t o  H e  n o r y i  ô u i b  c o e A H H ë H H H M H  n o c a e A O B a i e A B H O .

T o j i ł k o  o a h o  H c n u ia H H e  6 h a o  C A ejia H O  a o  c h x  n o p  I  ,  h o  n o a y H e H H u fi y n p a B x a e -  

Mhifi p e 3 E 0 T o p  6 e s  o b n e r o  3 a 3 e u A e H H H  c o B c e x  He 6 u a  A B y x n o a b c h h k o m •
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B HacioHicea paSoTe BHBeAHH jraHeatuie pe3HOiopu ynpaBjuieMHe HanpaseHłieM 0e3 
ofimero 3a3eMJieHM„ IIp h h h t h  cjiê yswie ycjioBHH ajw peajUi3aijHH jiKHefiHoro pe3nc- 
iopa ynpaBjiHeaoro HanpmeHHew 6e3 obmero 3a3eMJieHHa!
1) ycioBae AJia AByxnojnocHHKa - tokh KaJMoro H3 eojdocob SBMeio* paSHintH,
2) ycjioBne ajw jmHeaHoro pesncTopa ynpaBjmeMoro HanpajceHHea

rae

-  HartpaseHHe
- TOK

k ~ KOHOtaHia
-  n o o T o a H H o e  c o n p o T H B J ie H B e

-  y n p a B Jiff lo n e e  H an p aao ieH e

BuBeseKH Taicie ypaBHeHH« • ajih peajtH3amai aHHeanoro pe3H dopa ynpaBjuieiioro 
HanpaweHHen 6e3 oOąero aaaemteHiia. IIoKa3aHu ABe 3KBHBaJieHTHue CTpyjtiypH
T aK H X  p e 3 H C I 0 p 0 B .
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ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH DO ROZWIĄZYWANIA 
RÓWNAli CAŁKOWYCH I RODZAJU POLA LINII PRZESYŁOWYCH

Streszczenie. W pracy sprowadzono zewnętrzne zagadnienie brzego
we Dirichleta dla dwuwymiarowego równania Laplace’a do równania cał
kowego I rodzaju. Rozwiązanie zagadnienia poszukiwano w postaci po
tencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej. Płaszczyznę ziemi 
uwzględniono poprzez zastosowanie metody obrazów elektrycznych. Za
stosowana metoda umożliwia obliczenie pola w nieograniczonej prze
strzeni poprzez rozwiązywanie równań całkowych na granicach podzia
łu ośrodków. Przeprowadzono algebraizację równania całkowego I rodza
ju z zastosowaniem funkcji sklejanych stopnia 1 dla dwuwymiarowego 
modelu linii przesyłowych o dowolnych konfiguracjach. Dokonano po
działu konturów przewodników na elementy i dla każdego z nich wy
brano odpowiednią funkcję aproksymującą gęstość powierzchniową ła
dunku. Wykonując następnie całkowanie po każdym z elementów i sumu
jąc otrzymane wyniki uzyskano "operacje przybliżoną" do numeryczne
go określenia rozkładu gęstości ładunków na powierzchni przewodni
ków oraz potencjału pola w dowolnym punkcie na zewnątrz przewodni
ków. W celu zwiększenia dokładności obliczeń zastosowano funkcje 
sklejane do aproksymacji funkcji gęstości ładunków na poszczegól
nych elementach podziału konturów przewodników. W pracy przeprowa
dzono dyskusję poprawności sformułowanego zagadnienia Dirichleta. 
Wykazano jednoznaczność rozwiązania postawionego problemu. Podano 
także metodę wyznaczania wektora natężenia pola elektrycznego. Uwz
ględniono tutaj zarówno obszar na zewnątrz przewodników, jak też na 
ich powierzchni. Określono algorytm obliczania składowych wektora 
natężenia pola w oparciu o wyznaczony wcześniej rozkład powierzch
niowy gęstości ładunków. Przedstawiony w pracy algorytm przetesto
wano na przykładzie przewodnika o zadanym potencjale. Określony w 
ten spoBÓb rozkład natężenia pola na powierzchni przewodnika porów
nano z rozwiązaniem dokładnym danym wzorem analitycznym. Opracowany 
algorytm zastosowano do obliczeń rozkładu pola linii 400 kv.

1. W3T?P

Dwuwymiarowy model pola elektrycznego można stosować w przypadku roz
patrywania układów przewodów prowadzonych równolegle względem siebie oraz 
przy założeniu, że odległości między przewodami są dostatecznie małe w 
porównaniu z ich długością.
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Model ten jest często stosowany przy anslizie i syntezie pola elektrycz
nego linii przesyłowych w warstwie przy powierzchni ziemi* Między innymi 
posługiwano się nim w pracach [2] , [3] • Badanie pola w dowolnym punkcie 
na zewnątrz przewodów, jak również na ich powierzchniach wymaga precyzyj
niejszego aparatu matematycznego. Obecnie dużo uwagi zwraca się na rozwią
zywanie pól elektryoznych quasi - statycznych metodą równań całkowych. 
Szerokie zastosowanie tej metody podyktowane jest wieloma zaletami, z któ
rych zasadnicza polega na możliwości obliczenia pola w nieograniczonej 
przestrzeni poprzez rozwiązywanie równać całkowych na granicach podziału 
ośrodkówo W obliczeniach numerycznych wystarczy więo dyskretyzowaó tylko 
powierzchnie ciał, a nie całą przestrzeń, co znacząco ułatwia nie tylko 
stawianie zadań,lecz także ich rozwiązywanie.

Najczęściej metodę równań całkowych stosuje się w obliczeniach pól ele
ktrycznych quasi - statycznych generowanych przez naładowane przewodniki.
Za najbardziej naturalne z fizykalnego punktu widzenia jest rozwiązywanie 
tego typu zadań poprzez sprowadzenie Ich do równań oałkowych I rodzaju [14] 
o jądrach logarytmicznych. Podyktowane jest to przyjęciem rozwiązań zaga
dnień dwuwymiarowych w postaci potencjału logarytmicznego warstwy pojedyn
czej. Jak wiadomo, równanie całkowe I rodzaju należy do równań śle uwarun
kowanych [i9j . Z tego powodu do rozwiązywania tych równań stosuje się 
specjalne metody regularyzacji [19] , które wymagają większej pamięci EMCo 

W dalszej części pracy opracowane będą ogólne algorytmy rozwiązywania 
zewnętrznego problemu Dirichleta dla dwuwymiarowego równania Laplace's 
metodą równań całkowych I rodzaju.

2. SPROWADZENIE ZEWNĘTRZNEGO ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO DIRICHLETA DLA DWU
WYMIAROWEGO RÓWNANIA LAFLACE'A DO RÓWNANIA CAŁKOWEGO PIHIWSZEGO RODZAJU

Poszukiwanie rozwiązania tego problemu będzie prowadzone w postaci po-Otencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej. Niech na płaszczyźnie R 
dany jest układ D^dwl, 2, ...N ) rozłącznych obszarów ograniczonych jedno- 
spójnyoh, których brzegi Cr ^  są krzywymi zamkniętymi klasy C^ . Poszu
kuje się rozwiązania V(l) zewnętrznego zagadnienia Dirichleta dla dwuwy
miarowego równania Laplace’a.

Np
AV(X) - 0 dla X e R 2 - ^  D± (2.1)

z warunkami brzegowymi

V(X) ■ VA dla X « C (ii, i - 1,2, ...Np (2.2)

znikającego w nieskończoności, w postaci potencjału logarytmicznego war
stwy pojedynczej [14] .
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V(XJ - s f e E i  6^ ln [ w ]  dl* " złr [ m H  (2*3)
*-1 “ u )  c

gdzieś
r , r (l)lirl2)M ..r PC “ C u C  u * » * u C

Aby jednak potencjał określony wzorem (2.3) znikał w nieskończoności po
trzeba i wystarcza aby

/

N.
6 U ) d lx «

k»1
6(k)(x) di_ o. (2.4)

(k)
C C

Mając na uwadze zastosowanie dwuwymiarowego modelu pola elektrycznego do 
badania pola linii trójfazowych zakłada się dalej, że rozłączne obszary 

znajdują się w półpłaazczyźnie X2 5» 0 (rys. 2.1).
Warunki brzegowe (2.2) pozostają 
bez zmian, natomiast dla 
otrzymuje się potencjał V(x.j,x2) 
równy zeru

V(i1t0) - 0 (2.5)

Rozwiązanie tak postawionego za
gadnienia Dirichleta dla dwuwy
miarowego równania Laplace*a 
można otrzymać stosując metodę 

1 obrazów elektrycznych względem 
prostej Xg«0 [loj. Polega ona na 
uwzględnieniu warunku brzegowe
go (2.5) przez wprowadzenie 
układu Dit obszarów (i1 -1,2, •—Sp), 
będących odbiciem zwierciadla
nym obszarów Dj_(i-1,2,. ..Np) 
względem psi X^, na których fun
kcje 6 ^   ̂(Y1) wynoszą
.(i’)

Rys. 2.1
(Y1) ■M ) (Y)

Odbicie zwierciadlane obszarów w osi y „ Y(y^,y2), A X ’ t y - y0)

The mirror reflection of the D. region (2.6)in the axis
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W takim przypadku rozwiązanie zewnętrznego zagadnienia Diriehleta można 
poszukiwać w postaci

fl %r-Z f  (k) V(y1-x1f+(y2+x2f
“ Z W  I 6(¥)lnjMl-dlY ” Z W f~ 2 — , I f  < y v ^ 2 ) l a  ,/7 ^ T . ^ dlY23re° ł  |xx| ZJCeo ^ U )  V<yi -*i^f(y2-x2/

(2.7)

W rozpatrywanym przypadku należy tak określić funkcję 6(Y) na brzegu C, 
aby potencjał V ( x ) spełpiał warunki brzegowe (2.2) i (2.5), a na to po
trzeba by spełniony był następujący układ równań całkowych X rodzaju

1 f  ^  yty1-x1)2+(y->+x2)2 (1)
t Y I  i  " r - -  -  ^=7 -  2 «oVl’ ^ v * 2>*  c

fc-1 ę(k) ł(y1-x1)2+(y2-x2)2

1 - 1,2,...Np (2.8)

Jeżeli znamy prawo rozkładu gęstości powierzchniowej ładunków, które by 
zapewniało spełnienie warunków (2.2) na konturach C ^ ,  to postawione 
zadanie byłoby rozwiązane. Przyjmując dla operacji całkowej typu poten
cjału logarytmicznego oznaczenie

6 - £  L w i *  { § !  diY - f  W  4 (Y >ln  dlY u *9)
c kMl Jcw

można układ równań (2.8) przedstawić w postaci operatorowej

0fL 6  - W (2.10)

gdziei
W " 2 6 oVl dla X « C ll^(l • 1,2,...,»p)

Problem zewnętrzny Diriehleta dla dwuwymiarowego równania Laplace’a jest 
równoważny rozwiązaniu równania (2.10) z operacją liniową oPL określoną 
wzorem (2.9).
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2.1. POPRAWNOŚĆ SFORMUŁOWANEGO ZAGADNIENIA

Mając na uwadze, że rozpatrywane pole elektryczne quasi- statyczne jest 
sinusoidalnie zmienne, należy dziedzinę i przeciwdziedzinę operatora 
rozpatrywać w przestrzeniach zespolonych funkcji punktu na konturze C , 
np. w przestrzeni funkcji całkowalnych z modułem L * ( C ) lub z kwadratem 
modułu L* (C). Jądro operatora całkowego ^(2.9) ma słabą osobliwość w 
przypadku, gdy punkty X i Y pokrywają się. Jeżeli jako dziedzinę opera
tora przyjąć przestrzeń L* ( C )$(6 e L*( ę  )}, to jak wiadomo z teorii 
potencjału logarytmicznego [13] operator ten przyjmuje wartości z prze
strzeni funkcji ciągłych C*(C) na konturach C - C'1  ̂b C ^ ^ „ , u  C ^ V .  
Przestrzenie ( C ) i C * ( C ) są przestrzeniami Banacha o normach

Operacja V Ł jest ograniczona, gdyż uwzględniając wzory (2.12) i (2*9)
otrzymujemy oszacowanie

(2.11)

v II c*( C)“ ^ xc I v(x)l a mlx “ xc (i) I V x)l • (2 . 12)

= iirJJ.
c*(C) XiC

= na z dl y <  ? j l n w r  dl y ) * 
c
/

c

(max |<3(Y)|).
YeC

(2.13)

Ponieważ całka

c
jest zbieżna w każdym punkcie otrzymujemy

C#( G) < lkL IIe ( C ) - ~ c ( C ) ^ o * ( C ) (2.14)
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gdzie norma operacji jjl2]wyraża eię wzorem

II “iff II = sup i | 6 || : II 6 || =1 | = max
1 c*(C)— c * ( C) l L C*(C) C * ( C )  J  X e c

[ f  j 111 T x f f  d ly j  • f2 ,15 )
c

Tak wiec operacja ąlL jest operacją ograniczoną z C*( C) w C*( C), a jako 
taka jest ciągła [1] -
Operacja *ifL jest również ograniczona z Ii^(C) w £*( C ) t gdyż

I “V I I  L*( C )-j | i j ó CY)ln M L  dl^dl, *S (mex 1  Jln M  dl,), 

c c "  c

.(j51 6 (Y) I dlY). (2.16J

c

Ponieważ całka

ł j
m  M L  di

|XY |
c

jest zbieżna w każdym punkcie YeC[l3], wiec uwzględniając wzór (2.16) 
otrzymuje sie

gdzie

11 n "  I « (  c ) -  a | ( c ) -  •up{ 11 ’ ' i 41 c 1 ■1 ó 1 ! . ? ( c ' ” }  ■ ” ć & / I ” i S | d l J

(2 . 18)
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Teoria równania operatorowego (2.10) jak również metody przybliżonego roz
wiązania tego równania podana jest najogólniej w przestrzeni L2- W celu 
zbadania operacji wziętej jsko operacja z l|(  C) w L*( C ) można skorzy
stać z twierdzenia Risza o interpolacji [12 J  . Stwierdza ono, że jeżeli 
liniowa operacja jest równocześnie operacją ograniczoną z C*( C) w 
C*( C) oraz z 1*(C) w L*( C)*to jest również operacją ograniczoną z 
L*(C ) w Lgf C ) oraz

l,'VL 11 l|(C1 —  L*(C) ^  (^ L  C*fC),'2 ( ̂ iJ l*(C)-~ L ^ C ) ^  (2.19)

Ponieważ jądro operacji jest rzeczywiste i symetryczne, tj. (rys. 2.1)

- Ix y M . Iy x 'I .l n   = ln -----  (2.20)
IXY I IYX I

więc uwzględniając wzory (2.151, (2,18) i (2.20) w nierówności (2.19) 
otrzymuje się

11 11 l * ( c ) ~ l2(c> ^  ™eC f 111 "HnH” dlY 11 l* (C ) =
c

-llvL ll c*(C)—  C*(C) i2-21>

Operacja zdefiniowana wzorem (2.9) spełnia warunek [13J

6  = 0 <=><J = 0 (2.22)

Warunek (2.22) jest warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, aby opera
cja liniowa *|PŁ była odwracelna [1] . Z warunku (2.22) wynika jednozna
czność rozwiązania równania (2.10).

2.2. APROSKSYMACJA OPERATORA TYPU POTENCJAŁU LOGARYTMICZNEGO WARSTWY 
POJEDYNCZEJ

W praktycznych realizacjach zamisst równania (2.10) rozwiązuje się 
równanie
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gdzie Jest operacje "'bliską" operacji l/^ (w sensie normy w l|f CJ)
i w metodach numerycznych powstaje w wyniku dyskretyzacji operacji całko
wej
Najogólniej rzecz biorąc wyraża sie one w postaci 

Np N
. , r  r  w  <k>

^ i p ó 2 _  2 _  ci (x)ó iYi ) f2*24>
k=1 i»1

gdzie tzw. funkcje kształtu C p ^  (7.) dla danego jądra operacji zale
żą od wyboru formuły przybliżonego całkowania, s wiec od wyboru funkcji 
aproksyaującej funkcje 6 ^ ( X )  na C ̂  * jak również od sposobu aproksy
macji dowolnych konturów C ^ .

W konstrukcji operatora "bliskiego" należy przede wszystkim dokonać po
działu konturów na elementy C.^1̂  i dla każdego z nich wybrać od
powiednią funkcje aproksymującą Wykonując następnie całkowanie
po każdym z elementów C.̂  i sumując otrzymane wyniki otrzymujemy opera
cje przybliżoną w postaci (2.24). Zwiększenia dokładności obliczeń funkcji 
kształtu C^' ;(X) może być osiągnięte przez zastosowanie tzw. funkcji 
sklejanych do aproksymacji funkcji gęstości ładunków 6.ĵ k^(X) na elemen
tach podziału konturów C [6J .

2.2.1. Aproksymacja potencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej zadane
go na dowolnych okręgach

Niech zadane aą promienie rk orsz ich środki o współrzędnych y . ^ , 
y-/k  ̂ (k=1,2,...N-J, wówczas zbiór punktów należących do łuku C. łączą- 
cego punkty Y^v zgodnie z oznaczeniami przyjętymi na rys.
2.2. wyraża sie wzorem

C.i
(y1.y2)* y.j=y/k^+ rkc o s p ik); y2»y2fk^+ rksiny)(k^}

(2.25)

Funkcje gęstości ładunków bedzie sie aproksymować funkcją sklejaną stopnia
pierwszego interpolującą dane wartości w punktach podzisłu Y. ̂

f klokręgu C * tj. w postaci
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6i^k^(y1,y2) =
(k)(k) W . Ó M  W  (k)

_i i±J-iii— i  + —iii--------------- <P dla(y1fy?)eC
(k) „ (k) 1 ^ i(k) (k)

*i+1 - *i i
dla (y1(y 2l f  CŁik ) (2. 26)

Zgodnie z przyjętymi oznacze
niami otrzymuje się:

, IXYfk)l 
m  = ln , ' TEJ7Y e C± |XY |

ln Ix y 'I
T H T

-  X, r k  2

I XY*k ’*|

[ * «  ♦ « * ■ > « ]  *

U » - «'1 k- -In 1-2 — -rrrr- cosroy

a l  |+ ( •  )g
Rys. 2

Kontur wraz z odbiciem zwiercia
dlanym

Contour C^k  ̂ with iat mirror reflection

t

gdzie

|xY(k)|
(2.271

| xY(k ) | = V ( x r y / k))2 + (x2-y2(k))2; | XYik’ ̂ 1= V(xr xifk))2 + ( x 2+ j2 {)lY

cosoc(k)(X) . s W k>(X)
fk)

XY (k) I l x Y ( k ) l

(2.28)

(2.29)

x,-v.<k>
cos «(«(X) = ^ 1

I XY (k')|
sina (k ')(X) -

(k)

|XY(k’)|
(2.301
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Funkcje logarytmiczne [8] występujące we wzorze ( 2 .2 1 ) są rozwijalne w 
następujący szereg funkcyjny

ln|l-2£(k)cos ¡b( k ) + ( 3 (k))2 |= - 2 ̂ ^ ( $  (k))n cos n/*fk) (2.31)
n=1

gdzie

,00
lx Y ( k ) l

Jeżeki X ł c W ,  to 0 «  J  ^  -c 1 a wiec szereg funkcyjny (2.31) jest jedno
stajnie zbieżny ze względu na Jeżeli X « C ^ k ,̂ tj.
x1= y ^ k^+ rk cosij)(k\  *2=y2(k^+ r^ sin<i}>(k\  ^ (k^= 1, ^(k  ̂= <p(k^-‘¡j)(k^

i wtedy równanie (2.31) przyjmuje postać

ln2 |l - c o s ^ ik)| = 21n(2sin = - 2 ^  ̂  cos n (p(k)- $ ik))
n=1

(2. 32)

(k) (k)przy czym szereg (2.32) jest zbieżny pozs punktami <^v = ^  oraz
p O O . ^ O O  + 23T (ąj>(k)< ^ ik) <  2ST+ ij»fk)).

Zgodnie z wzorami (2.27) i (2.31) słabo osobliwe jądro operacji (2.9) można 
dla Y e C(k) przedstawić w postaci następującego szeregu ze względu na zmien
ną <p

Ir/'ln
|XY | - * ik> ™ ]L n=1

' L i  n < O F ] 7 ) n <=°a [<PW  * « (k,)(X)] . (2.33)
n.1 I**

szgłetaiejąc wzory (2.33) oraz (2.26) we wzorze (2.9) otrzymuje sie
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NP Nk 9  (k)

■ ¡ z  i  rk=1 i=1 ^ i(k)
ó i (k)(Y) XY i (2.34)

gdzieś

" i i ?
I 1»  j # f  dl, - .[k)txl o j «  ♦ i ' Hh! (2.35)

„ <k> ^ <k> 
*1+1 *1 ln IXY(k' '\ . X-1  1 1 ,  "k _-------  —  (■■ ■ »yrv. ) ain ni xy (k 1 1 r,

t p t  L  ? Ln=1
XYr F y

(*>i(k) + OC(k,)(X))- (--; ^ )- 0 n ain n (^i(k) - <*(k) (X))] + ̂  =

= ń7 t o fk ' >,1" - " « ' ^ T  (i^ 'H )n [cos n  r^ i+ i f k )  + *ik )(x)) - 008 n 
i+1

+ « ( k ' ) ( x ) ) l  - £ ]  ^
J n=1 n-

n fco. n
(k) 

^i+1 ~

■ ck) CXJ) - ooa n (rp±w  -<*( k ) ( X ) ) j ( 2. 36)

(k), v rk
*i+1 ™  = ł  1

e r . 1 »
2 |xy'

( k ' ) |  r
^  L ń 5!n=1

( H ^ V n  B in  n
(k)
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_ g°

- «u)w>->i^FT)n » (y»iw > , ) H ł S . V w - f t w  t e V ° '

oo
•[-a n ^ - « (k)U))-oo8 n (^1U } -o=UJ  (X)] - j ^ T T T - '  U 7

rk ,n T ( k K  i * ' )  ^  1pyr) . I cos n (^i+1 (X (X)) - cos n + <X (X))J . (2.37)

Podstawiając (2.35) do wzoru (2.34) oraz porządkując sumą po "i" ze wzglę
du ca zmienne węzłowe <S^k  ̂ otrzymuje się ostateczny wzór na operację 
przybliżoną dla operacji 1/^ w postaci

\ Nk

TL
k=1

TL
i»1

(k),Y} x (k)
(2.38)

gdzie»

ci<k)u)  = i
(k) (k) | (k

ln,h ± \ . - Pi-1 IXY i . > 1 / *k xn
2 -^ U n j nm1 ^5 lxy w l

1 'li ^
1 T 1r r  + ^ — -

(k) (k) (k) (k)
cos -oc (X))-cos n(^i_1 - oc (X))

\n (k; rt(k;'Pi -Pi-i

(k) (k) (k) (k)
cos n(^i+1 dC (X))—cos - oc. (X))

w m n

cos n(fi(k)+ a ^ x>>-cos nt ó )+ * u '} W )
 i  HET— TO---------------------

f i  ?i-i
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(k)
coa n (pi+1

(k) (k) (k')
cc (X)) - coa n (<p± + <x (X))

7FT
V i +1 - f t

W (2.39)

Łetwo zauważyć, że tzw. funkcje kształtu C ^  (X) są dane przez jednostaj
nie zbieżne szeregi funkcyjne (2.39) niezależnie od położeniu punktu X.
W ten sposób otrzymano ogólną procedurę obliczenia potencjału logarytmicz
nego <S zadanego na rozłącznych okręgach -(k)
dać współrzędne środków okręgów oraz ich kąty podziału c p ^ '~ ‘ wraz
z odpowiadającymi im zmiennymi węzłowymi aby, zgodnie z wzorami (2.38) i 
(2.39), otrzymać potencjał logarytmiczny warstwy pojedynczej w dowolnym 
punkcie półpłaazczyzny X2 >  0.

której wysterczy po- 
ich kąty podziału

3. OBLICZENIE R0ZKŁi\DU 'JEKTORA NATĘŻENIA POLA ELEKTRYCZNEGO U UJĘCIU DY/U- 
\VYMIAROVmi

Przybliżone rozwiązanie V(X) w dowolnym punkcie na zewnątrz przewodni
ków (wzór 2,38) przedstawia aie w postaci

1Jp Kk
v(x) = h ~  £  e.ik)(xj ó±fk). (3.1)

0 k=1 i=1

Niezależnie od apoaobu przybliżonego rozwiązania potencjału V(X) natęże
nie pola elektrycznego w obszarze zewnętrznym przewodników określa aie 
wzorem:

Np \
E(X) = - grad V = - pj- £  £  6 ™ ^  c[k)(x)> (3.2)

° k=1 i=1 X 1

Jeżeli potencjały poszczególnych przewodników są zadane w postaci zespolo
nej, co odpowiada rzeczywistym przebiegom sinusoidalnie zmiennym o tyoh 
samych pulsacjach lecz różnych fazach początkowych, to również gęstości 
wezłowe 6±W  bedące rozwiązaniem układu równań (2.8) są zespolone, a 
zgodnie z wzorem (3.2) składowe E i E wektora E (X) są również zespo
lone 1 2

2(X} = lc.|Ex^(X) + (X), , (3.3)
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Jak pokazano w pracy !>] w takim przypadku, ogólnie rzecz biorąc, w dzie
dzinie czasowej wektor E (X,t) = k^Ex (X,t) + k^Ex (X,t) zakreśla w cią
gu okresu T elipse. Składowe wektora natężenia pola2elektrycznego w kie
runku półosi dużej i małej tej elipsy wynoszą odpowiednio

E (X) = 1- max JE(X,t)| = |E-fX)| + | E.(X)| (3.4)
0 V? te(0,T] 1

E.(X) = 1- min _|i(X»t)| = I |E. (X)l - IE?(X)|| 
0 Y5 t«(0,Tj

(3.5i

gdzie:

E^(X) = |E.j(X)| e3* ! ®  = ^  [Ex / X) + 3Ex2(X)]

E2(X) = |E2(X)| e 3<X2 m  = ^  [e*i(X) + j E ^ U j ] .

Jeśli we wzorze (3.2) dokonać przejścia granicznego zmierzając z punktem 
X do powierzchni dowolnego przewodnika C to otrzymuje się składową 
normalną wektora natężenia pola w danym punkcie jego konturu. Jeżeli 
prototypem rozwiązania zewnętrznego problemu Dirichleta jest potencjał 
logarytmiczny warstwy pojedynczej (2.7), to przejście graniczne jest rów
noważne znajomości gęstości powierzchniowej ładunków

« / k) = e e (Y.^kbi o n' i '

4. PRZYKŁAD TESTUJĄCY

Przedstawiony w pracy algorytm wykorzystano do znalezienis rozkłsdu na
tężenia pola elektrycznego na powierzchni przewodnika (rys. 4.1) o poten
cjale V - .

Obliczenie zrealizowano dla podziału konturu przewodnika na = 8,
16 oraz 32 łuki. Wartości obliczonych w ten sposób składowych En na po
wierzchni przewodnika porównano (tabela 1) z rozwiązaniem dokładnym danym
wzorem analitycznym (4.1).
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Rys. 4.1
Przewodnik umieszczony nad powierzch

nią ziemi
The conductor abcve the earth surface

\I-Ę-
V ł r ?

A rshif ——m - 1

h + r0sin<}J

gdzieś

Arshy = ln | y + V y 2 + 1 |

14.1)

Tabela 1

V
V ° 5 [ l  ]

rozwiązanie
analityczne

rozwiązanie nu
meryczne (Nk=8)

rozwiązanie nu
meryczne (1^=16)'

rozwiązanie nu
meryczne (1^=32)

% 4,93591 4,85213 4,84846 4,84493

X
V 4,92204 4,84066 4,83771 4,83456

b 4,93591 4,85213 4,84846 4,84493

■X 4,96972 4,88078 4,87507 4,87052

i * 5,00399 4,91063 4,90245 4,89677

|jr 5,01833 4,92340 4,91406 4,90787

h 5,00399 4,91063 4,90245 4,89677

0 4,96972 4,88078 4,87507 4,87052
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Błąd rozwiązania numerycznego nie przekracza 2 %, a współczynniki uwarun
kowania macierzy układu równań a prok sytuując ego układu równań (2.8) wyno
szą dla podziału konturu C na N^ = 8, 16 orsz 32 łuki odpowiednio: 127,
518 oraz 1679.

5. PRZYKŁAD TRÓJFAZOWEJ LINII PRZESYŁOWEJ 400 kV

Dla trójfazowej linii przesyłowej przedstawionej na rys. 5.1 obliczono
w oparciu o podany algorytm rozkład natężenia pola elektrycznego na po
wierzchniach poszczególnych przewodów. Wyniki obliczeń numerycznych przed
stawiono w formie wykresów na rys. 5.2. Ze względu na symetrię układu po
dano rozkład składowej En na przewodach 1,2 orsz 3.

Rys. 5.1
The 3-phase transmission line 400 kV 
Linia przesyłowa trójfazowe 400 kV 

1 1 2, 3, - powierzchnie przewodów,dla których określono rozkład składowej 
En1 v1* v2* V3 “ potencjały poszczególnych fsz

1, 2, 3 - the conductor surfaces with the distribution of the En compound 
determined; V.j, Vg, - phase potentials

Obliczenis przeprowadzono dla podziału konturów (k=1,...8) przewo
dów na Nję = 16 łuków.
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Rys. 5.2
Rozkład natężenia składowej En na powierzchniach przewodników 1, 2 oraz 3

The distribution of the field strenght compound on the surfeces of the
conductors 1 , 2 , 3

6. ZAKOŃCZENIE

Opracowany algorytm umożliwia obliczanie rozkładów natężenia pola na po
wierzchniach przewodów linii przesyłowych, Jak również w dowolnym punkcie 
zewnętrznym. W zależności od przyjętego sposobu aproksymacji funkcji <5 na 
konturach przewodników otrzymujemy do rozwiązania układ równsń alge-
branicznych o odpowiednim rozmiarze. Macierz otrzymanego układu równań 
jest macierzą gęstą i o współczynniku uwarunkowsnia powiększającym sie 
wraz ze wzrostem jej wymiarów. Przeprowadzone przez autorów liczne przy
kłady numeryczne dla linii 400 kV, jak również 700 kV pokazały, że pomimo 
zastosowania dyskretyzacji prowadzącej do otrzymania układów równań o wy
miarach 150 x 150 otrzymano błędy nie przekraczające 3 i 4 % w stosunku 
do wyników pomiarowych.
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APPLICATION OP THE BOUNDARY ELEMENTS METHOD TO THE SOLUTION 
OP THE PIRST KIND INTEGRAL EQUATION POR THE TRANSMISSION LINE

S u m m a r y

In the work, the external Dirichlet boundary problem for the two dimen
sional Laplace equation haa been reduced to the integral equation of the 
first kind. The solution in the form of the logarithmic potential of the 
singlelayer haa been looked for. The electric mirror image nethod haa teen 
used to take into aceount the earth surface. The computation of the field 
in the boundless apace by means of the integral equation solution on the 
bounds of the media is possible using this nethod. The first kind integral 
equation haa been brought to its algebraic form by the use of spline func
tions of the first order for the two dimensional model of transmission li
nes with different cofingurstions. The division of the conductor contours 
into elements has heen done. The function for the approximation of the sur
face charge density has been found for each element. The approximation of 
the numerical calculation of the charge density distribution on the con
ductor surface and of the field potential outiside the conductor hss been 
found as the sum of the integration results for all elements. The spline 
functions have been used for the approximation of the charge density on 
the individual elements of the conductor division to obtain the greater 
accuracy. The discussion of the correctness of the formulated Direchlet 
problem he been carried out. The explieit character of the obtained solu
tion has been proved. The method of the determination of field strenght 
vector and the calculation algorithm of the field strenght vector compo
nents with the use of the charge density distribution has been given. The 
outside space and the surface of the conductor has been respected. The al
gorithm haa been used (as an example) for the conductor with the known po
tential. The reault has been compared with that obtained by means of accu
rate analytical expression. The algoritm has then been used for 400 kV 
line.

IIPHMEHEHHE METOM KPAEBbiX 3J1EMEHTOB K PEiilEHHlU MHTETPAJIBHNX yPABHEHHH 
I - ro POIA IU10IiiAl.ll nEPECHJIbHHX JlifflHH

B pa6oie CBe^eHO BHemmoB KpaeBym npofijieidy lupuxjie ajih AByxMepHoro ypaBHe- 
uaa Jianjiaca k HmerpajibHoijy ypaBHemno l-ro po*a. HaiueHO pemeHne npoSjieMu b
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BH^e jiorapniJiMH'iecKoro noTemmaxa npocioro caoa. rixocKocTb BeMXH ymeHa aepe3 
npHMeaeHHe weiosa 3jisktph^sckhx oôpaaoB. IIpaMeHeme Aexaei bobmoxhum BhWKO- 
A'ATb nojie b öeoKOHe-iHOM npocipaHCTBe, pemaa HHxerpaxbHHe ypaBHeHHH Ha rpaHH- 
ue pa3AëJieHBH cepAUeBHH.

B paöoTe npaBeAena axre6pBH3amii’ HHTerpaxbHoro ypaBHBHHA
I -ro poA o npHMeHeweM c k j i b s h h h x $yHKUHft I -oft cteneHH axa AByxiiepHoro 06- 
pa3ua nepecbiJiBKux XHHHft c a x h h h h m h  KOHiÿHrypaiiHaMH. ÎIpoa3BeAeHo pa3AexeHHe 
KOHTyPOB npOBOAHHKOB Ha 3 JieM6HTbl H AAH KaXAOro H3 H MX H36paHa COOTBÊTCTByiOmaH 
$yHKHHA npHôxHxarauaA noBepxHociHy» nxoTHocib 3apxxçB. HmerpapyA no KaxAOMy 
sxeMeHiy h CKxaAUBas sih peayxbiaia noxyneHa npaôxns HTexbHax onepauHA axa 
onpeAexeaaH pacnoxoxeHHA njioiHOCTH 3apHAOB Ha noBepxaocTH npoBOAHHKOB a no- 
leHuaajia noxa b npon3BcxbHoft Tonne BHe npoboAHaica acnoxb3ya KoiuibioTep. Æxx 
noxyneHHA 6oxboeft t o h h o c t h  Buiqacxena0 npaMeHeau ckxeeHHue $yHKUHH annpoKca- 
«apyioiHHe cpyHKUHK njioiHocTH 3apaAo<i Ha axeMeHiax KOHTypoB npoBOAHHKOB.

B paooTe npoBeAßHa AHCKyccaa Hax npaBaxbHocTbB dpopHyxapoBaHHoft npoûxeMbi 
AHpaxjie h AOKaaaHO, hto pemeaae 3iott npoÔxeMa 0Ano3HaiH0. IIpeACTaBxeH raxae 
M6 T0A onpeAejieHHß BeKxopa HanpaaceHax ajieKTpsmecKoro noxx. yixeHo xaKxe xaK 
npocipaHCTBo BHe TaK a Ha noBepxHociH npoBOAHHKOB, OnpexexëH axropaTM bhvh- 
cxenaa cocTaBXAioi«Hx BeKTopa HanpxxeHHA acnoxbsya onpeAexëHHoe paHbise pao- 
npeAexenae noBepxHociHoft ilhothooth 3apaA0B, IIpeAciaBaeH b paPoTe a x r o p m M  
Ptix nepexecToBaH Ha npHMepe npoBOAHHKa o H3BecTHUM noTeHUHaxoM, OnpexexëH- 
Hoe TaKHM oPpasoM paonpeAëxeHHe HanpAieHHA noaa Ha noBepxHociH npo^oAHaxa 
cpaBHeHo c aHaxaianecKoft ¡topMyxoft. Pa3paPoxaHHuft axropaiM Phx acnoxb30BaH 
k BbiHacAeHHïo pacnpexexeHHa noxft xaHHft 400 kB,
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0 PUNKTACH OSOBLIWYCH LINII SIŁ POLA ELEKTROSTATYCZNEGO

Streszczenie. W artykule przeprowadzono jakościową analizę roz- 
wiązań równań ilnii sił pole elektrostatycznego w otoczeniu punktów 
osobliwych pola. W pierwszym etapie analizy określono warunki, ja
kie muszą spełniać wartości własne macierzy stabilności układu rów
nań pierwszego liniowego przybliżenia dla równań linii sił pols.
W dalszej części artykułu przeanalizowano własności trajektorii 
równań linii sił pola w otoczeniu punktów krytycznych niezdegene- 
rowanych oraz w otoczeniu punktów krytycznych zdegenerowanych, w 
których macierz stabilności układu równań linii sił pola posiada je
dną wartość własną równą zeru. Stwierdzono, że te punkty osobliwe 
mają charakter punktów siodłowych i że prawie wszystkie linie sił 
są krzywymi siodłowymi.

Analiza topologiczna rozwiązań równań linii sił pól potencjalnych w 
otoczeniu punktów krytycznych stanowi ważne zagadnienie z uwagi na duże 
znaczenie pojęciowe "rurki sił" w teorii pola. Analiza ta przeprowadzona 
jest z reguły dla konkretnie przyjętych modeli układów polowych. Rozważa- 
ni8 przeprowadzone w niniejszej pracy nie wymagają żadnej konkretyzacji 
geometrii układów polowych.

Przyjmijmy, że w obszarze ograniczonym D e R^ zadana jest funkcja har
moniczna 7. Równania linii sił pola elektrostatycznego w tym obszarze opi
suje układ równań:

1. WSTĘP

= Ek(x) k = 1,2,3 x = (x1tx2,x3) x « D t1)

gdzie:
Ek - składowe wektora natężenia pola elektrostatycznego określone 

wzorem:

(2)
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Punkty krytyczne funkcji harmonicznych (tzn. punkty, w których grad V = O) 
są punktami osobliwymi układu równań (1). Istotne jest więc zbadanie stru
ktury zbioru punktów krytycznych funkcji V w obszarze D oraz zbadanie za
chowania się trajektorii układu równań (1) w otoczeniu punktów krytycz
nych.

2. STRUKTURA ZBIORU PUNKTÓW KRYTYCZNYCH FUNKCJI HARMONICZNEJ

W pracy £l, s. 262J wykazeno, że zbiory punktów krytycznych funkcji 
harmonicznej nie mogą byó regularnymi płatami powierzchniowymi. W pracach 
[2, 3] wykazano, że zbiór punktów krytycznych funkcji harmonicznej w 
ograniczonym obszarze D e r3 możne przedstawić w postaci:

m n

11 = (U  Ni(1)) u < U  V 2)) (3)
i=1 i=1

gdzie:
N : x e D: grad V(x) s oj

® i ^  : | 3 e D: gred V(x) » O n  H(x) ^ oj

: j x e D: grad V(x) » O n  H(x) =» oj.

(4)

(5)

j'-': | x e D: grad V(x) » O n  H(x) = OJ (6)

H(x) - hesjan funkcji V w punkcie x e D.

„ (2)

W pracy [3] wykazano ponadto, że zbiór ^  N^  ̂ rozpada się na cztery
składowe:

i , (2 ) , .1 * 2  n3 b4
U  h  - U  “i u U  si u U  Ri u l J Ti (7)
i=1 i=1 i«=1 i=1 i»1

gdzie:

Mi * | 7- * 3 1 grad V(x) -On H(x) »= oj j dim 1̂  « 1 f8)

przy czym:

A  “i" uk ■ * (9)
i,k
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Si : jx «• D : grad V(x) = O n H(x) = oj » di* Si = 1 (10)

S. n Sk n S-jn...nSm = A  j d i m A  = 0  fil)
iyk|ly*a* fDI

i + k + 1 + ... + a = 2n n € N

Ri : |x e D : grad V(x) = 0 n H(x) = o| j dim R^ => 0 (12)

T^ : jx e D s grad V(x) = 0 n H(x) 5 o| j dim Ij = 0 v dim T^= 1.

(13)

Zbiory krytyczne określone wzorem (5) są zbiorami Morse’a (niezdegenero- 
wanymi), wiec [4, s. 21J aą one punktami izolowanymi.

Ra podstawie powyższych wzorów można stwierdzić, że w obszarze ograni- 
csonym D e R^ funkcja harmoniczna posiada skończoną liczbę:
- punktów krytycznych niezdegenerowanych (zbiory N ^ ^ ) ,
- krzywych odosobnionych (zbiory M^),
- krzywych z punktami wielokrotnymi (zbiory S^),
- izolowanych punktów osobliwych zdegenerowanych (zbiory R^),
- zbiorów krytycznych silnie zdegenerowanych (zbiory IR).
Ponadto wykazano [ 3] , że zbiory M^, Si są krzywymi analitycznymi o kształ
cie krzywych siodłowych. Dla funkcji harmonicznych w postaci ogólnej ana
liza struktury zbiorów Ti (wzór (13)) do chwili obecnej nie została prze
prowadzona [̂ 5,6] z wyjątkiem pewnych szczególnych przypadków [7 ] . Przy
padkiem tym zajmować sie nie będziemy. Strukturę zbiorów krytycznych funk
cji harmonicznych przedstawiono na rys. 1.

'3. ANALIZA WARTOŚCI WŁASNYCH MACIERZY STABILNOŚCI UKŁADU RÓWNAfl LINII SIŁ 
POLA

Dla układu równań (1) w punkcie osobliwym xQ rozpatrzmy przyporządko
wany mu układ równań pierwszego liniowego przybliżenia:

(t) = Hxd»'
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Rys. 1
Struktura zbiorów krytycznych funkcji harmonicznych 

The structure of critical sets for harmonie functions

gdzie:
H - macierz stabilności (hesjan funkcji V w punkcie *0)«

Równanie charakterystyczne macierzy H po rozpisaniu przyjmie postać:

det [ H - M ]  = *3. * 2 -

_v 2 -V 2 -V 2 1 - det [h ] = O
XgX^ x ix2j

gdzie:
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Po prostych przekształceniach wzór (15) przyjmie postać:

det [h- a,i] «= *3- J,2 AV-% 9.

det [h] = 0

V 2 +V 2 +V 2 +2V 2 +2V 2 +2V 2* ^ 2  Z 1Z3

(16)

det [h- *l] = (a, - ».,)(*- *,3) = &3 - & 2( + ^ 3) +

(17)

Ponieważ ¿T| x e j » O, to z porównania wzorów (16), (17) uzyskujemy:

y". -j + ^2 t ^  (18)

Wykorzystując wzór (18) łatwo można wykazać tożsamość

Porównując wzory (16), (17), (19) uzyskamy:

(19)

X 1 + 9* + *3 " Vx1z1+Vx?z2+VX3X3+2Vx1x2+2Vx1X3+2Vx2x3 (20*

^1 ^ 2 ^3 0 |̂ hJ • (2 1)

Z symetrii macierzy H oraz ze wzorów (18), (20), (21) wynikają następujące 
wnioski:
- wartości własne macierzy H są rzeczywiste,
- wartości własne macierzy H są różne od zera, gdy det H ^ 0,
- wartości własne macierzy H posiadają różne znaki lub wszystkie są równe

zeru,
- macierz H może posiadać pojedynczą wartość własną równą zeru lub wszy

stkie jej wartości własne są równe zeru,
- jeśli wszystkie wartości własne macierzy H są równe zeru,to det [h ] s o .
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W zależności od położenia wartości własnych macierzy stabilności H ns 
osi Re X  analiza zachowanis sie trajektorii układu równań (14) w otocze
niu punktu osobliwego sprowadza sie do zbadania następujących przypadków:
1. Punkty krytyczne niezdegenerowane - det [H] f 0

1.1. Wszystkie wartości własne macierzy stabilności są różne,
1.2. Dwie wartości włssne macierzy stabilności są równe i tego samego 

znaku, trzecia wartość własna jest przeciwnego znaku.

2. Punkty krytyczne zdegenerowane - det [h] = 0  (jedns z wartości wła
snych macierzy H jest równa zeru, pozostałe są równe co do modułu i 
mają różne znaki).
2.1. Punkty krytyczne izolowane,
2.2. Punkty krytyczne nieizolowane.

3. Punkty krytyczne "silnie zdegenerowane" - det [lt| a 0 (wszystkie war
tości własne macierzy stabilności są równe zeru).

W pracy ograniczono się do analizy przypadków 1,2.

4. ANALIZA LINII SIŁ POLA W OTOCZENIU PUNKTU KRYTYCZNEGO NIEZDEGEHEROWA- 
NEGO. PÓŹNE WARTOŚCI WŁASNE MACIERZY STABILNOŚCI

Jeżeli wartości własne macierzy stabilności są różne od zera i moją 
różne znaki, to zgodnie z klasyfikacją Niemyckiego (00 , s. 88 do 129) 
obraz trajektorii układu równań (14) w otoczeniu punktu osobliwego nosi 
nazwę uogólnionego siodła.

Niech k (k=1 lub k=2) oznacza liczbą ujemnych wartości własnych macie
rzy stabilności, wtedy istnieje zbiór trajektorii będących 0+ krzywymi, 
które wypełniają płaszczyznę k-wymiarową oraz zbiór trajektorii będących 
O-krzywymi wypełniających prostopadłą do powyższej płaszczyznę 3-k wymia
rową. Wszystkie pozostałe trajektorie są krzywymi siodłowymi. Obraz uogól
nionego siodła dla przypadku < O, < O, > 0 pokazano n8 rys. 2.

5. ANALIZA LINII SIŁ POLA W OTOCZENIU PUNKTU KRYTYCZNEGO NIEZDEGEHEROW*- 
NEGO. DWIE WARTOŚCI WŁASNE MACIERZY STABILNOŚCI SĄ SOBIE RÓWNE

Niewielka modyfikacja dowodu twierdzenia opisującego własności traje
ktorii układu równań pierwszego liniowego przybliżenia dla układu (1) 
(j8j,s.101) w wypadku, gdy dwie wartości własne macierzy stabilności są 
sobie równe, pozwala stwierdzić, że obraz trajektorii linii sił pole w 
otoczeniu punktu osobliwego bedzie podobny jak w punkcie 4. Siodło uogól
nione ulegnie degeneracji polegającej na tym, że 0+ lub 0” krzywe wypeł
niające płaszczyzną k-wyraiarową bgdą liniami prostymi.
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Rys. 2
Siodło uogólnione dla równania (14)w postaci kanonicznej 
The generalized saddle for Eq.(14)in the canonical form

Należy zauważyć, że w przypadku różnych od zera wartości własnych ma
cierzy stabilności, trajektorie układu równań (14) są dyfeomorficznie rów
noważne trajektoriom układu równań (1) [9] .

6. ANALIZA LINII SIŁ W OTOCZENIU PUNKTU KRYTYCZNEGO ZDEGENEROWANEGO - 
IZOLOWANEGO

Niech x = (0,0,0) będzie punktem krytycznym zdegenerowanym izolowanym^ 
w którym = 0, > 0, = X  . Układ równań (1) w otoczeniu
punktu krytycznego zdegenerowanego w przypadku jednej zerowej wartości wła
snej można zapisać ([103,8. 237) w postacij
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dx„
  (t) = x2 e c R (22)
dt

dx3
— 2  (t) = - x,.
dt 3

Dla £ = O uzyskuje sie otiraz trajektorii układu równań (1) w otoczeniu 
punktu krytycznego zdegenerowanego. Rozwiązania układu równań (22) aą okre
ślone wzorami:

(23)

x1(t) * (t + C.,)-1

x2(t) = Cge^ t € (-<=■© ,<=o)

x3(t) “ CjS ,C2,C3 6 R.

Wprowadzamy funkcje:

r(t) o |/x.,2(t) + x22(t) + x32(t)

Jeżeli:

lim r(t) o 0
t— o©

lim r(t) = 0

(24)

(25)
t—  -o*>

to trajektorię układu równań (21) o własności (25) nazywamy 0+ (0~) krzywą 
([83, a .  91) .

Jeżeli:

min r(t) = k 
t <¿(0,1)

k > 0, I 8 R (26)

min r(t) «= + k 
t t(0,-TJ

to trajektorie o powyższej własności nazywamy krzywą siodłową.
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Analizując wartości graniczne funkcji (23), (24) '"Z warunek istnienia
minimum funkcji (24), uzyskano portret fazowy układu równań (22) w otocze
niu punktu osobliwego dla różnych kombinacji stałych 0^, Cg, 0 y  Na rys. 3 
pokazano portret fazowy ukłsdu równsń (22) w obszarze -oo < <oo ,
0 < x2 <<’° * 0 ^ x3 <0° * Przy cif ®2’ C’’ ^  W pozostałych ćwiartkach 
układu współrzędnych przebiegi trajektorii układu równań (22) będą podo
bne. Prawie wszyetkie trajektorie układu równań (22) aą zdegenerowanymi 
krzywymi siodłowymi. Zbiory trajektorii będących 0+ , 0" krzywymi są miary 
objętościowej zero.

Rys. 3
Trajektorie układu równań (22)w otoczeniu punktu krytycznego zdegenerowa-

nego x = 0,0,0
The trajectory of E ,(22)in the neighborhood of the oritioal degenerata 

q point x = 0,0,0

7. ANALIZA LINII Sił POLA W OTOCZENIU PUNKTU KRYTYCZNEGO ZDEGENEROWANEGO 
NIEIZOLOWANEGO

Załóżmy, że krzywa gładka będąca nieizolowanym punktem krytycznym jest 
niezdegenerowanym zbiorem bifurkecyjnym, tzn. nie ulega rozpadowi na oso
bliwości prostszego typu przy małej zmianie parametrów pola wektorowego
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Ek (^=1,2,3). Przyjraiji 7 ponadto, że tan nieizolowany punkt k r y t y c z n y  od
powiada wartości własnej » 0, W dowolnym punkcie xQ zbioru krytyczne
go wprowadźmy lokalny układ współrzędnych ^ ^  tak, by w punkcie 
xQ od ^  układu współrzędnych była styczna do krzywej krytycznej. W do
statecznie małym otoczeniu punktu x0 układ równań (14) przyjmie postać:

d ¿1

i ^ ( t )  = (27)

d ^ (t) = ■ x h

gdzie: 8 jest pewną funkcją nie zawierającą wyrazów szei-egu Taylora funk
cji V rzędu 1 i 2 .

Zbadajmy trajektorie układu rów- 
nsń (27) w płaszczyźnie ^  = 0, 
łatwo zauważyć, źe prawie wszy
stkie trajektorie układu równań 
(27) w płaszczyźnie = 0 są 
krzywymi siodłowymi (rys. 4).
Z powyższego wynika, że prawie 
wazystkia trajektorie układu rów
nań (27) w otoczeniu krzywej 
krytycznej bedą krzywymi siodło
wymi, a 0+ i 0“ krzywe wypełniać 
bedą powierzchnie seperatys. 
Krawędź przecięcia powierzchni 
seperatys tworzy krzywą kryty
czną pola (rys. 5).

8. P0D5UM0VMNI2
Rys. 4

Trajektorie układu równań (27)w płasz- 1* w Pr8°y przeanalizowano
ozyznie prostopadłej do krzywej kry- portrety fazowe trajek-

tycznej torii układu równań linii
The trajectory of Eq.(27)in the plane ,

perpendicular to critical curve pola elektrostatycznego w
otoczeniu punktów krytycz

nych niezdegenerowenych i zdegenerowanych przy założeniu, że pojedyn
cza wartość własna macierzy stabilności układu równań (1) jest równe 
zeru. Wykazano, że prawie wszystkie trajektorie układu równań (1) w 
otoczeniu badanych punktów krytycznych są typu siodłowego.
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Rys. 5
Trajektorie układu równań (27)w otoczeniu punktu krytycznego zdegenerowa- 
t nego - nieizolowanego
The trajectory of Eq. (27)in the neighborhood of the critical degenerate

and non isolated point

2. Wyniki niniejszej pracy przenoszą sie na równania linii sił pola w 
ośrodkach niejednorodnych izotropowych pod warunkiem, że funkcja 
przenikalności elektrycznej ośrodka jest anelltyczns (równania pola 
elektrostatycznego w tym przypadku opisuje równanie eliptyczne z 
operatorem Laplace’s w części głównej, którego rozwiązania są funk
cjami analitycznymi, co powoduje, że struktura zbiorów krytycznych 
Jest taka sama jak dla funkcji harmonicznych (punkt 3)).

3. Wyniki niniejszej pracy przenoszą sie również na równanie linii sił 
pola w ośrodkach niejednorodnych izotropowych pod warunkiem dosta
tecznej gładkości funkcji przenika lności elektrycznej ośrodka. W tym 
przypadku należy jednak założyó, że struktura zbiorów krytycznych 
potencjału pola Jest teka sama jak dla funkcji harmonicznych.

9. UZUPEŁNIENIE

Linią sił pola wektorowego E  nazywamy krzywą, do której styczna w każ
dym punkcie Jest zgodnie skierowana z wektorem pola w tym punkcie.
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Z powyższe;) definicji wyniks, że w każdym punkcie x linii sił jest speł
niona zależność:

E(x)X dL - 0 (28)

gdzie:
x = x.|i + Xgj +

E(x) = E.,(x)i + E2(x)j + E3(x)k 

dl = d x ^  + dx2j + dx3k

i,j,k - wersory jednostkowe ksrtezjańskiego układu współrzędnych.
Wykorzystując definicje iloczynu wektorowego wzór (28) po prostych prze
kształceniach można przedstawić w postaci:

dx, dx„ dx_
T-r^br= = (29)

Wprowadźmy parametryzacje zmiennych przestrzennych xk(k = 1,2,3), tzn. 
załóżmy, że:

x1 = x1(t)
x 1 = x2(t) t e R* (30)
x3 = x3(t)•

Składając funkcje Ej£(x ) z funkcjami określonymi wzorem (30) równanie (29) 
można zspisać w postaci:

dx1(t) dx2(t) dx3(t)
’5 7 W ) ' )  c  U g W ł ) ' )  °  °  d t  ( 3 1 )

która jest równoważna postaci normalnej Cauchy’ego dla równania (31): 

dx.
^ift) = E.,(x(t))

dx2
■^(t) = Eg(x(t)) (32)

^2(t) = E3(x(t)).
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Punkt x,w którym równocześnie:

E.j (x(t)) = E2(x(t)) = E3<x(t)) = 0 (33)

nazywamy punktem osobliwym układu równań (32).
W punkcie tym nie są spełnione założenia twierdzeń zapewniających jedno
znaczność rozwiązania układu równań (32) (np. twierdzenia Picarda), zatem
przez taki punkt może przechodzić wiele krzywych całkowych (linii sił 
pol8). Jedna z metod jakościowych badania krzywych całkowych w otoczeniu 
punktu osobliwego (przyjęta w pracy) polega na analizie równań pierwszego 
liniowego przybliżenia dla równań (32):

dx.
^ ( t )  = Hk(x(t)) (34)

gdzie:
H - macierz stabilności ( JacobiegoJ funkcji w punkcie x.

Analiza wartości własnych macierzy H pozwala zbadać lokalne własności 
linii sił w otoczeniu punktu osobliwego, gdy wszystkie wartości własne 
tej macierzy są różne od zera. Punkty osobliwe,w których wszystkie war
tości własne macierzy stabilności są niezerowe, są izolowane i noszą na
zwę punktów Morse’s (niezdegenerowanychj. Teoria jakościowe badania roz
wiązań równań różniczkowych w otoczeniu punktów osobliwych jeat w chwili 
obecnej najbardziej rozwinięta dla punktów Morse’a. Dla punktów krytycz
nych zdegenerowanych, tzn. takich,w których przynajmniej jedna wartość 
własna mscierzy stabilności jest równe zeru, metody analizy trajektorii w 
otoczeniu punktu osobliwego znajdują sie obecnie w fezie badań,np. nie 
rozwiązany ostatecznie do chwili obecnej problem centrum - ognisko na pła
szczyźnie. Zagadnienie istnienia postaci kanonicznej w jakiej należy przed
stawić układ równań (32) w otoczeniu punktu osobliwego zdegenerowanego 
jest w chwili obecnej tylko częściowo rozwiązane (w przypadku równań ana
lizowanych w pracy postać taka istnieje) i wiąże sie ściśle z teorią oso
bliwości odwzorowań i z teorią blrfurkacji [5,6,10] .

Istnieje wiele układów fizycznych,w których doświadczalnie stwierdzono 
istnienie punktów osobliwych. Do najprostszych należą typowe układy elek
trostatyczne typu kula - kula, walec - walec itp. naładowane jednoimien- 
nie. Portrety fazowe linii sił pola w otoczeniu punktów osobliwych podano 
w literaturze [11,12] . Wiele bardziej złożonych portretów fazowych linii 
sił pola podano w klasycznej literaturze dotyczącej teorii katastrof i to 
nie tylko dla pól elektrycznych i magnetycznych, ale również dla tzw. pól 
prądu w mechanice cieczy, optyce, teorii promieniowania, termodynamice 
przemian fazowych, fizyce laserów, biologii i socjologii [13] .
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OR THE SIRGULAR POINTS OF THE LIKES OF FORCES OF THE ELECTROSTATIC FIELD

S u m m a r y
The paper deals with a quantitative analysis of the solution of equa

tions for the lines of force of an electrostatic field in the vicinity 
of singular points of the field.

In the first stage of the analysis .je conditions are determined which
must be mat by the eigenvalues of the matrix of the stability of a set of 
equations of first linear approximation in the case of equations of the 
lines of the field.
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The further part of the paper contains an analysis of the properties 
of the trajectories of equations for the lines of fore-" of the electro
static field in the vicinity of critical nondegenerate points ss well as 
in the vicinity of critical degenerate points, in which the matrix of 
stability of the set of equations for the lines of forces of the electro
static field has one eigenvalue whioh is equal to zero.

It has been found that these singular points have the chsracter of 
saddle points and that almost all the lines of forces are saddle curves.

OB OCOEHX SOHKAX. jfcSHHH Oilji BJIEKTPO'JT ATiiaiiOKOID nOJH 

P e s b  m e

B ciaibe npemciaBmeH tcavecTBeHHua aHaan3 pemeHHit ypaBHemiH cam emeKipoc- 
TaTavecKoro noma b oKpeciHocia ocoSux Tonea noma. B nepBoa aacia a:-:ama3a 
onpememeHH yemoBaa Kaicae momaHU BiinoJiHHTb KopHH xapaKiepacTaaeCKoro ynpaBae- 
h h h  MaipauH ycTOflaaBocia cacieuu ypaBHeHatt nepaoro npadmaxeHHa mma cacieMbi 
ypaBHeHaa maHaa cam noma. B mambHeamefi aacia paooTu accmemosaabi csoacTBa 
aHierpambHux KpaBboc ypaBHeHaa maaaa cam noma b oKpecTHOCTa KpaTaaecKax hbbh- 
pamweHHHX rouea a b OKpeciHocia KpaiaaecKax BupoayteHHux loaeK, b Koiopux aa- 
Tpaua ycioaaHBocTH c b c t s m h  ypaBHeHaa maHaa cam noma oomamaeib o a h b m  KopHea 
xapaKTepacTaaecKoro ypaBHeHaa paBHHH Hymo. KoHCTaTapoBaHO, m o  s t h  ocooue 
t o h k h  aMex)T xapaaiep cemmoBtcx Tonea a h t o  n o m a  Bee maHaa cam s t o cemmub-e 
KpaBtie.
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ANALIZA POWIERZCHNI REGRESJI APROKSYMUJĄCEJ ZALEŻNOŚĆ WSPÓŁCZYN
NIKA STRATNOSCI DIELEKTRYCZNEJ W FUNKCJI ROZPATRYWANYCH ZMIENNYCH

Streszczenie. W artykule przeprowadzono analizę postaci kononi- 
cznej równania regresji funkcji tg S , w zależności od temperatury 
i zawartości żywicy w nośniku, płyt warstwowych papierowo-fenolo
wych w celu oszacowania charakteru osiągniętego punktu stacjonarnego zadanej funkcji.

1 . wsTąp

W pracy [i] przedstawiono szczegółowo zastosowanie analizy regresji i 
wariancji do badania własności dielektrycznych płyt warstwowych papierowo- 
-fenolowych. W oparciu o zaplanowany eksperyment czynnikowy typu 4"1 zba
dano wpływ trzech zmiennych niezależnych: ‘i’- temperatury prasowania,
X - czasu prasowanie, a- wagoweJ zawartości żywicy w nośniku na współczyn
nik strat dielektrycznych tg 8 . Zgodnie z przyjętym planem badań czynni
kowych wyprodukowano płyty papierowo-fenolowe. Gotowe płyty poddano klima
tyzacji i badaniom atestacyjnym zgodnie z FN-73/E-29080. Wyniki pomiarów 
współczynnika strat dielektrycznych tg£ = fi^.a.Z) wykonane przy często
tliwości 50 Hz posłużyły do opisu powierzchni odpowiedzi tg 8 odpowiednimi 

' wielomianami regresyJnyni, które omówiono również w pracy [2] .

2. UPROWADZENIE WIELOMIANU APROKSYUUJĄCEGO tg 8 DO POSTACI KANONICZNEJ

Jak wiadomo [3],[4] wielką zaletą analizy regresji Jest możliwość pro
gnozowania wartości funkcji odpowiedzi w tych punktach przestrzeni, w któ
rych eksperyment nie był przeprowadzony.

Zadanie to bardzo ułatwia postać kanoniczna wielomianu regresyjnego 
8proksymuJącego rozpatrywaną powierzchnię.

Jeżeli wielomian aproksymujący jest np. funkcją drugiego stopnia o 
dwóch zmiennych:
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y = bQ + + t2x2 + b . , . ^ 2 + b22x2 + \i12x i :x2 (1 )

to w postaci kanonicznej równanie (1 ) możemy przedstawić, jako funkcje 
nowych zmiennych ^  oraz ^2:

Y = c1 + k 1 + k2 (2)

Równanie (2) opisuje powierzchnie regresji (1) w układzie przesuniętym i 
obróconym o pewien kąt względem poprzednich osi. Początek nowego układu 
współrzędnych przyjmuje sie w punkcie stacjonarnym funkcji odpowiedzi.

W rozpatrywanym przypadku związek miedzy współczynnikiem stratności 
dielektrycznej tg 8 , a zmiennymi niezależnymi ^  , a, t , w badanym zakre
sie zmienności tych parametrów, najlepiej opisuje niepełny wielomian dru
giego stopnie o dwóch zmiennych niezależnych, tj. temperaturze prasowania 
i wagowej zawartości żywicy w nośniku [2] •
Ma on postać:

tg $ = f i ('fr ,a) = b ^  + b2a + b^ ^ 2 + b12^a (3)

gdzie:
b1 = -29,025.10" 5 j bg = 92,610.10”' j

b ^  = 0,296.10“5 j b12 = -0,696.10-5.

Równanie (3) możemy zspiseć w postaci macierzowej:

f ^ ł  , a) = vFh+WTMI (4)

gdzie:
W1  = [‘3*, a] , bT 

bii 4

b21 0 J
/ Wartości własne macierzy A obliczono rozwiązując równanie charakterysty
czne (5):

“ fbif bą] »

oraz b 12 = b21.

det [A - ¿1] . 0 (5)
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gdzieś
&  - wsrtości własne macierzy, 
I - macierz Jednostkowa

det [A - Al]
0,296- X  -0,348"

» 0

L-0,348 - X  .

Równanie charakterystyczne (5) mo dwa pierwiastki rzeczywiste 

A, » 0,5275, Xg - -0,2295, 

zaś wektory własne przyporządkowane wartościom własnym 5L i X- przva ) <cprzyjęciu zmiennej wyjściowej V = 100 wynoszą odpowiednio* 

u, = CO,8347, -0,5506? 

u2 = (0 ,5 5 0 6, 0,8347)

ostatecznie równanie (3) w postaci kanonicznej przyjmie postać:

(5e)

łV  ^  1» $ 2 *  “  C1 +  k 1 +  k 2 W
luh

?l( ̂  1 « ^ 2) - c1 + (m £1 + n £2)(n ^  - n

(6)

(7)

gdzie:
c, = 1414, k 1»m2 * 0,5275, kg - -n2 = -0,2295 

zaś ^  oraz ^ 2 wyrażone poprzez zmienne początkowe-

= 0,8347^ - 0,5506 a - 71,2934 

K  = 0,5506 & + 0,8347 a - 133,5706.
(8)

Ponieważ k.,.k2 < 0, więc funkcja F.,( ^2 ) Jest paraboloidą hiperholi-
czną, a punkt ^  = 0, = 0 jest jej punktem siodłowym i na prostych
m %  + n ^2 = 0 orBZ m Jl ” n ^2 = 0  funkcja F 1 jest stało i równe 
stałej c.j.
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Wykres warstwie funkcji F., die powierzchni regresji t^ ( tf.a) = tg 5 z za
znaczonym obszarem wykonanych hsdań 

The function P., contour line for regression surface f ^ t  ,a) tg£ with
narked investigation ares

Z rówania (6) wynika, że dla | £2| = const wzrost l^l powoduje wzrost 
funkcji | 2) i odwrotnie dla | £, | ■ const wzrost | j 2 | powoduje
malenie funkcji P ^  | 2), a co za tym idzie kolejne kroki w celu mini
malizacji badanej funkcji tg S - i " , a) powinniśmy wykonywać na prostej
h = o.
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3. UWAGI KOŃCOWE

Graficznym obrazem omamianego równania (3) w postaci kanonicznej (6) 
jest rys. 1 przedstawiający przykładowe werstwice stałej wartości funkcji 
regresji w układzie nowych zmiennych ^  oraz i zmiennych podstawowych 
•i* oraz a. Na rys. 1 zaznaczono obszar przeprowadzonych badań we współrzę
dnych pierwotnych.

Rys. 2
Powierzchnia tgó w badanym obszarze przestrzeni czynnikowej (dla E. = 30

min)
Surface tg£> in investigated area of factor space (for «'1 = 30 min)

Można, łatwo zauważyó, że w przypadku, gdy temparaturs prasowania bgdzie 
mieściła sie w dolnych granicach temperatury prasowania płyt papierowo-fe
nolowych, tzn. 100 - 130°C,zaś wogowa zawartość żywicy w nośniku w grani
cach 30 - 50 ij znajdujemy sie na tej części paraboloidy hiperoboliczne j, po 
której przemieszczając sie otrzymujemy malenie wartości stratności dielek
trycznej tg S .

Analiza kanoniczna przyjętego równania regresji (3) potwierdza wszystkis 
spostrzeżenia szczegółowe, jakie wykazały badania atestacyjne [T] przepro
wadzone na próbkach otrzymanych w wyniku zaplanowanego eksperymentu czyn
nikowego (rys. 2,3,4,5) oraz wyniki doświadczeń i wieloletnia praktyka in
nych eksperymentatorów [5] , [6] .
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Rys. 3
Powierzchnia tg £ w badanym obszarze przestrzeni czynnikowej (dla =

= 60 min)
Surface tg $ in investigated area of factor space (for = 60 siin)
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Rya. 4
powierzchnia tg S w hadanym obszarze przestrzeni czynnikowej (dla m

■ 90 min)
Surface' tg £ in investigated area of factor apace (for ^ 3 = 120 min)
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Rys. 5
Powierzchnia tg S w hsdanyra obszarze, przestrzeni czynnikowej (dla =

. 120 min)
Surface tg f> in investigated area of factor space (for X^ = 120 min) 
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ANALYSIS OP THE REGRESSION SURPACE APPROXIMATING THE DEPENDENCE OP THE 
DIELECTRIC LOSS COEFFICIENT IN THE FUNCTION OP CONSIDERED VARIABLES

S u m m a r y

In the paper the analysis of canonical equation of regression of the 
tg S function for paper-phenol laminar plates is given. The temperature 
of pressing and the resin content in the carrier sre the arguments of 
the function.
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PRZEBIEGI ZMIAN tg $ W TRAKCIE PRASOWANIA;PŁYT PAPIEROWO- 
FENOLOWYCH REJESTROWANE MIERNIKIEM POMIARÓW CIĄGŁYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono wyniki badań przebiegów zmian 
współczynnika stratnośoi dielektrycznej płyt warstwowych papierowo- 
fenolowych. Pomiary wykonywano prototypowym miernikiem współczynni
ka otratności i pojemności. Miernik ten jest przystosowany do bada
nia materiałów elektroizolacyjnych w trakcie procesu prasowania. 
Uzyskane wyniki porównano z badaniami atestacyjnymi. Proces praso
wania płyt odbywał się zgodnie z ustalonym planem dla dwóch tempe
ratur prasowania v - 125°C, v* 150°C dla czterech różnych zawartoś
ci żywicy w nośniku w przedziale 34 % - 59 %. Badania wykonywano w 
skali półtechnicznej.

1. wsTą?

O jakości wyrobów z tworzyw termoutwardzalnych decydują, poza Burowcemi 
wyjściowymi, parametry technologiczne. Aby ocenić wpływ tych parametrów na 
własności dielektryczne, a co za tym idzie na ich jakość, normalnym try
bem postępowania są badania atestecyjne wyrobów gotowych. Wykonuje się je 
zgodnie z obowiązującą normą na próbkach wycietyoh z ¡gotowego materiału.

W związku z silną zależnością, występującej w praktyce, zmienności pa
rametrów surowców wyjściowych, jak również parametrów technologicznych 
wytwarzania na własności wyrobu, wielu autorów fi] , (2] wykonuje badanie 
interesujących ich własności dielektrycznych i mechanicznych na próbkach 
prasowanych przy przyjętych przez siebie stałych parametrach (np. ciśnie
nie « censt, temperatura prasowania = const, grubość próbki = const itp]. 
Dla tak wykonanych ¿zestawów próbek przeprowadza się badania odpowiednich 
własności, uzyskująo tą drogą poszukiwane zależnośoi funkcyjne. Są to w 
przeważającym stopniu badania w skali laboratoryjnej. Inne podejście pre
zentują prace [4], [5], [6] wykazujące efektywność statystycznego planowania 
eksperymentu, przy badaniach własności dielektrycznych wyrobów prasowa- 
nych oraz możliwości jakie planowany 'eksperyment stwarza dla prognozowa
nia własności dielaktryoznyoh tych wyrobów w szerszym, niż badany, zakre
sie zmienności parametrów technologicznych. Wspomniane prace opisują bada
nia wykonywane w skali półtechnicznej.



Nietaniej interesujące są, przedstawione w niniejszej pracy, obrazy 
zmienności tg S uzyskane na podstawie ciągłych pomiarów wartości współ
czynnika stratności dielektrycznej wykonywane w trakcie procesu formowa
nia płyt. Pomiary były przeprowadzone prototypowym miernikiem tg 6 i O, 
który został wykonany w Instytucie Metrologii Elektrycznej i Elektronicz
nej Politechniki Śląskiej [7] .

116. ______________________________________  R. lltwinowicz

2. SPOSÓB WYKONANIA BADAN

Wszystkie badenia, których wyniki przedstawiono poniżej zostały wykona
ne miernikiem pomiarów ciągłych specjalnie przystosowanym do pomiarów współ
czynnika stratności w trakcie preoesu prasowania. Role elektrod pomiaro
wych spełniały blachy przekładkowe (rys. 1).Prasowano równocześnie trzy 
płyty. Prasowano płyty papierowo-fenolowa grubości 3 mm ksżda o wymiarach 
400 x 500 tam. Półprodukt otrzymano w skali technicznej stosując pojedyn
czą szarże standardowej żywicy rezolowej oraz papier alektroizolacyjny do 
nasyceń o masie jednostkowej 80 g/m2. Wykonano cztery partie półproduktu 
dla założonych czterech różnych Wagowych zawartości żywicy (a) w nośniku. 
Pozostałe parametry powlekania utrzymano stałe. Prasowanie półproduktu wy
konano w skali półtechnioznej w prasie hydraulicznej 2,45 MN przy stałym 
olśnieniu jednostkowym dla wszystkich płyt p *= 7,85 MK/m2 dla dwóab tem
peratur prasowania & »  125°C i i ' = 150®C.

n
3 ^

\ . . .

Przetwornik wejściowy 
m iernika

Oscyloskop

Jwyj i(t)

Obwód
przetwa
rzający
miernika

Odczyt: 

tg Sm/ Cm

Rys.'!
Schemat ukłsdu pomiarowego,(1-półka grzewcze, 2-blaehe przekłsdkowa-elek-

treda, 3-preoowana płytsi
(The meter oireuit scheme (1-heating prsss ahelf, 2-eleetrede, 3-tbs prea-

sed piata)
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Zastosowany do pomiarów współczynnika stratności tgfi miernik pomiarów 
ciągłych wyposażono dodatkowo w oscyloskop obserwująo odpowiedź prądową 
obiektu badanego przy zadanym wymuszeniu sinusoidalnym napięcia wejścio
wego. Uzyskano w ten sposób dodatkową informacje o zachowaniu się praso
wanego materiału - jako dielektryku - w całym zakresie zmienności tempera
tury wsadu, tzn. przez czas podgrzewania do wymaganej eksperymentem tem
peratury prasowania “i1 = const. przez cały czas utwardzania w tej tempera
turze i w ozasie chłodzenia. Mimo znacznego zakresu pomiarowego miernika 
(tg fil = 0,01 Ą 13,4) nie można było wykonać pomiarów w kilku punktach. 
Dotyczyło to próbek utwardzanych w temperaturze 125°C i 150°C przy a = 50?S 
oraz a = 59 % w czasie odpowiadającym maksimum krzywej tg fi . Przebiegi
tg 6 = f(a)|̂ ,s const w różnych momentach czasu prasowania przedstawiają
rys. 2,3 i 4 zaś rys. 5 przedstawia wartości tgfi uzyskane z atestacji 
tych próbek zgodnie z obowiązującą normą.

3. WYNIKI BADAŃ I WNIOSKI

Analizując zachowanie się współczynnika strat dielektrycznych ze wzglę
du na zawartość żywicy w nośniku (rys. 2,3,4) zauważany, że w funkcji czasu 
utwardzania tg fi maleje dla wszystkich zawartości żywicy w nośniku w roz
patrywanym interwale czasowym. Dynamika tych zmian jest jednak rćżna dla 
różnych i1 oraz a.
* W przypadku próbek prasowanych w temperaturze af* =» 125°C (rys. 2) przy 

a = 34 % oraz e = 42 % współczynnik stratności maleje wolno. Należy są
dzić, że główny proces utwardzania żywicy przy tej temperaturze następuje
w stosunkowo krótkim czasie 30,40 minut, a dłuższy czas prasowania noże 
wpłynąć już tylko na podniesienie własności mechanicznych wyrobu [2] .
Wynika z tego, że dla małych zawartości żywicy w nośniku temperatura pra
sowania ‘3’ = 125°C była wystarczająca, a przedłużenie czasu prasowanie nie 
wpłynęło istotnie na zmianę wartości tg fi . Główną rolę dla wyników koń
cowych odgrywają tu przede wszystkim parametry samego nośnika, bo proces 
polikondensscji przebiegał sprawnie i powstające produkty uboczne łatwo 
dyfundowsły z próbki.

Należy zauważyć w tym miejscu, że krzywe z rysunków 2 i 3 wykreślono na 
podstawie wyników uzyskanych z miernika pomiarów oiągłych z tych prób, 
których efektem finalnym był materiał o dobrych, zgodnych z normą, własnoś
ciach dielektrycznych i mechanicznych.

Analizując nadal wykresy z rys. 2 dla a a 50% oraz a = 59 ii przy i ' =125°C 
współczynnik tg 6 był bardzo duży i po czasie prasowania 60 minut był jesz
cze znacznie wyższy niż dla próbek o zawartości żywicy a = 34 4 42 %, Głó
wną przyczyną tego faktu jest zbyt krótki czas utwardzania w tej tempera
turze dla tek dużych zawartości żywicy. VI jednej z prób zaobserwowano np. 
że dopiero w 90- minucie prasowania tgfi spadł do 4,2 przy *5'= 125°C i 
a = 50 %.
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tg 5
(odczyty z miermka)

Rys. 2
Obraz zmienności tgS w funkcji zawar
tości żywicy w nośniku dla i’» 125°C»

f - 500 Hz
/ v  Jix n t tg»30 min, tj=40min, 

; A » 5 0 m i n ,  * 5  -  5 0  B i n )

•±be tg 8 variation in the function of 
resin content in the carrier v» 125 C 

f»500 Hz (?1=20 min, t2-30 min,
■J3»40min 50 min, t ^ S O  min)

Inny jest obraz zmienności 
tg 8 próbek utwardzanych w tem
peraturze 150°C (rys.3). Gdy dla 
a « 34 % spadek tg £ po 30. 
minucie prasowania był już nie
znaczny, podobnie jak przy 
ł = 125°0 (rys. 2 i 4), to dla 
a = 42 % zmiany wartości tg 8 
w rozpatrywanych interwałach 
czasowych były bardzo duże, zaś 
początek stabilizacji procesu 
utwardzania obserwowano dopiero 
po 40 - 50 minutach prasowania. 
Równocześnie jednak uzyskano naj
niższe wartości tg S w porówna
niu z innymi próbkami frys. 3 i 
45. ® miere wzrostu wagowej za
wartości żywicy, decydującą rol§ 
w procesie utwardzania zaczyna 
odgrywaó temperatura prasowania. 
Dla wyższych poziomów żywicy w 
nośniku a = 50 - 60 % już po 
20 minucie prasowania w tem
peraturze 150°C tg £  był dużo 
niższy niż przy ^ « 1 N5°C i 
cbserwawano jego szybszy spadek. 
Skstrepolując przebiegi z ryB.
4 dla a « 50 % przy 150°C można 
przewidywać, że główny proces 
utwardzania dobiega końca, gdy 
tymozasem przy i« 125°C atwier- 
dzenie takie byłoby niepraw
dziwe.1  ̂ Innymi słowy dla wyż
szych zawartości żywicy w noś
niku wymagane są wyższe tempera
tury prasowania. Początkowa, 
dużo większa wartość tg S przy 
150°C jest spowodowana mniejszą 
lepkością żywicy. Następnie ob-

^Przyjęto zgodnie z pracą [3] , że "miarą czasu koniecznego do zakończe
nie procesu utwardzania może być tylko czas,poeząwazy ad którego nastę
pują małe zmiany stratności..."
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tg 8
(odczyty z miernika)

serwuje się szybszy niż przy 
125°C spadek tg £ f co pozwels 
sądzić, ie głćwny proces utwar
dzenie przebiega szybciej w wyż
szych temperaturach. Stwierdze
nie to nie jest jednak równo
znaczna z oceną efektywności 
procesu.

Aby wzajemnie powiązać wy
niki pomiarów z miernika z ba
daniami atestaoyjnymi, wykonano 
dla wszystkich próbek pomiary 
tg £ przy 50 Hz po poddaniu ich 
klimatyzacji wymaganej zgodnie 
z obowiązującą normą (rys. 5). 
Zaobserwowane współzależności 
miedzy $  oraz a w trakcie pra
sowania, znalazły również po
twierdzenie w badaniach atesta- 
cyjnych wyrobów gotowych. Z 
przedstawionych w precy [5] ba
dań na wyrobach gotowych wynika, 
że współdziałanie temperatury 
prasowania i zawartości żywicy 
w nośniku jest wysoce istotne 
i wpływa wyraźnie na wyniki koń
cowe tg £ , jak i takich para
metrów jak: chłonność wody, 
stałe dielektryczne, napięcia 
przebicia itp. Końcowa wartoś
ci tg£ jako funkcji^ oraz a 
były najmniejsze przy tempera
turze prasowanie w przedziale 
125 - 130°C oraz przy zawartoś
ci żywicy średnio 40 % [5], [6] .

Omówione powyżej, pierwsze 
badania wykonane miernikiem po
miarów ciągłych wykazały, te 
przebiegi zmian tg £ w trakcie 
prasowania odwzorowują w sposób 
właściwy procesy polikondensecji 

zachodzące w prasowanych materiałach [4] . Obserwacja tych przebiegów po
zwala na przeanalizowanie zachowania sią materiału przy różnych kombina
cjach parametrów prasowanie i tym samym umożliwia wyciągniecie wniosków

v  !

ety{ / / /

V / A
¿ Ż L

/

ar*]
34.43 42,03 50,25 58,9

Rys. 3
Obraz zmienności tg £ w funkcji zawar
tości żywicy w nośniku dis ąr » 150OC,

f « 500 Hz
'(^=20 min,

%.

*2*30 min, 
50 min,

*2=40 min,
tf-m60 min)4 " m-t“‘ ~5'

The tg $' Yariation in the funotion of , 
resin coatent in the earrier V » 150 C, 

f =500 Hz
20 min, tg=30 min, 

ty«50 min, 1 ^ 6 0
2=40 min, 
minj
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Rys. 4
Zmiany współczynnika stratnoścl w czasie prasowania dla przebiegów z rysunków 2 1 3
Variations of loss ooeffloiant in the time of the pressing for of the fig.

2 and 3 prooeedlngs

co do Istotności wpływu tych lub innych parametrów. Jednakie Jak stwier
dzono, porównując wyniki badań z miernika z wynikami atestów, sama obser
wacja przebiegów nie pozwala na natychmiastowe podejmowanie decyzji co do 
kierunku optymalizacji procesu.

Pozytywne wyniki uzyskane na tym stepie zachęcają do przeprowadzenie 
dalszych badań a zwłaszcza badań, które amożliwiłyby zastosowanie mierni
ka do bieżącej optymalizacji procesu, co przyniosłoby w praktyce niewąt
pliwie korzyści ekonomiczne.
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Rys. 5
Współczynnik stratności próbek wyrobów gotowych atestowanych zgodnie z

obowiązującą normą 
The finished goods test pieces attested according to the standard
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THE tg S CHARGES PROCEEDINGS IN THE TIME OP PAPER-PHENOL LAMINAR PLATES 
PRESSING, REGISTRATED WITH THE METER OP CONTINUOUS MEASUREMENTS

S u m m a r y

The results of the proceedings of dielectric los coefficient in paper- 
-phenol laminar plates investigations 8re presented in the paper. The pro* 
totypical meter of the loss coefficient and capacity haB been used. This 
meter has heen adapted for dielectric material investigation during the 
pressing process. The results have heen compared te the attest investiga
tions. The pressing process has passed for two pressing temperatures

■ 125°C and ‘i’= 150°C and for four different resin contents in the car
rier, between 34 % end 59 %• The investigations has been carried out in the 
half-technological ooale.

PB3yJIbTATH HEflPEPHBHüX H oM EPEH H /i E /M A K R U  -  4 > E H 0 J!0 B H X  IU1ACTHH BO  BPEMH 
IIPECCOBAHHH

P t a s i e

B  c i a i a e  n p e x c T a B J i e a u  p e s y j i b T a T u  H 3 u e p eH H H  K o s ifx p H U B e s T a  A H 3 J t e K T p i ix e c K o a  

n o T e p K  6 y u a z H 0 - 4 > e H 0 J i 0 B u x  c j i o h c t h x  n j i a c i H H .  K s s e p e H H H  n p o H 3B O A H JiH C b  n p a f i o p o i t  

n p H c n o c o 6 a e H H Ł u <  K H e n p e p u B s o n y  H 3 M ep eH xm  b o  B p e u a  n p e c c o s a H H S .  n o jr y v e K H H e  

p e s y j i b T S T U  c o n o c T a B J i e H u  c  p e 3 y ju > i a T a i < H  a T z e c T a i i H o s B u x  H C c a e A O B a H H il. I T p e c c o -  

BKa n p o H 3 B o A K ji a c b  b  T e u n e p a i y p H M X  y c j i o B H a x  ‘î’ = 125°C, “i1 -150°C a m
c o A e p x a H H B  c u o j i u  b Hocmejie 3 4 9 6  - 59%,
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MODEL MATEMATYCZNY SPRZĘŻENIA MAGNETYCZNEGO UZWOJENIA TWORNEKA Z UZWOJE
NIEM WZBUDZENIA W MASZYNACH PRĄDU STAŁEGO W STANACH NIEUSTALONYCH

Streszczenia. W eksploatacji silników prądu stałego występują 
różnego typu zaburzenia, np.t
- wyłączenie szybkie prądu twemika,
- chwilowe zwarcie miedzyzwojowe na uzwojeniu kompensacyjnym,
- chwilowe zwarcie komutatora przez luk okrężny.
Zaburzenie te przenoszą sie na uzwojenie wzbudzenia, powodując dzia
łanie zabezpieozeń w tym obwodzie. Prąd wzbudzenia przy tego typu 
zaburzeniach może osiągać wartość kilkakrotnie większą od wartości 
znamionowej (rys. 1). Przenoszenie zaburzeń z obwodu twomlka na ob
wód wzbudzenia odbywa sie ze pośrednictwem zezwojów komutujących. 
Zjawisko to, z uwzględnianiem prądów wirowyoh indukowanych w poprze
cznym (<t> k J i podłużnym (0 ) obwodzie magnetycznym, opisano równa
niami (3 So 8). Warunkiem rozwiązania tych równań jest wcześniejsza 
identyfikacja szeregu parametrów w nich występujących.

1. ODDZIAŁYWANIE PRĄDU TWORNIKA NA PRĄD WZBUDZENIA W STANACH NIEUSTALO
NYCH

W czasie różnego typu zaburzeń występujących w eksploatacji silników 
prądu stałego obserwuje sie równoczesne działanie zabezpieozeń silnika w 
obowodzie twomlka 1 obwodzie wzbudzenia. Zabezpieczenie w obwodzie wzbu
dzenia nastawiane jest z reguły na wartość prądu równą 1,5 prądu znamio
nowego, a zabezpieczenie w obwodzie twomlka na wartość prądu równą 2,5 
prądu znamionowego. Nie w każdym przypadku, w sposób Jednoznaczny,można 
ustalió czy pierwotną przyczyną zadziałanie zabezpieozeń było zaburzenie 
prądu twomlka czy też prądu wzbudzenia. Jeśli zaburzenie wystąpiło w:ob- 
wodzie wzbudzenia silnika, to wyłączenie prądu wzbudzenia spowoduje zanik 
strumienia wzbudzenia i w konsekwencji przy stałym nspiąclu zasilania wy
stąpi nagły wzrost prądu twomlka, który uruchamia zabezpieczenie nadmia
rowe prądu twomlka. W przypadku odwrotnym, gdy pierwszy reaguje wyłąoznik 
szybki prądu twomlka w wyniku wzrostu prądu obciążenia dochodzi również 
do zaburzenia prądu wzbudzenia, powoduJąo znaczną zmianę jego wartości, co 
w konsekwencji uruchamia działanie zabezpleezeń w tym obwodzie.



Badania eksperymentalne wykazały, że, np. przy skokowym zwarciu komuta
tora przez łuk okrężny, maksymalna wartość prądu w obwodzie wzbudzenia 
może osiągnąć wartość kilka razy większą od prądu znamionowego - rys. 1.
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Rys. 1
Przebieg prądu w uzwojeniu wzbudzenia przy zwarciu twomlka Al - A2 w
czasie t - 0. Przebiegi zarejestrowano dla maszyny prądu stałego o danych 
znamionowycht 7,5 kW, 220 V, 39,2 A, 1450 obr/min, ■ 0,7 A, przy zna

mionowej prędkości obrotowej 
Diagram of the field ourrent Iw żfter the sudden short-cirouit of the er-
mature wlnding A1 — A2 in the initial moment t •» 0. The ourwes have been 
reąording by normal speed on the 7,5 kW, 220 V, 39,2 A, 1450 r.p.m. I _ «

0,7 A direct current machinę

Z osoylogramu widać, że prąd wzbudzenie po zwaroiu twomlka narasta bardzo 
szybko do wartości około 5 I^jj, natomiast zanika znacznie wolniej. Wpływ 
zaburzenia prądu twornika na prąd wzbudzenia nie ma prostego schematu dzia
łania, gdyż w uzwojeniu wzbudzenia nie indukuje sle naplecie rotacji.
W przenoszeniu zaburzeń z obwodu twomlka na obwćd wzbudzenie pośredniczą 
dwa zjawiskat
- sprzężenie indukoyjne uzwojenia twomlka z uzwojeniem wzbudzenia,wyste- 
pująoe, gdy szozotki nie leżą w osi neutralnej,

- przepływ zezwojćw komutującyoh przy komutacji nieliniowej, a taki chara
kter ma komutacja w stanach zaburzeniowych.
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Sprzężenie indukcyjne uzwojenia 
twomika z uzwojeniem wzbudzenia 
zależy od kąta ocm miedzy osią 
szczotek a osią biegunów głó
wnych irys. 2).Przy kącie elek
trycznym ote « p ocm » |r 
sprzeżenie to teoretycznie nie 
występuję. \1 praktyce sten 
oc = 5, jest trudny do uzyska

nia z uwagi na użłobkowanie 
wirnika oraz tolerancje w wy
konaniu elementów silnika, a 
także dokładność ich montażu 
[i] . Przy pracy silnikowej 
składawa wzdłużna przepływu 
twornika

©0 na prze-
Rys. 2

Rozkład przepływu twomika
pływy składowe 8 ^  1 ®ad przy szczot-
‘kach wysuniętych z osi neutralnej xg<SC/?
The distribution of the magneto- motive 
force ©8 on the components m.m.f. ©aq
a?d 0adwt,il® the ',ruBh0a bave been dis
placed from the neutral position oc0<S>"/2

ad cos oc . a e

Jeśli kąt acfl < ^ , to prze- 
pływ ®  ̂bądzie osłabiał prze
pływ wzbudzenie ®w (rys. 2), 
natomiast jeśli <*e > *2 » 1:0 
przepływ ®8d bedzie wzmacniał 
przepływ ©_.j  j  W

Przy szybkiej zmiag|e prądu twomika występuję także szybka zmlana^jrze- 
pływu składowego — sprzężonego z uzwojeniem wzbudzenia. Pochodna 
wymusza zmianę prądu wzbudzenia.

Komutacja prądu w stanach zaburzeniowyoh jest zawsze nieliniowa, a przy 
komutacji nieliniowej występuję składowa wzdłużna przepływu zezwojów komu
tujących ®z [2] . Przepływ ®z podobnie jak przepływ ®ad jest sprzężony 
indukcyjnie z przepływem wzbudzenia ©w. Zaburzenia w pracy silników prądu 
stałego pojawiają sie w sposób nagły, np. zadziałanie wyłączników szybkich 
wyłączających nadmierną wartość prądu twomika lub też zwarcie na jednym 
z uzwojeń itp. Jeśli przed zaburzeniem komutacja w maszynie była liniowa 
lub zbliżona do liniowej, to po wystąpieniu zaburzenia komutacja staje sie 
silnie nieliniowa. Mamy zatem do czynienia z nagłym pojawieniem sie prze
pływu ® •, także pochodna —jjf* która oddziałuje na prąd wzbudzenia be
dzie mleć również dużą wartość.

(1)
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2. MODEL MATEMATYCZNY SPRZĘŻENIA INDUKCYJNEGO UZWOJENIA TWORNIKA Z UZWO
JENIEM WZBUDZENIA POPRZEZ ZEZWOJE KOMUTUJĄCE

Tworząc model matematyczny sprzężenia indukcyjnego uzwojenie twomika 
z uzwojeniem wzbudzenia poprzez zezwoje komutujące zróbmy następujące za
łożenia upraszczające:
- szczotki leżą w osi neutralnej cee » ś|, ®gd = 0,
- obwód magnetyczny zarówno w osi poprzecznej, jak i wzdłużnej jest linio
wy.

- pomija się nasyceniowy wpływ oddziaływania twornike na strumień wzbudze
nia (założenie spełnione tylko w maszynach skompensowanych),

- szerokość szczotki jest równs szerokości podziałki komutatorowej, tzn. 
że pod każdym mostem szczotkowym komutuje tylko jeden zezwój (w modelu 
matematycznym można uwzględnić również większą liczbę zezwojów równocześ
nie komutujących,lecz wówczas równania niepotrzebnie się komplikują, co 
utrudnia śledzenie zjawiska od strony fizykalnej),

- w stanach zaburzeniowych rozkład indukcji w strefie komutacyjnej jest 
równomierny [3] ,

- w stanach zsburzeniowych rozkład indukcji w szczelinie bieguna głównego 
jest nierównomierny, podobnie jak w litym pieńku bieguna głównego [3] ,

- prędkość wirowania wirnika Jest stałs, założenie to Jest spełnione, gdyż 
jak widać z rys. 1 zaburzenia trwają bardzo krótko (około 0,01 do 0,05s), 
stąd w tym czasie wirnik, z uwagi na bezwładność mechaniczną, praktycz
nie nie zmieni swojej prędkości kątowej.

Załóżmy również rodzaj zaburzenia, np. działanie wyłącznika szybkiego, 
który wyłącza nadmierną wartość prądu tworniks. Taki rodzaj zaburzenie 
występuje często w czasie pracy silników walcowniczych. Rozpatrzmy zja
wisko wzbudzania przepływu ®z przy tego typu zaburzeniu.

Wyłączenie prądu twomika nestępuje prawie skokowo

i(t) = IQ [1 - 1 (t)] (2)

za tak szybkimi zmianami prądu nie nadążają zmiany strumienia w stre
fie komutacyjnej (rys. 3). Korzystając z równań transmitancji poprzeczne
go obwodu magnetycznego, 8 więc szeregowego obwodu magnetycznego o dużej 
szczelinie powietrznej z blokiem litym [3] • równanie indukcji w strefie 
komutacyjnej można zapisać w postaci operatorowej [4] :
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Rys. 3
Przebieg czasowy strumienia w strefie komutacyjnej 0k przy wyłączaniu 
prądu twornike. Oscylogrem zarejestrowany dle maszyny prądu stałego o da

nych znamionowych: 220V, 77A, 1450 obr/min
The temporal variation of the flux in the commutation plene after a cut- 
ting of the armatura current. The oscillogrsm has been recorded on the 

220 V, 71 A, 1450 r.p.m. direct current machine

rgdzie:
Bko - wartość indukcji w szczelinie bieguna pomocniczego przed wy

łączeniem prądu, 
b ^ ^  - wymiary nabiegunnika bieguna pomocniczego,
k1-kg»1 - parametry zależne od przepływów twomika i biegunów pomocni

czych oraz przewodności drogi magnetycznej etrumieni w stre
fie komutacyjnej [4] ,

T1tT2 - elektromagnetyczne stałe czasowe obwodów prądów wirowych
wzbudzanych w elementach sto jana (T̂ ł i elementach wirnika (Tg).

Pod wpływem pola magnetycznego Bj^p) w zezwojach komutujących indukuje sle 
naplecie rotacji

Ek(p) - 2 1± B^p) (4)

gdzie:
ł * conat jest- prędkością obwodową wirnika.

«
Napigeie Ek(p) wymusza, w zwartych przez szczotki zezwojach, przepływ 
prądu Ix(p), którego przepływ ®z oddziałuje na uzwojenie wzbudzenia. 
Obliczenia prądu I„(p) oraz zmian prądu w uzwojeniu wzbudzenie Al_(p) podZ  W
wpływem opisanego zaburzenia, można przeprowadzić w oparciu o schemat zâ
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atępozy podany na rya. 4. Obwód magnetyczny wzbudzania przy niewielkich 
zaburzeniach przepływu nożna uważać za liniowy (linia proste atyczna do 
charakterystyki magnesowania w punkcie pracy), a zatem obliczając składowe 
zaburzeniowe można posłużyć sic metodą superpozycji. Zgodnie z zasadą su
perpozycji napięcie Uw i prąd Iw w uzwojeniu wzbudzenia oraz strumień 
wzbudzenia <t> rozłóżmy na składową stałą i składową zaburzeniową

V P )
V p>
0„(p)

Uwo + AUw<P> 
Xwo + AIw(P)
0wo + A0w(p)

(5)

Rys. 4
Schemat zastępczy sprzężeń indukcyjnych zezwoju komutującego z uzwojeniem 

wzbudzenia i blokiem litym stojana
The equivalent circuit of the inductive linkage of the commutator winding 

section, field winding and the stator solid iron

Przy czym
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Dla składowych zaburzeniowych w uzwojeniu wzbudzenia AU„, AI„, A 0W T7 W
oraz sprzężonego z tym uzwojeniem zezwoju komutującego obowiązują równa
nia:

Ej^p) = AU, + AU2 + (2Rd + Rfc) Iz(p) + pLkfJ Iz(p) + p Zz . Ai,(p) (6)

AUW = 0 - R^ AIw(p) + pLWB AIw(p) - PZWA0W. (7)

Strumień AÓ^fp) w szeregowym obwodzie magnetycznym z elementem litym i 
małą szczeliną powietrzną [3]

A0"fP) = [VzfP) ' Z" AIw(Pil (8) 

przy czym

AU,, AUg - spadek napięcia na nabiegającej i zbiegającej krawędzi 
szczotki,

Lka* Lws ~ indukcyjności rozproszeń zezwojów komutujących i uzwoje
nia wzbudzenia,

Zz, Zw - liczba zwojów w zezwoju komutującym i na dwóch cewkach 
uzwojenia wzbudzenia,

Tq - elektromagnetyczna stała czasowa obwodu prądów wirowych
indukowanych w bloku litym sprzeżonyoh ze strumieniem 
A0 w(p).

Przy założonym zaburzeniu,jak wynika z rys. 3 i 2, komutacja bedzie mieć 
charakter silnie przyspieszony, a wiec kierunek działania przepływu ®z 
bedzie skierowany przeciwnie do przepływu wzbudzenia, stąd wynika, że kie
runek prądu zaburzeniowego AIW bedzie zgodny z prądem Xy(0, z tego też 
względu w równaniach (7 i 8) jest znak (-). Analizowany przypadek zaburzenia 
od strony jakościowej bedzie miał przebieg podobny do przypadku przedsta
wionego ns rys. 1, natomiast od strony ilościowej maksymalna wartośó prądu 
zaburzeniowego AIW może wynosić, od kilku do kilkudziesięciu procent prą
du IWQ. W maszynach nieskompensowanych na wartośó prądu AIW wpływa także 
składowa nasyceniowa przepływu twomike. Składowa ta, przy nagłych spad
kach prądu twomika, jest ujemna, tzn. powoduje zmniejszenie prądu wzbu
dzenia.
Równanie (6) Jest, mimo poczynionych założeń, równaniem nieliniowym, gdyż 
AU, i AUg są związane z charakterystyką nspigoiowo-prądową szczotki:
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AU^t) - 
AU2(t) = f(J2i

przy czym

(9)
Vt)gy

SSZfTk ~ »>

V*>?k
Sez*

gdzie«
Sgz - oznacza powierzchnie azczotki,

- czaa komutacji zezwoju.

Stąd cały układ równań (6 - 0) jeat-układem nialiniwwym. Linearyzując te 
równania załóżmy ¡5] «

AU1 + AU, ■ const (10)
Otrzymamy w ten apoaób zestaw równań liniowych (3 do 8), które tworzą 
model matematyczny sprzężenia indukcyjnego zezwoju komutującego z uzwoje
niem wzbudzenia. Parametrami tego modelu aąi

Bko* k1* ^2» V  T1* T2* *1» AU1 + AU2* Rd» Hk' Rw* Łko* ^s* Zz» Zw*A wo*

Hie wszystkie z tych parametrów możne w sposób prosty wyznaczyć, to jest
obliozyć lub pomierzyć, a identyfikacja tych perametrów jest warunkiem
koniecznym do obliozenia zaburzenia prądu wzbudzenia AI^. ^

Przy transformacjach odwrotnych prądu wzbudzenia Al^ft) -<£ Alw(p)
oraz Ia(t) b la(p), aby pozbyć ale dosyć uoiążliwyeh do transformacji
wyrażeń ■ — —g-_i można zastąpić je następującymi aproksymacjami,

1 + V pi V1 + pijak to przedstawiono w pracy [3] i
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1 ( 12)
i-1 1 + E1 P*

Przy ozym

■ 0,05
Ag r. 1,25
A j  » 17

01 = 0,32 
C2 - 0,4
Cj - 0 ,2

C4 » 0,08a 4 - 300

E1 - 0,0095 P 1 = 0,18
E2 - 0,11 E2 » 0,18
E3 - 0,48 F3 » 0#29
E4 ’ °*93 P4 = 0,35

Przypadek zaburzenia przedstawiony na rys. 1, to jest zwarcie komuta
tora, np. przez łuk okrężny (częsty przypadek ruchowy?, nie spełnia zało
żeń liniowości obwodu magnetycznego. Analiza takiego przypadku może być 
tylko szacunkowa. Przy zwarciu n8 komutatorze w uzwojeniu biegunów pomoc
niczych płynie prąd zwarcia wymuszony napięciem zasilania, w uzwojeniu 
twornika płynie prąd zwercia wymuszony własnym napięciem rotacji. Zmienił 
się aatern charakter pracy maszyny z silnikowego na prądnicowy, zmienił się 
także kierunek przepływu prądu,lecz tylko w uzwojeniu twornika. Strumień 
w strefie komutacyjnej jest wzbudzany przez^sumę przepływów twornika i 
biegunów pomoeniozyoh, gdyż przepływy te nie kompensują sieilecz dodają. 
Komutacja staje się bardzo silnie opóźniona, stąd przepływ zezwojów komu
tujących osłabia przepływ wzbudzenia. Strumień wzbudzenia nie może się 
zmienić skokowo, nagłe pojawienie się przepływu zezwojów komutujących wy
musza zatem zmianę przepływu wzbudzenia. Jak już powiedziano wcześniej,na 
zmianę prądu wzbudzenis ma też wpływ składowe nasyceniowe przepływu od
działywania twornika, która jest także ujemna, a przy zwarciu będzie mieć 
bardzo dużą wartość szozególnle w maszynach nieskompensowanych., i

3. PODSIMOWAHIE

W silnikach prąiu stałego różnego typu zaburzenie w obwodzie twornika, 
takie jak, np. zadziałanie wyłącznika szybkiego wyzwalane nadmierną war
tością prądu twornika lub łąk okrężny na komutatorze, względnie chwilowe 
zwaroie na uzwojeniu kompensacyjnym i inne, przenoszą aię na uzwojenie 
wzbudzenia, powodując w konsekwencji zadziałanie zabezpieczeń zainstelowe-
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nych w tym obwodzie. Z punktu widzenia ochrony silnika przed uszkodzeniem, 
równoczesne dzielenie zabezpieczeń w^obwedzie twornika i obwodzie wzbudze
nia stanowi rezerwo dla zabezpieczenia obwodu twomika i wyłącza takie za
burzenia, których nie jest w stanie wyłączyó zabezpieczenie w obwodzie- 
twomika, na przykład przy epiiu okrężnym na komutatorze (zwarcie łukowe 
komutatora) zabezpieczenie w obwodzie twomika odłącza silnik od zasila
nia, nie gasi jednak łuku na komutatorze, który może palió ale jeszcze 
długo przy wzbudzonym i wirującym silniku. Dopiero zabezpieczenie w obwo
dzie wzbudzenia gasi pole wzbudzenia, co prowadzi do zgaszenia łuku. Zranięj- 
SZ8 to skutki awarii silnika.

W przenoszeniu zaburzeń z obwodu twomika na obwód wzbudzenia pośredni
czą zezwoje komutujące. Model matematyczny przechodzenia tyoh zaburzeń nie 
był w literaturze dotychczas omawiany. W rozdziale 2 przedstawiono kom
plet równań oplsującyoh to zjewisko z uwzględnieniem prądów wirowych indu
kowanych w elementach-litych.
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MATHEMATICAL MODEL OF THE MAGNETIC LINKAGE OP ARMATURE AND EXCITATION 
WINDINGS IN TRANSIENT STATES OP DC MACHINES

S u m m a r y

During the work of the 1X3 motors various perturbation occur, such eat
- sudden opening of the armature circuit
- momentary tum-to-tum short-circuit in the compensating windings
- instantanous commutator short-circuit over the electric arc.
These perturbations pass into the field windings and consequently cause 
the action of this circuit protection. The exciting current during these 
perturbations csn be several times greater than its rating value(Pig. 1). 
The perturbations pass from the armature to the field circuit through the 
magnetic linkage of the colls. The phenomenon in compliance with the eddy 
ourrents in direot-exis (ĵ and quadrature - axis <3>q has been described by 
the equations 3-to 8. The perequisite of the solution of these equations 
is the earlier determination of several parameters appearing in them.
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MATEMJWHHECKAH MOAEJlb MATHHTHOrO COHPfl&EHHH OEMOTKH HKOPH C. OBMOTKGH B 0 3 -  
ByJfflEHHH B MAJHHHAX ilOCTOHHHOTO TOKA B HEyCTAHOBilBI10IXCfl PEJKHMAX

P e s k> m e

Bo  Bpeua paCoT.-»' xBaraxejiea nocToanuoro roxa npoacxoA«x p a 3SHVaoro poga
E03MJ'5SRHH , Hanp . S

f - duczpoe oTKxxveHHe xoxa axopa,
- KpaiKOBpeueKHHe uexBUTKOBne xopoiKae 3aan>cKaEUH KcuneHcauHOHHcA o Om o t k h  ,
- xpaxKOBpeueHHue xcpoxxne 3auuxaiixa Kojuiexxopa no oKpyscanąefi Ayre.r .

BosMyneHHfl sth nepeAanica Ha oOMOixy B o 30yxAeKSfa h npHBOAax k cpaOaiuBa- 
H KIO aaĘKTH B 3TOtt lie [IB . OpK laKOTO pOAa B03UymeBHaX TOK B035y3U e H H H  UOXeT 
Ao c THraib 3Ha<teHHe b hsckoabko pas upeBHinaioEee HouHHaxBHoe (pac. 1) .

Bo3MymeHHH c ueim axopa Ha uenb BoaOyxAeHHa nepeAaaxca vepe3 KOUMyTHpy- 
snyio ceKiiez) oomoxkh axopa. HBxaHHe sto, c yvexou BaxpeBnx xokob, 
HHAynHpyevHx b nonepeiHoft (4K) h npoAOJibHofi (4^) MarHiiiHoS neim, otraca- 
ho ypaBHeHHHMH (3 ao 8) . ycaoBHeii pemeHKa sihx ypaBHeHEft HBaaexca npeABa- 
pHxejiLHaa HAeHTHifaKauaa paAa BHCiynanmux b h k x  napauexpoB.
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WPŁYW MOMENTÓW PASOŻYTNICZYCH NA ROZRUCH INDUKCYJNEGO SILNIKA KLATKOWEGO

Streszczenie. Omówiono nową metodą wyznaczania momentów pasożyt- 
niczych w silnikach indukcyjnych, bazującą ns modelu matematycznym maszyny we współrzędnych k-osiowych. Scharakteryzowano mechanizmy 
generowania tych momentów i przedstawiono tabele, określającą prędkości synchroniczne oraz okresy charakterystyk kątowych momentów synchronicznych I rzędu. Jako przykład rozważono silnik klatkowy, w 
którym pasożytnicze momenty synchroniczne są wytworzone przez harmoniczne żłobkowe przepływu. Wyznaczono momenty synchroniczne oraz 
prawdopodobieństwo ich synchronizacji w trakcie rozruchu w oparciu o uproszczoną metode analityczną, zaproponowaną przez B. Hellera i 
V. Hamate. W celu weryfikacji tej metody przeprowadzono symulacje rozruchu silnika na EMC przy różnych początkowych położeniach wirnika i przy różnych momentach obciążenia maszyny. Omówiono wpływ momentów pasożytniczych na przebiegi nieustalone prędkości obrotowej, momentu elektromagnetycznego oraz prądu silnika.

1. WPROWADZENIE

Własności eksploatacyjne indukcyjnych maszyn klatkowych w istotny spo
sób zależą od wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu, wytwarza
nych przez uzwojenia stojana i wirnika. 0 tym, jakie harmoniczne prze
strzenne przepływu powstają w maszynie i jakie wartości przyjmują ich jampli- 
tudy, ddcyduje w pierwszym rzedżie liczba żłobków stojane Ź^, liczba żło
bków wirnika Ż2 oraz typ uzwojenia stojana (liczba stref, współczynniki 
uzwojeń dla poszczególnych harmonicznych itd). Ponadto wpływ na amplitudy 
mają takie cechy konstrukcyjne,jak: otwarcie żłobków, skos żłobków wirnika, 
izolacja prętów wirnika itp. Wyższe harmoniczne przestrzenne są przyozną 
drgań, hałasów magnetycznyoh oraz strat dodatkowych. W wyniku elektroma
gnetycznego współdziałania wyższych harmonicznych przestrzennych powstają 
w maszynie pasożytnicze momenty elektroma&ietyazne, zniekształcające chara
kterystykę mechaniczną, związaną z główną harmoniczną przestrzenną. W In- . 
terpretacji fizycznej z pasożytniczymi momentami można związaó umyślone, 
fikcyjne meswyny asynchroniczne i synchroniczne, zwane dalej maszynami 
elementarnymi. Elementarne maszyny asynchroniczne wytwarzają pasożytnicze 
momenty asynchroniczne o różnych prędkościach idealnego biegu jałowego, 
zaś elementarne maszyny synchroniczne-pasożytnicze momenty synchroniczne o
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różnych prędkościach synchronicznyoh (przy prędkościach różnych od syn
chronicznej mają one obarakter momentów przemiennych o wartości średniej 
zero). Momenty synohroniczne powstają przy zstrzymsnym wirniku («= O) 
oraz przy prędkościach wirnika, określonych wzorem:

w »  + 2 %
o2„

gdzie: <a0 - częstotliwość napięcia zasilającego, c - dodatnia liczba
całkowita.

Różnym elementarnym maszynom synohronioznym mogą odpowiadać te same pręd
kości synchroniczne. Wartość momentu synchronicznego jest uzależniona od 
kąta elektrycznego zawartego pomiędzy przepływem stojana i wirnika 
(„twomika" i „wzbudzenia") elementarnej maszyny synchronicznej. „Wzbud
nice" elementsmej maszyny synchronicznej stanowi uzwojenie stojana lub 
wimiks innej maszyny elementarnej. Zmiana położenie osi przepływu uzwo
jenia, pełniącego role uzwojenia wzbudzenia, następuję w wyniku chwilowe
go przyśpieszenia wirnika, a wlec poprzez zmianę kąta mechanicznego, za
wartego pomiędzy osią fazy odniesienia stojana i osią fazy odniesienia 
wirnika w chwili dojścia maszyny do stanu ustalonego (w chwili zaistnie
nia stanu ustalonego). Względem tego kąta moment synchroniczny elemen
tarnej maszyny synchronicznej wyraża sie wzorem:

Ms = “mm Bin 0 Ż2 ^  " Ol

gdzie: - kąt meuhaniozny, przy którym moment synohraniozny elementar
nej maszyny synchronicznej przyjmuje wsrtość zero.

Charakterystyka kątowa momentu synohronlcznego dowolnej elementarnej ma
szyny synohronicznej opisana wzorem (1) Jest funkcją sinusoidalną o okre- 
sie ——  . Podziałka żłobkowa wirnika jest najmniejszą wspólną wielokrot- 
nością2okreaów wszystkich charakterystyk kątowych. Elementarne maszyny
synohroniosne o wspólnej prędkości synchronicznej posiadają charskterys-PSttyki kątowe momentów o tekim samym okresie , lecz o różnych wartoś
ciach kąta v'0. Przy określaniu amplitudy wypadkowego momentu synchroni
cznego dla dsnej prędkości należy wiec uwzględnić ich wzajemne przesunie
cie. W praktyce ozesto wyznsozenle amplitudy wypadkowego momentu synchro
nicznego zastępuję sie oszacowaniem jej wartości od góry poprzez zsumowa
nie amplitud momentów poszczególnych elementarnych maszyn synchronicznych. 
Na charakterystyce mechanicznej maszyny indukcyjnej, uwzględniającej mo
menty ssynohroniczne, momenty synohroniozne zaznacza sie jako piki o dłu- 
gośoi odpowiadającej podwójnej amplitudzie momentu synchronicznego.

W maszynach indukcyjnych dąży sie do ograniczenia pasożytniczych momen
tów synchronicznych przede wszystkim poprzez odpowiedni dobór liczby żło
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bków stojane i wirnika. Pasożytnicze momenty syncbrcriczne pojawiające 
aie przy zatrzymanym wirniku aą jedną z głównych przyczyn zależności mo
mentu rozruchowego od kąta położenia wirnika. Momenty synchroniczne wy
stępujące w maszynie wirującej, mogą natomiast uniemożliwić osiągniecie 
przez silnik prędkości znamionowej w wyniku synchronizacji którejś z grup 
elementarnych maszyn synchronicznych (o wspólnej prędkości synchronicz
nej). Analiza teoretyczna i badania symulacyjne na maszynie cyfrowej tego 
właśnie zjawiska aą celem niniejszej pracy.

2. MODEL MASŻYWY WE WSPÓŁRZĘDNYCH k-OSIOWYCH

Analizę przeprowadzono na przykładzie 3-fazowego 2-biegunowego (p**1) 
silnika klatkowego Skf 63-2B, dla którego w miejsce rzeczywistego siedem- 
nastożłobkowigo wirnika zaprojektowano nowy wirnik o liczbie żłobków 
Ż2 * 26, w celu sztucznego powiększenia wartości pasożytniczych momentów 
synchronicznych (przy liczbie żłobków stojans Ż1 « 24, liozba żłobków wir
nika Żg = 26 jest przypadkiem najniekorzystniejszymi. Analizę oparto o 
k-osiowy układ współrzędnych, w którym najprościej można wyodrębnić maszy
ny elementarne, odpowiedzialne za generowanie poszczególnych momentów pa
sożytniczych. Model fizyczny odpowiadający układowi równań różniczkowych 
maszyny w k-osiowym układzie współrzędnych nazywamy schematem rozkładu ma
szyny wielofazowej (w neszym przypadku maszyny o 3-fazowym stojanie i 
26-fezowym wirniku) na maszyny elementarne (jednoharmoniczne meazyny o 
2-i 1-fazowych atojanach i wirnikach). Sehemat tan, omówiony w pracach 
[3] i [4] , uwzględniający wszystkie kolejne harmoniczne przestrzenne aż 
do harmonicznej il = 53, przedstawia rys. 1. Znak J reprezentuje symetry
czne uzwojenia 2-fazowe • prostopadłych i lewostronnie zorientowsnych 
osiach faz, znak L - uzwojenie 2-fszewe o prawostronnej orientaoj osi fez, 
zaś znak I - uzwojenie jednofazowe. Każde z tych 2- i 1- fazowych uzwojeń 
posiada sinusoidalny rozkład krzywej okładu prądowego i może wytwarzać 
tylko jedną harmoniczną przestrzenną przepływu o rządzie równym numerowi 
kolumny. Odpowiadające sobie fezy uzwojeń elementarnych, zajmujących ten 
sam wiersz są szeregowo galwanicznie połączone i zasilane kolejnymi współ
rzędnymi k-osiowymi naplecie. Stojany i wirniki zajmujące tą samą kolumnę 
są elektromagnetycznie sprzężone (jednakowa liczba par biegunów). Składają 
sie one na ciąg elementarnyoh maszyn o 2- lub 1-fazowyeh atojanach i 2- 
lub 1-fazowyoh wirnikach o różnych orientacjach osi faz.

Dla rozważanego silnika klatkowego, zasilanego 3-fazowym symetrycznym 
układem napiąć k-osiowe wspćłrządne napięcia wynoszą:

«£>= VTu cos ( w 0t + i 0 ) ,  u£|>„ U sin (<o0t + *0), u ^ =  0,
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zaś wszystkie współrzędne k-osiowe napięcia wirnika zerują się:

ur V = ur2) = ......  “ ur26 = 0 (wlrnik zwarty).

Uzwojenie stojena jest uzwojeniem jednowarstwowym o grupach dzielonych.
Jego okład zawiera harmoniczne o rzędach 1,5,7,11,13... przy zasileniu 
pierwszą i drugą współrzędną k-osiową prądu (zgodną i przeciwną składową 
symetryczną w stanie ustalonym) oraz harmoniczne o rzędach 3,9,15,21.... 
przy zasilaniu 3-oią współrzędną k-osiową prądu (zerową składową symet
ryczną w stanie ustalonym) [4] . Jeśli stojan jest skojarzony w gwiazdę, 
wówczast ig^= 0 i na sohemecie rozkładu uzwojenie stojene możne pomin^ó 
drugi wiersz, odpowiadający trzeciej współrzędnej k-osiowej. Przy połącze
niu faz w trójkąt, takie pominięcie jest założeniem upraszczającym, albo
wiem w zamkniętym trójkącie mogą pojawió się prądy współrzędnej 1^^ o 
częstotliwości różnej od częstotliwości sieci w wyniku reakcji wtórnej 
(ogólnie - wielokrotnej) stojene na harmoniczne przestrzenne pole magne
tycznego wirnika o rzędach 3,9,15.... Co do wirnika klatkowego, to jego 
przepływ nie zawiera harmonicznych przestrzennych o rzędach ożg. Pozwala 
to na zrezygnowanie z 12-tego wiersza schematu rozkładu wirnika, odpowia
dającego 26-tej współrzędnej k-osiowej wirnika.

Poprzez opuszczenie odpowiednich kolumn i wierszy w schemacie z rys. 1 
otrzymujemy zredukowany schemat rozkładu maszyny, przedstawiony na rys. 2, 
odpowiadający maszynie o fazach skojarzonych w gwiazdę. Posługiwanie się 
tym Bchematem przy analizie maezyny o fazach skojarzonych w trójkąt Jest 
przybliżeniem i wymaga dodatkowego założenie upraszczającego o nieuwzglę
dnieniu prądów fazowych î jĵ  » cyrkulującycb w zamkniętym trójkącie i mo
mentów pasożytniczych, związanych z tymi prądami.

3. PASOŻYTNICZE MOMENTY SYNCHRONICZNE

Na schemacie rozkładu maszyny wielofazowej na maszyny elementarne, moż
na w przejrzysty sposób przedstewló mechanizmy generowania moementów syn
chronicznych poprzez uwidocznienie "dróg", ne których dochodzi do powsta
wania przepływów twornlka i wzbudzenie w poszczególnych elementarnych ma
szynach synchronicznych. Odcinki "dróg", wyróżnione linią przerywaną odpo
wiadają połączeniom galwanicznym, zaś linią kropkowaną - sprzężeniom elek
tromagnetycznym. Przykładowo na rys. 2 zaznaczono Jedną z możliwych "dróg" 
powstanie pasożytniczego momentu synchronicznego I rzędu w 31-szej maszy
nie elementarnej. 31-szy stojan elementarny (twomik maszyny synchronicz
nej) jest zasilany bezpośrednio prądem sleol. 31-szy wirnik elementarny 
(uzwojenie wzbudzenia maszyny synchronicznej) jest zasilany prądem z 5- 
tego wirnika elementarnego (wzbudnica), W 5-tym wirniku elementarnym (wzbud
nicy) siłę elektromotoryczną indukuje prąd sieci, przepływający przez
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5-ty stojan elementarny. Moment 
ten oznaczamy jako Mg  ̂^
(ogólnie
wskazuje na uzwojenie wirnika, 
pełniąoe role wzbudnicy, zaś 
drugi - na maszynę elementarną, 
w której powstaje moment syn
chroniczny. Jeszcze zwięźlej: 
pierwszy indeks 9  jest numerem 
maszyny wzbudzającej, zaś drugi 
g - maszyny synchronicznej. Na 
podstawie orientacji osi faz w 
maszynie wzbudzającej i maszy
nie synchronicznej można bez 
trudności w oparciu o tab. 1 
określić prędkość synchroniczną, 
w wiec i okres charakterystyki 
kątowej momentu. Na rys. 3 
przedstawiono jeden z możliwych 
mechanizmów powstania pasożyt
niczego momentu synchronicznego 
II rzędu w 7-mej maszynie ele
mentarnej. Momenty synchroniczne 
II rzędu są wynikiem współdziała
nia prądów reakcji wtórnej sto- 
jana (prądy o częstotliwości 
różnej od częstotliwości sieci)

oraz prądów wirnika o częstotliwości poślizgu s^ (gdziei s^ = — -- ,
9 - numer wirnika elementarnego) . Momenty synchroniczne II rzedu°są zna

cznie mniejsze od momentów synchronicznych I rządu. Uwzględnianie kolej
nych odbić prądów (reakcji wielokrotnych) prowadzi do ujawniania pasożyt- 
niczyoh momentów synchronicznych ooraz to wyższych rzędów, których znacze
nie (z technicznego punktu widzenia) jest jednak pomijalnie małe. Przy 
ograniczeniu liozby wyższych harmonicznych przestrzennych w rozważanej ma
szynie do Cl w 53 (rys.2), momenty synchroniczne I rządu powstaną wyłącznie2 i/0 nprzy prędkości ^b (°=1) oraz Przy Prędkości - t-»j- (c«2). Zasadniczy wpływ 
ns rozruch silnika bedzie raisł pasożytniczy moment synchroniczny przy pręd
kości , który jest sumą następujących składników:

Rys. 2
Mechanizm generowania paaozytniczych moment<5w synohronieznych I rzedu 
A principle of a generation of the parasitic synchronous torques of a first order

Ms = Ms 1,25+ Ms25,1+ “b5,31+ “831,5* “sH.37* “s37,11+ “s17,43+ “s43,17+

+ “s23,49+ Ms49,23+ (2)
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num er m a szyn y  elem entarnej 
(*}\ 1 5  *11 13 11 19 23 ŻS es 31 33 Jf 41 *3 41 *9

I -I■V

|

I
i !t *

Spoaróo. aicisdników aumy (2) 
dominującą role odgrywa pier
wszy składnik, związany z 
harmonicznymi przestrzennymi 
przepływu o największych am
plitudach i pierwsza harmoni
czna Jest harmoniczną głó
wną, zad 25-ta harmoniczna - 
harmoniczną żłobkową zarówno 
atojana, Jak i wirnika. Uza
sadnia to przyjęcia do dal
szych rozważań modelu, uwz
ględniającego wyłącznie 1- 
azą 1 25-tą harmoniczną prze
pływu, a tym samym pominiecie 
we wzorze (2) składników mo
mentu, związanych z harmoni
cznymi strefowymi (pasmo
wymi) «

Rys. 3 Ms * Ms1,25 + ”s25,r (3 )

Mechanizm generowania pasożytniczych 
momentów synchronicznych II rzędu 

A principia of a generation of the 
parasitic synchronous torques of a second order

Charakterystykę asynchro
nicznego momentu elektroma
gnetycznego przedstawia rys. 
4. Pasożytniczy moment asyn
chroniczny, związany z 25-tą 

harmoniczną przestrzenną Jest pomijalnie mały. Momenty synchroniczne obli
czono w oparciu o uproszczoną metode, która polega na wyznaczeniu prądów 
poszczególnych wirników elementarnych, pełniących role uzwojeń wzbudzenia 
i zasileniu nimi - Jako prądami wzbudzenia - wirników (uzwojeń wzbudzenia)" 
odpowiednioh elementarnych maszyn synohronioznych. W oelu uwypuklania za
gadnień, związanych z sumowaniem momentów synchronicznych,wyzneezono wpiere 
oba momenty gg 1 Mg2g  ̂przy pominięciu indukcyjnońel rozproszenie 
różnioewago, a następnie przy jej uwzględnianiu. Amplitudy momentów skła
dowych “Smx1,25* “80x2 5 , 1 * amplitudy momentu wypadkowego |“Bmx 1 BUIBy 
amplitud (Mhex1 2^ + .,) zestawiono w tab. 2. Przy uwgglednleniu
lndukeyjnońci rozproszenia różnicowego suma amplitud momentów składowyoh 
Jest praktycznie równa amplitudzie momentu wypadkowego. Przy nieuwzględ
nianiu - oszacowanie takie Jest obarczone dońó zneoznym błedem. W celu 
pełniejszego wyeksponowania wpływu pasożytniozyob momentów synchronicz
nych na przebieg rozruchu silnika, przyjęto do dalszyoh rozważań model 
matematyczny maszyny bez indukcyjnoóol rozproszenia różnioowego.



142 K. Kluszczyński

Tabela 1
Prędkości synchroniczne dla paso
żytniczych momentów I rzędu 
Synchronous speeds for parasitic torques of a first order

Rys. 4
Charakterystyka momentu silnika 

The torque — speed curve of the motor

4. UPROSZCZONA ANALITYCZNA
METODA BADANIA ROZRUCHU
SILNIKA KLATKOY/EGO

Uproszczona anslizs roz
ruchu silnika jeet przedsta
wiona w pracy [2] . Odnosi 
sie ona do przypadku maszy
ny, w której moment synchro
niczny jest formowany przez 
harmoniczne żłobkowe stoja- 
ne i wirnika (warunkiem jest 
równość Ż1 + 2p » Żg). Jeśli 
przez Mfl oznaczymy wartość 
momentu asynchronicznego w 
stani| ustalonym przy pred-
kośoi “zf » Przez Msmx ~ 
amplitudę momentu synchro
nicznego, zaś przez MQ - 
moment obciążenia, to waru
nek konieczny synchronizacji 
momentu pasożytniczego (sil- 
nik nie osiągnie prędkości 
znamionowej) określa nie
równość: M > - M .smx a o
Nie jest to jednak warunek 
wystarczający, ponieważ w 
pewnyoh przypadkach silnik 
może "wyrwać' sie" spod dzia
łania momentu synchronicz
nego pod wpływem sił bezwła
dności. Zjawisko to zostało 
przeanalizowane w pracy [2] 
w oparciu o szereg założeń 
upraszczających. W interpre
tacji fizycznej rozwiązanie 
równania różniczkowego ruchu 
sprowadza sie do określenia 
przedziału kątów ^ , przy 
których w wyniku "zaburzenia 
zewnętrznego" o wartości 
Ma - Mq nie następuję wypad
niecie z synchronizmu (utra
ta stabilności) elementarnej 
maszyny synchronicznej.

poiLiZIJ 3
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Tabela 2
Amplitudy momentów synchronicznych przy 

prędkości
Amplitudes of synchronous torqueB at the 

speed

MSmx 1.25
[Nm]

Msmr 25.1 
[Nm]

N sm x
[N m ]

Nsmx f.25f 
*Msmx 25.1

L".™.] ...

bez ind. rozproszenia 
róinicouego 2.65 2 .M i .  296 5.05?

z ind. rozproszenia 
róinicouego 1.747 0.008 1.155 1.155

Jeśli przedział kątów, 
przy których maszyna nie 
wypada z synchronizmu 
wynosi A'i' (jest to 
fragment podziałki żłob
kowej wirnika), to pra
wdopodobieństwo utknie
cie silnika w następst
wie synchronizacji mo
mentu pasożytniczego 
określa stosunek: F =

a“ ST!""2’ W rozważanym 
przypadku przy założe
niu, że M0 = 0, prawdo
podobieństwo to wynio
sło 0,46.

5. SYMULACJA ROZRUCHU SILNIKA. NA EMC

Równania różniczkowe maszyny we współrzędnych k-osiowych, uwzględnia
jące 1-szą i 25-tą harmoniczną przestrzenną przepływu sprowadzono do po
staci kanonicznej i rozwiązano numerycznie przy 10 różnych początkowych 
wartościach kąta wirnika oco (kąt poozątkowy zmieniano kolejno od 0,1 po
działki żłobkowej wirnika) i przy dwóch różnych wartościach momentu ob
ciążenia: MQ ■ 0 i H  • 1,5 Nm, [1] . W żadnym z rozważanych przypadków 
nie nastąpiła synchronizacja momentu pasożytniczego i każdorazowo silnik 
osiągał prędkość znamionową. "Przechodzeniu" silniks przez prędkości zbli
żone do synchronicznej towarzyszyły jednakże oscylacje prędkości obroto
wej o amplitudach, zależnych od początkowego położenia wirnika. Przykła
dowo trzy krzywe prędkości obrotowej w funkcji czasu dla różnych kątów po
czątkowych i różnych momentów obciążenia przedstawiono na rys. 5.Siodło 
przy prędkości zbliżonej do synchronicznej jest wyraźniejsze przy silniku 
obciążonym niż przy nieoboiążonym. Uwzględnienie 25-tej harmonicznej prze
pływu wywiera istotny wpływ na przebieg ¡czasowy momentu elektromagnetycz
nego i prądu stojana podczas rozruchu silnika. Szczytowa wartość momentu 
elektromagnetycznego oraz czas jej pojawienia stają sie zależne od począt
kowego położenia wirnika. Szozytcwa wartość mementu, która dla modelu z 
harmoniczną główną wynosiłs ok. 4 Nm, wzrosła - w najbardziej niekorzy
stnym przypadku - do ok. 8 Nm (rys. 6). Wpływ ten tłumaczy rys. 7. Moment 
elektromagnetyczny przy uwzględnieniu 1-szej i 25-tej harmonicznej można 
przedstawić w postaci Bumy dwóch składników: Me(ij i Me(25) ’ zwi4Z8nyc':1 
odpowiednio z kątem a i 25 oc . Moment elektromagnetyczny jest prak
tycznie identyczny z momentem elektromagnetycznym, otrzymanym dla modelu
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Przebiegi prędkości obrotowej w funkcji czesu przy rozruchu silnike przy 
rożnych wartościach kąta początkowego wirnika 

Time functions of a speed during the start of s motor with the various
initial positions of a rotor

Rys. 6
Przebiegi momentu elektromagnetycznego w funkcji czasu przy rozruchu sil

nika przy różnych wartościach kąta początkowego wirnika 
'I'xrne functions of an electromagnetic torque during the start of a motor 

with the various initial positions of a rotor
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Rys. 7
t Przebiegi momentów akłsdowyoh i momentu wypadkowego
Time functions of the components of the torque and the resultant torque

z harmoniczną główną. Przy uwzględnieniu 25-tej harmonicznej pojawia sie 
składowa Mg^gę)» *t(Sr8 w zależności od przypadkowej wartości kąta txQ w 
różny sposób sumuje się ze skłsdową Me^ .  Przy niektórych wartościach 
kąta osq w miejsce pierwszego maksimum momentu pojawia sie nawet moment o 
ujemnej wartości.

6. WNIOSKI

Y/yżsże harmoniczne przestrzenne przepływu i związane z nimi pasożytni
cze momenty synchroniczne wywierają niekorzystny wpływ na rozruch silni
ków indukcyjnych (wydłużają czes rozruchu, powodują oscylacje prędkości 
obrotowej, są przyczyną "siodeł" przy prędkości, zbliżonej do synchronicz
nej). W istotny sposób powiększają wartości szczytowe momentu elektroma
gnetycznego i prądu łączeniowego. W silnikach o prawidłowo dobranej licz
bie żłobków stojana i wirnika opisane efekty wv*tapią w odpowiednio mniej
szej skali.
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Wpłynęło do redakcji dn. 7 maje 1985 r.

THE INFLUENCE OP PARASITIC TORQUES POR THE STARTING OP INDUCTION SQUIRREL- 
CAGE MOTOR

S u m m a r y

The new method of calculation of parasitic torques in induction motors 
basing on the model of machine in k-axis coordinates, was presented. As 
an example the squirrel-cage motor with the synchronous torques, genera
ted by the magnetomotive force step harmonica, was considered. The syn- 
ohronaus torques and the probability of their synchronization during the 
starting were calculated, basing on the simplified anelitical method, pro
posed by B.Heller and V. Hamate. In the purpose of verification, the simu
lation of starting was realised on the computer for the various initial 
positioner of the rotor and for the various torques of the load. The influ
ence of parasitic torques for the transient states of velocity, electroma
gnetic torque and current of a motor was considered.
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BJIHHHHE ITAPA3HTHHX MOMEHTOB HA IFCK ACHHXPOHHOrO AEHrA EJIH C KOPOTKOSAMKHy- 
TUM POTOPOM.

P e 3 ¡o m e

OroBopeH HOEhiiS MeioA onpeAeaeHH* napa3HTKłłx momchtob b acKHxpoHHHx ABHra- 
Texax, Hcnoxfc3yximHit MaTeMaTHuecicy» MOAeJib waniHHbi b K-oceBoft CHCTeMe koopah- 
Hai. Kan npHwep pacoMoipea KopoiKoaauKKyTuA ABHraiej!b, b Koiopou napa3HTHue 
CHKXpOHHUe MOMeHTH BH33aHH na303HMH PapMOHHKaMH MarHHTOABHSEyme» CHJSH. Onpe- 
sexeHH OHHxpoHHUe MOMeHTH, a Taxxe BepoaTHOCTb hx cnHxpoHnaannn BOBpeMH nyo* 
Ka onnpaacb Ha ynpomeHHOM aHajiHTunecKOM MeToae, npeAJioaeHHSua E. PeJuiepoM h 
B. raMaioii. Sxa npoBepKH 3Toro MeioAa npoBeAeH pacagT nyoxa ABEtraieJia aa 
3BM a j i a  pa3HHx HaaajibHbos noxoxeHHi4 poiopa a pa3Hux momchtob HarpyaKK uaoiHHU 
OCcysAeHO BJiHHHae napa3HTHUx MOMeHioB Ha nepexoAHHe npouecoH CKopoetH Bpame- 
hhh, 3xeKTpoMarHHTKoro MOMeHia h Toxa ABaraTexa,
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CYPROffY POMIAR CHARAKTERYSTYK MECHANICZNYCH SILNIKÓW ELEKTRYCZNYCH 
INDUKCYJNYCH

Streszczenie. W artykule opisano układ do cyfrowych pomiarów war- 
tości chwiiowyon prędkości obrotowych silników indukcyjnych sterowa
ny minikomputerem. Przedstawiono sposób wyznaczania charakterystyk 
mechanicznych silników na podstawie zbioru wartości chwilowych prę
dkości obrotowyoh mierzonyoh w trakcie rozruchu silnika. Przedsta
wiono analizę błędów pomiaru prędkości, określono maksymalny błąd 
wyznaczania momentu mechanicznego oraz określono optymalną wartość 
czasu uśrednienia w zależności od parametrów silnika. Podano przy
kładowe wartości błędów maksymalnych, bezwzględnych dle wybranych 
wartości czasu uśrednianie.

1. WPROWADZENIE

Charakterystyka mechaniczna Jest to zależność momentu mechanicznego na 
wale silnika od prędkości obrotowej zmieniającej sie od zera do prędkości 
synchronicznej. Rozróżnia sie charakterystyki mechaniczne: statyczną i dy
namiczną. Charakterystykę statyczną (krzywa a, rys. 1) wyznacza sie w elek
tromagnetycznym i mechanicznym stanie ustalonym, natomisst na przebieg 
charakterystyki dynamicznej (krzywa b, rys. 1) mają wpływ elektromechani
czne procesy przejśoiowe. Szczególnym przypadkiem charakterystyki mechani
cznej Jest charakterystyka rozruchowa, która dostatecznie wiernie pokryws 
sie z charakterystyką statyczną, o ile podczas rozruchu ograniczy sie wpływ 
stanów przejściowyoh. W tym celu sprzęga sie z wałem silnika duże masy wi
rujące oraz przeprowadza się rozruch z nawrotu. Przy takim sposobie roz
ruchu procesy przejśoiowe wytłumiają się w zakresie ujemnych prędkości 
obrotowych. Norma FN-72/E-04272 zaleca pomiar charakterystyki mechanicz
nej silników poprzez pomiar charakterystyki rozruchowej.
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Rys. 1
Przykładowe charakterystyki mechaniczne 
silnika indukcyjnego - statyczne (krzy

we a) i dynamiczne (krzywa b)
Exemplary torque-spaed characteristics 
of asynchronous motors - statioal (cur

ve a) and dynamical (curve b)

kości obrotowej n wału silnika. Napięcia te 
o + w zależności od kierunku obrotów.

2. OPIS UKŁADU POMIAROWEGO

W komputerowym systemie 
badań silników indukcyjnyoh 
[2] zastosowano wyznaczenie 

charakterystyki rozruchowej 
przy użyciu toru przetwarza
nia przedstawionego na rys.
2. Zasadniczym układem tego 
toru jest moduł CAJlAC (rys. 
3) przetwarzający sygnały z 
przetwornika obrotowo - im
pulsowego na liczby propor
cjonalne do chwilowych war
tości prądkości obrotowej 
silnika.

Przetwornik obrotowo - 
impulsowy CPP-50, przysto
sowany do celów pomiaru 
prędkości chwilowej Ql] , 
wytwarza na wyjściu dw8 na
pięcia sinusoidalne zmien
ne VA i V£ o częstotliwości 
f proporcjonalnej do pręd- 
śą przesunięte w fazie

Rys. 2
Struktura toru pomiaru prędkości obrotowej w komputerowym systemie badania 

( silników elektrycznych
~Structure of measurement circuit of the rotational speed in computer eon- 

•• trolled system of the electric motors testing
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M agistrala CAMAC

Ul | <>»'4 J

Rys. 3
Schemat blokowy modułu predkośoi obrotowej 
The blook diagram of module rotational apeed

W układzie wejściowym napięcia VA i Vg są przekształcane na ciąg impulsów 
prostokątnych o częstotliwości f. Ra podstawie przesuniecie fazowego na
piec VA i Vg wyznaczany jest bit znaku kierunku obrotów. Impulsy zliczone 
są w liczniku kąta (każdemu impulsowi odpowiada jednostkowa wartośó drogi 
kątowej wału) o stałej pojemności 10^ w czasie At. Czas At jest odmie
rzony przez licznik czasu o pojemności ustawionej rozkazami CAMAC, który 
zlicza impulsy z generatora częstotliwości wzorcowej. Stan licznika kąta 
po każdym odcinku czasu At jest liczbą proporcjonalną do drogi kątowej 
A  cc wału silnika w czasie At. Liczby te wraz z bitem znaku są przesyłane 
do pamięci minikomputera. Zatem po zakończeniu pomiarów (z chwilą ustale
nia sie prędkości obrotowej) w pamięci znajduje sie ciąg liczb reprezentu
jących drogę kątową wału silnika miedzy kolejnymi chwilami t-j =» At. j 
(j = 1 , 2..... N). Ha tej podstawie, przez różniczkowanie numeryozne wy
znacza sie wartości chwilowe prędkości obrotowej n(tk )w chwilach tk wg 
zależności«

n(V  *= “k - -ff- i1>

gdzie i

tk - At(j + ̂ )

Moment mechaniczny na wale silnika związany jest z prędkością obrotową 
równaniem:

( 2 )
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gdzieś
J - stały moment bezwładności mas wirujących,
E - przyspieszenie kątowe.

Przyjęto obliczanie wartości momentu w chwili tfc wg zależności:

An, n, , - nv
M(tk) = = 23T J ̂  = 2STJ _ £ ± ^ — - (3)

W wyniku obliczeń otrzymuje się charakterystykę mechaniczną silnika w po
staci dyskretnej. Niedokładność wyznaczania charakterystyki określona 
jest przez maksymalne wartości błędów wyznaczania prędkości obrotowej i 
przyspieszenia kątowego.

3. KLASYFIKACJA BŁĘDÓW WYZNACZANIA CHARAKTERYSTYKI M = ffn)

Wyznaczanie charakterystyki silnika odbywa się w dwóch etapach: w pier
wszym przetwarza się na bieżąco kolejne odcinki drogi kątowej wału silnika 
na liczby rejestrowane w pamięci komputera, w drugim na podstawie ciągu 
liczb wyznacza się dla poszczególnych punktów charakterystyki wartości 
prędkości obrotowej i momentu wg zależności (1) i (3).

Liczby reprezentujące odcinki drogi kątowej obarczone są błędem będą
cym wypadkowym błędem poszczególnych ogniw toru przetwarzania- błąd prze
twarzania. Obliczone na podstawie tych liczb wartości prędkości obrotowej 
i momentu lub przyspieszenia wg wzorów (1) i (3) jest źródłem dodatkowego 
błędu - błędu uśredniania. Błąd przetwarzania obejmuje błędy związane z 
niedokładnym przeniesieniem ruchu obrotowego wału silnika na wałek prze
twornika obrotowo - impulsowego oraz błędy instrumentalne, których przy
czyną jest ograniczona dokładność poszczególnych ogniw toru przetwarzania. 
Błąd przetwarzania możne wyrazić zależnością:
- dla prędkości obrotowej

gdzie:
- względny błąd dyskretyzacji czasu pomijany ze względu na bardzo 

małe wartości czasu propagacji sygnałów w układzie - rzędu 
20 ns - w stosunku do czasu At,

1 względny błąd dyskretyzacji kąta
N At n
N - stała przetwornika obrotowo - impulsowego,
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5° - graniczny błąd położenia przetwornika obretowo-impulsowego

Pomijając składowe nieistotne otrzymano:

1_ „ Prz'nprz n At n

- w oparciu o zależność (3) dla przyspieszania kątowego:

(5)

Zależność (5) została przestawiona na rys. 5
Dla rozpatrywanego eposebu wyznaczania charakterystyki mechanicznej można 
wyrćżnić dwie składowe błędu uśredniania. Jedną jest błąd powstający na 
skutek tego, że liczb« zawartą w liczniku kąta traktuje ale jako proporcjo
nalną do chwilowej wartości prędkości obrotowej, a w rzeczywistości jest 
ona proporcjonalna do średniej prędkości obrotowej za okras At. Interpre
tacja graficzna tego błędu przedstawiona jest as rys. 4. Drugą składową 
błędu uśredniania jest błąd rćżniozkowsnia numerycznego, ktćrym obarczona 
są wyniki obliczeń przyspieszania kątowego. Błąd różniczkowania można zde
finiować jako różnicę między rzeczywistą wartością chwilową przyspiesza
nie, a wartością wyznaczoną wg zależności f3) pyzy założeniu, że dane są 
dokładne wartości prędkości obrotowej w chwilach t̂ . Błąd uśredniania dla 
przyspieszenia kątowego zależy ed przyjętsgo algorytmu różniczkowania 
numerycznego, wartości czasu A t  oraz od shsrsktsru zmienności przyspie
szenia w czasie,czyli ed krzywizny charakterystyki rozruchowej. Określa
nie analityczne tego błędu jest trudne, jednakże modna sszseowsć jego mak
symalną wartość odpowiadającą obszarowi charakterystyki M - f(n) e naj
większym zakrzywianiu, czyli jaj wierzchołkowi - punkt (M^, nfcr) na rys.
1. Dla szerokiej klasy silników indukcyjnyeh modna aproksymoweć ten ohssar 
charakterystyki wielomianem o stałych zależnych od parametrów silnika 
(sm x  1 Tr lub odpowiednio PQ 1 n0) oraz wyznaczyć na taj podatawio mak
symalny błąd uśredniania [3] . Uzyskano w ton sposób empiryczną zależność 
błędu uśredniania od parametrów silnika 1 ozonu zliczania impulsów kąta:
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Euśr 6,5 -222(A t)2 ( 6)

Rya. 4
Interpretacja graficzna błędu uśrednia- 

nie dla prędkości obrotowej 
Graphical interpretation of the avera

ging error for rotational speed

gdzie<
E,max [rad/a2]

[a]

At [a]

przyspiesze
nie kątowe od
powiadające 
wierzchołkowi 
charakterysty
ki,
czas rozruchu 
(od n = 0 do
n = nH)

- czas zlicza
nia impulsów 
kąta.

Zależność tg przedstawiono na 
rys. 5 w postaci rodziny krzy
wych dla parametćrw Efflax i 
Celem pomiaru jest wyznaczenie 
charakterystyki M = f(n) w za-
kresie n = 0 do n = n jednakże

zapewnienie jednakowej dokładności we wszystkich punktach nie jest możliwe, 
ponieważ błąd uśredniania zależy od jej krzywizny. Maksymalna dokładność 
pożądana jest dla obszaru wierzchołka charakterystyki, tj. w pobliżu mo
mentu krytycznego, gdyż parametr ten oraz odpowiadający mu poślizg kryty
czny są parametrami charakterystycznymi dla silnika i wchodzą do zależnoś
ci opisujących jego pracg w układach napędowych. Przeprowadzone oszacowa
nie błędów pozwalają na minimalizacje błędu wypadkowego w tym obszarze 
charakterystyki poprzez wyznaczenie optymalnego czasu zliczania impulsów 
At (rys. 5).
W ‘oparciu o zależności (5) i (6) można określić analitycznie optymalną 
wartość At:

Atopt 0,07

lub w przybliżeniu po wprowadzeniu jako parametrów i n0:
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Rys. 5
Zależność błędów przyspieszenia kątowego od ozaau zliozanla impulsów kąta 
Dependenoe of angular aoceleration error on the time of counting of the !

angular pulses ,

gdzie 8
Pn [w] - moc znamionowa silnika,
nB [oto/sl - prędkość synchroniczna,
J ¡K - wypadkowy moment bezwładności wału silnika 1 hamow-

nioy.

4. UWAGI KOŃCOWE

W oparciu o przytoczone wyże„' zależności, uwzględniając zakres mocy ba
danych silników (0,5 - 70 kWj, przy założeniu, że błąd maksymalny wypad
kowy wyznaczania momentu mechanicznego nie powinien być większy niż 1 
ustalono następująca wartości czasów zliozanla impulsówt

At = (25 j 50 j 75 } 100) ms.
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Spośród tych czasów, srając parametry silnika,wybierany Jest czas optymalny. 
>Y systemie pomiarowym otworzono dodatkowo możliwość pomiaru przy czasach 
At * 5 m  i 10 me. Czasy ta przeznaczone są do pomiarów charakterystyk 
rozruchowych oscylacyjnych (krzywa b, rys. 1). Pomiary takie mają charak
ter orientacyjny,ponieważ błędy przetwarzania przy krótkich czasach są 
znaczna, a błędy uśrednianie trudne do oszacowania ze wzglądu na złożony 
kształt charakterystyki. Dokładność pomiarów charakterystyki mechanicznej 
można ocenió w oparciu o wartości błędów bezwzględnych przetwarzania wyli
czone dla poszczególnych wartości At - tabela 1. W systemie mierzone są
silniki o mocach znamionowych (0,5 - 70)kW,dla których uzyskiwane przy-Óspieszenia E ^ ^  wynoszą (5 - 500) rad/o

Tabela 1
Wertośoi błędów przetwarzania

Czas At 5 10 25 50 75 100 ma

^prz n 0,38
3,6

0,19
1,8

0,075
0,72

0,038
0,36

0,025
0,24

0,019
0,18

rad/s 
obr/min

bprz E 24 6 0,96 0,24 0,11 0,06 rad/s2

Wartości błędów uśredniania dla obszaru wierzchołka charakterystyki są 
przy optymalnych czasach At porównywalne z błędami przetwarzania (warunek 
optymalizacji doboru At). 'Poza obszarem wierzchołka wartość tego błędu 
jest mniejsza (mniejsza krzywizna charakterystyki). Istnieje możliwość bu
dowy urządzenia do pomiaru charakterystyki mechanicznej,stosująo: tzw. 
sposób stałego kąta, tzn, mierząc czas przyrostu drogi kątowej wału sil
nika o stałą wartość. Sposób ten nie zapewnia większej dokładności pomiaru 
¡3] , jest natomiast kłopotliwy technicznie, ponieważ wymaga rozbudowy ukła
du elektronicznego.
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THE DIGITAL MEASUREMENT OP TORQUE-SPEED CHARACTERISTIC OP THE ASYNCHRONOUS 
MOTORS

S u m m e r y

A computer controlled system for measurement of an actual value of a 
rotational speed of the electric motors was described in this paper. The 
method of determination'of the torque-speed chracterlstic of the motors 
on the base of collection of actual values of rotational speed measured 
during starting the motors was presented. She error analysis of the rota
tional speed measurement was presented. The greatest error of determina
tion of the torque moment and the best possible value‘of averaging time 
depend on the parameters of the motors has been fixed. A few exemplary 
values of greatest absolute error was published.

RH4P0B0E H3MEPEHHE XAPAKTEPHCTHK MEiAHMECKHX HHJYKUHOHHaX 3JIEKTPHHECKHX 
JBHrATEJIEH

P e 3 ¡o u e

B cxaiBe oimcaHa cacxeMa ipufipoBoro H 3Meperaa MrKOBeHSoro 3HaaeHna cKopo- 
cth B p a m e H M  accuHxpoHHux ^BHraiejiefi, BuvncjiHieabHoit uamaaoi. npe^cxaBjieH 
iiexoA onpeAeJieHHfl KpzBofl MoseHia ABHraiexeS Ha ocHOBe uHOxecxBa urHOBeHHHX 
SHaqeHHh CKopocxH BpaueHM, HSwepeHHUx bo Bpeua nycKa XBnraxexa. Ash aHajrae 
norpemaocxx n3M e p e H M  CKopocxH, onpe^eaeHa MatccHMaxBHax norpemaocTB bothc- 
s e w x  uexaHHaecKoro uoueHxa a  xaicxe onxnaaabHoe 3HaaeHne BpeueHK ocpeAHeHHH 
b 3aBHCHM0CXH ox napaMepoB XBHraiexH. AaHU npmiepHue 3HaaeHiia MaKCHMaxt>Ho8 
aficoxmiBO» norpemHOCXH ajls Heicoxopux 3HaaeHHft BpeiteHH ocpexHSHHa.
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ANALIZA ZJAWISK TERMOKINETYCZNYCH ZACHODZĄCYCH W TENSOMETRZE ZASILANYM NA
PIĘCIEM IMPULSOWYM

Streszczenie. W artykule przedstawiono metodg różnicową analizy 
pola temperatur w stanie cieplnie nieustalonym tensometru zasilanego 
napięciem impulsowym. W metodzie tej model cieplny tensometru od
wzorowano w postaci analogu elektrycznego dwuwymiarowej siatki sku
pionych rezystancji i pojemności cieplnych. Przedstawiono wyniki ob
liczeń numerycznych cyklicznie nagrzewanego i chłodzonego tensometru 
dla różnych wartości stosunku okresu napięcia impulsowego do ciep
lnej stałej czasowej tensometru. Posłużyło to do weryfikacji dokła
dności wzorów przedstawionych w literaturze, a opisujących proces 
nagrzewania i chłodzenia drutów tensometru zasilanego napięciem im
pulsowym o małej częstotliwości impulsowania. Niske częstotliwość 
impulsowego napięcia zasilającego pozwala znacznie zwiększyć ampli
tudę impulsów, a tym samym czułość, przy zachowaniu dużej dokładnoś
ci przetwarzania. Uzyskane wyniki obliczeń numerycznych potwierdziły 
celowość stosowania dokładniejszej analizy do rozwiązywania zagadnień 
cieplnych tensometru zasilanego napięciem impulsowym o okresie im
pulsowania wielokrotnie większym, niż cieplna stała czasowa tenso
metru.

1. WPROWADZENIE

Znaczny wzrost czułości przetwornika tensometrycznego można uzyskać 
stosując zasilanie impulsowe. Y/ykorzystuje sie tu możliwość zwiększenia 
mocy chwilowej impulsów prądowych zasilających mostek tensoraetryezny tak, 
żeby jednak średnia moc za okres impulsowania nie przekroczyła mocy do
puszczalnej. Przy impulsowym zasilaniu amplituda impulsów może być wielo
krotnie większe, niż przy zasilaniu ciągłym (rys. 1) i w takim samym sto
sunku wzrośnie czułość napięciowa (chwilowe) przetwornika tensometrycznego.

Wiele publikacji [2, 4, 8] poświeconych jest zagadnieniu termokine- 
tyeznych stanów nieustalonych w tensometrze zasilanym impulsowo. Uprosz
czona analiza cieplnych procesów dynamicznych zachodzących w tensometrze 
nagrzewanym impulsem prądowym prowadzi do prostego analogu elektrycznego 
w postaci obwodu RC (rys. 2), dla którego wzory na przyrosty temperatur 
drutów tensometru są następujące [2]
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Rys. 1
Przebieg napięcia impulsowego 
Course of the pulses voltage

W
pftł

CL,

Rys. 2
Dwójnik RC 

Two-terminal network RC

max m 1 - exp(« (D

A"Jlmin A L e x  ex  ̂ C-^tWil .
(2)

gdzieś
T

-3 T

/Ljj
Ultj \R(Atfil)

1 (Rc) 1
r

o--------

- stosunek okresu im
pulsu do cieplnej 
stałej czasowej ten- 
sometru,
współczynnik wypeł
nienia impulsu,
ustalona temperatura 
drutów tensometru 
przy działaniu sta
łej mocy P .

Zakładając jednakową dopusz
czalną temperaturę nagrzewania 
drutów tensometru przy zasilaniu 
napięciem stałym i impulsowym, 
otrzymuje sie wzor (3) określają
cy krotność dopuszczalnej ampli
tudy napięcia impulsowego w sto
sunku do dopuszczalnego napięcia 
stałego

C
'(C c )

f i — exp(- ̂  ¡f)

Warto zauważyć, ze przy T<< Q?c (tzn.jł«1), krotność napięcia wynika
jąca z wzoru (3) wynosi

Z analizy wzoru ( J) wynika, że w zakresie zasilania impulsowego ojł<1 
zwiększenie czułości wymaga znacznego skrócenia czasu X trwania impulsu, 
a wiec do warunków,w których pogarsza sie dokładność przetwarzania<ze wzglę
du na elektryczne zjawiska nieustalone. Na przykład dla tensometru 
typu 1P 21—1O/bO0 f-my Hottinger naklejonego na podłożu dobrze przewodzą-
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cym ciepło cieplna stała czasowa Tc wynosi ok. 3>f> m  [(] . Dziesięciokro
tne zwiększenie czułości (przy Jb = 0,4), ograniczy czas trwania impulsu do 
wartości 1 ć ¿i b przy częstotliwości impulsowania f » 700 Hz.

Znaczne zwiększanie amplitudy impulsów, a tym samym czułości przy za
chowaniu dużej dokładności przetwarzania możliwe jest przy znecznym zmniej
szeniu ozestotliwości impulsowania [6] . Wymaga to jednek przejścia ao za
silania impulsowego o ji > 1 (cnłodzenie tensometru po impulsie praktycznie 
do temperatury otoczenia;.

17 literaturze [4, 7] zakres zasilania impulsowego jł > 1 analizowany jest 
również w oparciu o model cieplny tensometru, jak na rys. 2. Wyniki ana
lizy tak uproszczonego modelu cieplnego istotnie różnią sie od danych do
świadczalnych, uzyskanych przy zasilaniu impulsowym o jł>1.

2. METODA RÓŻNICOWA ANALIZY POLA TEMPERATUR W STANIE CIEPLNYM NIEUSTALO
NYM

Zjawisko przewodzenia ciepła w stanie cieplnym nieustalonym w ciele 
niejednorodnym, zawierającym wewnętrzne źródła ciepła,opisuje równanie 
różniczkowe cząstkowe Fouriera [9]

c

gdzie:
0  ̂ - średnie ciepło właściwe ciała,

*” wypadkowe przewodności cieplne właściwe w  kierunkach osi 
współrzędnych x, y, z,

^  - ilość ciepła wydzielająca sie w jednostce czasu i jedno
stce objętości,

9 - średnia gęstość właściwa ciała.
Tensometr stanowi jednek dość skomplikowany układ cieplny ze względu

na kształt i występowanie kilku warstw przewodzących o różnych właściwoś
ciach. Dlatego majskuteczniejszym uproszczonym rozwiązaniem równania (5) 
jest zastąpienie stałych rozłożonych uproszczonym układem stałych skupio
nych. W tyra celu należy przeprowadzić dyskretyzacje pola cieplnego, a wiec 
przejście z ośrodka ciągłego, opisanego równaniami różniczkowymi przewod
nictwa cieplnego, na siatkę przestrzenną opisaną równaniami różnicowymi
[9] . Ponieważ tensometr jest obiektem,w którym pole temperatur w kierun

ku drutów tensometru praktycznie jest jednorodne, wystarczy wiec rozważać 
zagadnienie cieplne dwuwymiarowe.
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7b y / " r 7 7 b \

podktadki

hiarstua kleju

- podłoże 
metaloue

Rys. 3
Podział różnicowy wycinka tenaometru 

LP 21 - 10/600 
Differential division of the sector 

strain gauge LP 21 - 10/600

Rys« 3 przedstawia schemat 
różnicowego podziału pola tem
peratur wycinka tensometru LP 
2 1-10/600 (służącego jako model 
do obliczeń numerycznych). Ze 
względu na symetrie pola tem
peraturowego względem osi dru
cików, wystarczy rozważyć połowę 
pole elementu grzejnego drutu i 
tylko dla jednego drucika.

Dokładność przetwarzanie prze
twornika zależy od temperatury 
drutów tensometru. Mniej istotny 
jest rozkład pola temperatur w 
podkładkach tensometru. Z tego 
wzglądu dokonano różnicowego po
działu wycinka pola tensometru 
na 15 elementów, zagęszczając 
liczbę elementów w otoczeniu 
drutu.
Przy danym podziale tworzone 

(10] ) na zasadzie bilansu prze-są równania różnicowe (metoda Weniczewa 
pływu energii dla poszczególnych elementów różnicowych.

Równanie różnicowe temperatury ■i’ w chwili Z + 1 dla każdego węzła 
następujące

jest

^i,r+i ‘’u •Sr + *1,6 + 3 , Ł + piP Pi,? bi,z (6)

gdzie współczynniki równania różnicowego są następujące:
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gdzie:
Pgj ̂  - pole zewnętrznej powierzchni i-tego elementu różnicowego,
V± - objętość i-tego elementu różnicowego,
q.1?i ~ - średnia geBtośó objętościowa ciepła dopływającego z zewnętrz

nej powierzchni ciała do węzła i w chwili “t ,
“Wi l “ ś r e d n ia gęstość objętościowa wewnętrznych źródeł ciepła w weźle

i w chwili t .

Równania (6) są liniowe dla każdego z węzłów i zawierają tylko jedną 
niewiadomą ‘i'- ~ ... Liczba równań odpowiada liczbie węzłów i wymaga za-— i Istosowania maszyny cyfrowej, gdy liczba węzłów jest duża.

Rozwiązanie różnicowe zagadnienia nieustalonego przewodnictwa ciepła 
powinno spełniać warunki zbieżności i stabilności [1] .

Obliczenia numeryczne stanów cieplnie nieustalonych przeprowadzono dla 
tensometru typu L? 21-10/b00 firmy Hottinger [3] o rezystancji ok. bOOil. 
Stałe materiałowe zaczerpnięto z pracy [5] . Jest to tensometr używany w 
krajowych czujnikach nacisku typu CH klasy 0,1.

Rozpatrywany tensometr naklejony jest na podłożu metalowym dobrze prze
wodzącym ciepło.

Zagadnienie sprowadza się do badania przyrostu temperatury poszczegól
nych punktów tensometru względem podłoża metalowego i otoczenia o stałej 
temperaturze (dla prostoty obliczeń przyjętej równą zero).

Elektrycznym analogiem badanego tensometru (rys. 3) jest układ elektry
czny (zbudowany ze skupionych rezystancji i pojemności) przedstawiony na 
rys. 4.
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Rys, 4
Schemat zastępczy wycinks pola tensometru 

Substitutional scheme of the sector-field strain gauge
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Rys. 5
Schemat blokowy obliczeń numerycznych 

Block scheme oi* the numerical calculations
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Schemat działań, według którego przeprowadzone zost8ły obliczenia nu
meryczne, pokazano na rys. 5.

Weryfikację dokładności wzorów (1) i (2) dla różnych wartości f i prze
prowadzono, badając numerycznie proces cyklicznie nagrzewanego i chłodzo
nego tensometru. Równocześnie przeprowadzono obliczenia wykorzystując 
wzory (1) i (2). Cieplna stała czasowa tensometru określona została ze 
wzoru

gdzie:
CQ - pojemność cieplna drutów tensometru określona z danych materiało

wych,
Ro - zastępczs rezystancja cieplna od drutów tensometru do podłoża 

metalowego.
Wyniki obliczeń przedstawione są w tablicach 1 i 2.

3. INTERPRETACJA m iK O W  OBLICZEŃ

Przy kroku obliczeń maszynowych A? = 50 y s analiza cyklicznego nagrze
wania i chłodzenia tensometru jest bardzo czasochłonna. Z tego powodu ogra
niczono się do 35 cykli nagrzewania i cnłodzenia dla pozycji 1 i 2 orsz 
7 cykli dla pozycji 3 Itaol. 1). Można przyjąć, że następne cykle nagrze
wania i chłodzenia drutów tensometru są procesem ustalonym.

Z analizy wyników podanych w tabeli 1 dla ustalonego stanu nagrzewania 
i chłodzenia tensometru widać, że zastępcza cieplna stała czasowe nagrze
wania T„, jest równa cieplnej stałej czasowej T„ (wyznaczonej z danycnZ1 c
materiałowych) jedynie dla początkowego czaBU nagrzewania. Przy większych
czasach nagrzewania Tz1 rośnie. Podobnie w cyklu chłodzenia, jedynie dla 
początkowego czasu chłodzenia (rzędu kilku ms) zastępcza stała czasowa 

jest równa cieplnej stałej czasowej Tc. Dla dłuższego czasu chłodze
nia zastępcza stała czasowa Tz2 rośnie. Jest to spowodowane wpływem pojem
ności cieplnej podkładek tensometru.

W tabeli 2 przedstawiono wyniki obliczeń nagrzewanie i chłodzenia dru
tów tensometru otrzymane za pomocą wzorów (1) i (2) ula tyóh samych warun
ków jak w tabeli 1. Porównując je z wynikami w tabeli 1 można stwierdzić, 
Ze dla tensometru naklejonego na podłożu dobrze przewodzącym ciepło, do
kładność wzorów (1) i (2) jest wystarczająca jedynie dla przypadku

Tc = RcCc 83 3,6 ms* (7)

§- < 1 i t = t1<< Tc.
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Tabels 1
Wyniki obliczeń numerycznycti cyklicznego nagrzewa

nie i chłodzenia drutów tensometru

Lp
Nr

cyklu
Nagrzewanie Chłodzenie

Jm *1 w TAZ1 *2 w T .Z2 H'ust
V ma t" r. ma ma ma k

1 100 0,05 2,31 3,57 3,5 0,30 1,71 166
2 100 0,05 2,60 3,57 3,5 0,44 .1,96 166
19 100 0,05 3,44 3,56 3,5 1 ,1 6 3,22 166

1 20 100 0,05 3,46 3,56 3,5 1,18 3,26 166
34 100 0,05 3,70 3,55 3,5 1,40 3,62 166
35 100 0,05 3,70 3,55 3,5 1,41 3,64 166

1 120 0,1 6,50 3,62 10 0,29 3,20 239
2 120 0,1 6,79 3,62 10 0,46 3,71 239

2 15 120 0,1 7,68 3,61 10 1,20 5,38 239
16 120 0,1 7,70 3,61 10 1,22 5,42 239
34 120 0,1 7,84 3,61 10 1,35 5,67 239
35 120 0,1 7,84 3,61 10 1,35 5,67 239

1 50 2 13,24 5,20 200 0,04 34,47 41,5
3 2 50 2 13,28 5,20 200 0,04 34,45 41,5

7 50 2 13,28 5,20 200 0,04 34,45 41,5

Tabela 2
Wyniki obliczeń nagrzewania i chłodzenia 
drutów tensometru z wykorzystaniem wzorów 

(1) 1 (2)

Nagrzewanie Chłodzenie
. LP Um ł 1

TCl W *2

V ma ma K ma K -

1 100 0,05 3,6 3,68 3,5 1,41 0,99
2 120 0 ,1 3,6 6,98 10 0,446 2,81
3 50 2 3.6 17,69 200 2,3 E-23 56,1
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Wykazano wiec, że w przypadku p> '\ zjawiska termokinetyczne zachodzące w 
tensometrze rezystancyjnyra należy analizować za pomocą innego modelu. W 
procesie nagrzewania i chłodzenia tensometru w tych warunkach istnieje po
trzeba rozróżnienia dwóch cieplnych stałych czasowych, co bgdzie tematem 
następnego artykułu.
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ANALYSIS OP THERMOKINETIC PHENOMENA OP POISING STRAIN GAUGE

S u m m a r y  «

The paper presents a differential method of analising of the tempera
ture field in the state of 8 thermally unstable pulsing strain gauge.
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In this method a thermal model of the strain gauge is mapped as an elek- 
trloal analog of the two dimensional network of concentrated resistances 
and capacitances. The results of numerical calculations of the cyclically 
heated and cooled strain gauge are obtained. It is calculated with various 
impulse voltage periods to the thermal time-constant ratios of the 
strain gauge. It has made it possible to verify the accuracy of these for
mulas presented in literature which describe processes of the heating and 
cooling of the strain gauges wires, supplied by pulsive low frequency 
voltage. The low frequency of the pulsive voltsge permits to increase 
significantly the amplitude of impulses which involves an increase of sen
sitivity keeping 8 high accuracy of converting. The obtained numerical 
results confirmed the expediency of applying an accurate analysis to the 
solution of thermal questions of a pulsing strain gauge, when the pulse 
period is considerably greater than the thermal time-constant of the strain 
gauge.

AHAJJH3 HBJlEHilH TEIUIOnPOBOAHOCTH TEH30PJ53HCT0PA IWTAiMorO np.UuyrujIbHtiiAil 
UMnyjIbCAMM HAnRiKBHHfl

P e 3 x> u e

B cTaTbe npeAciaBJieH flHtJxtepeKua.ibuuit ueios aHaaa3a TenxonpoBoAHocia b 
co c ioaHKH aeonpeAexbHHofl TenxoBoS TeH3 o p e3HCTopa c Httnyji&CHUM naiaHBea.
B 3T 014 MeioAe xenxoBaa MOAe x b  ieK3o p e 3HCTo p a  MOAexapyeica sxeKTpBaecKBM 
a Haxoroa A B y x p a 3u epHo8 ceiH cocpeAoioveHKHx p e 3aciopoB h SMKociett. IlpeAO- 
TauAeHH p e 3yx b T a * u  aamiiHHHX BuvacxeEiiit uaKxavecKB KarpeBaeuoro h oxxajKAaeuoro 
i e H 3o p e3H ci o p a  axa p a 3xavHiix 3HaveHk cootHomeHaa nepaoAa aunyxbCHoro Hanpa- 
x eHaa k TenxoBoft nocxoaHHofl BpeMeHa T e H 3o p e 3aciopa. 3 to nocxyxaxo a npoBep- 
ae tovhoctb odpaauoB $op « y a  npaBeAeHHioc b xaiepaiype, onacuBaxmax npouecc 
H arpeBa a oxxaxAeHaa npoBOAOKa ieH3o p e 3acr o p a  naiaeMoro aiinyAbcaMa Hanpaxe- 
aaa c h b 3k o 8 vacioToB aanyxbcapoBaHHa. Ha3Kaa vacioTa aanpaxeHua naTaxnax 
HMnyxbCOB n o 3BaAAei 3H a v a T e x b H0 y B e xavaib aunxaiyAy aMnyxbCOB a Baecie c 
TeM a v y B C TBaieAbHocTb npa coxpaKeHaa 6 o abmo8 tobhoctb npeofipa30BaHHa. n oxy- 
MeHHue p e 3y A b i a i u  MamaHHUx BuvacAeaaii noATBepAaxa u e x e c o o 6p a 3H ocxb npaueHe- 
hba TovHoro a H axasa k p e m e a m o  3aAav lenAonpoBOAHocia i e H 3o p e 3acxopa naiae- 
moto a u nyxbCHHM a a n p a x e H a e u  c nepaoAOU aidnyxbCOB naxaaaa a a  iiHoro SoABmau 
Hexexa TenxoBaa nocxoaHHaa Bpeueaa ieH3o p e 3BCTopa.

r
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ANALIZA ZJAWISK TERMOKINETYCZNYCH ZACHODZĄCYCH W TENSOMETRZE ZASILANYM NA
PIĘCIEM IMPULSOWYM

Streszczenie. W artykule przedstawiono metodg różnicową analizy 
pola temperatur w stanie cieplnie nieustalonym tensometru zasilanego 
napięciem impulsowym. W metodzie tej model cieplny tensometru od
wzorowano w postaci analogu elektrycznego dwuwymiarowej siatki sku
pionych rezystancji i pojemności cieplnych. Przedstawiono wyniki ob
liczeń numerycznych cyklicznie nagrzewanego i chłodzonego tensometru 
dla różnych wartości stosunku okresu napięcia impulsowego do ciep
lnej stałej czasowej tensometru. Posłużyło to do weryfikacji dokła
dności wzorów przedstawionych w literaturze, a opisujących proces 
nagrzewania i chłodzenia drutów tensometru zasilanego napięciem im
pulsowym o małej częstotliwości impulsowania. Niske częstotliwość 
impulsowego napięcia zasilającego pozwala znacznie zwiększyć ampli
tudę impulsów, a tym samym czułość, przy zachowaniu dużej dokładnoś
ci przetwarzania. Uzyskane wyniki obliczeń numerycznych potwierdziły 
celowość stosowania dokładniejszej analizy do rozwiązywania zagadnień 
cieplnych tensometru zasilanego napięciem impulsowym o okresie im
pulsowania wielokrotnie większym, niż cieplna stała czasowa tenso
metru.

1. WPROWADZENIE

Znaczny wzrost czułości przetwornika tensometrycznego można uzyskać 
stosując zasilanie impulsowe. Y/ykorzystuje sie tu możliwość zwiększenia 
mocy chwilowej impulsów prądowych zasilających mostek tensoraetryezny tak, 
żeby jednak średnia moc za okres impulsowania nie przekroczyła mocy do
puszczalnej. Przy impulsowym zasilaniu amplituda impulsów może być wielo
krotnie większe, niż przy zasilaniu ciągłym (rys. 1) i w takim samym sto
sunku wzrośnie czułość napięciowa (chwilowe) przetwornika tensometrycznego.

Wiele publikacji [2, 4, 8] poświeconych jest zagadnieniu termokine- 
tyeznych stanów nieustalonych w tensometrze zasilanym impulsowo. Uprosz
czona analiza cieplnych procesów dynamicznych zachodzących w tensometrze 
nagrzewanym impulsem prądowym prowadzi do prostego analogu elektrycznego 
w postaci obwodu RC (rys. 2), dla którego wzory na przyrosty temperatur 
drutów tensometru są następujące [2]
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Rys. 1
Przebieg napięcia impulsowego 
Course of the pulses voltage

W
pftł

CL,

Rys. 2
Dwójnik RC 

Two-terminal network RC
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- stosunek okresu im
pulsu do cieplnej 
stałej czasowej ten- 
sometru,
współczynnik wypeł
nienia impulsu,
ustalona temperatura 
drutów tensometru 
przy działaniu sta
łej mocy P .

Zakładając jednakową dopusz
czalną temperaturę nagrzewania 
drutów tensometru przy zasilaniu 
napięciem stałym i impulsowym, 
otrzymuje sie wzor (3) określają
cy krotność dopuszczalnej ampli
tudy napięcia impulsowego w sto
sunku do dopuszczalnego napięcia 
stałego

C
'(C c )

f i — exp(- ̂  ¡f)

Warto zauważyć, ze przy T<< Q?c (tzn.jł«1), krotność napięcia wynika
jąca z wzoru (3) wynosi

Z analizy wzoru ( J) wynika, że w zakresie zasilania impulsowego ojł<1 
zwiększenie czułości wymaga znacznego skrócenia czasu X trwania impulsu, 
a wiec do warunków,w których pogarsza sie dokładność przetwarzania<ze wzglę
du na elektryczne zjawiska nieustalone. Na przykład dla tensometru 
typu 1P 21—1O/bO0 f-my Hottinger naklejonego na podłożu dobrze przewodzą-
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cym ciepło cieplna stała czasowa Tc wynosi ok. 3>f> m  [(] . Dziesięciokro
tne zwiększenie czułości (przy Jb = 0,4), ograniczy czas trwania impulsu do 
wartości 1 ć ¿i b przy częstotliwości impulsowania f » 700 Hz.

Znaczne zwiększanie amplitudy impulsów, a tym samym czułości przy za
chowaniu dużej dokładności przetwarzania możliwe jest przy znecznym zmniej
szeniu ozestotliwości impulsowania [6] . Wymaga to jednek przejścia ao za
silania impulsowego o ji > 1 (cnłodzenie tensometru po impulsie praktycznie 
do temperatury otoczenia;.

17 literaturze [4, 7] zakres zasilania impulsowego jł > 1 analizowany jest 
również w oparciu o model cieplny tensometru, jak na rys. 2. Wyniki ana
lizy tak uproszczonego modelu cieplnego istotnie różnią sie od danych do
świadczalnych, uzyskanych przy zasilaniu impulsowym o jł>1.

2. METODA RÓŻNICOWA ANALIZY POLA TEMPERATUR W STANIE CIEPLNYM NIEUSTALO
NYM

Zjawisko przewodzenia ciepła w stanie cieplnym nieustalonym w ciele 
niejednorodnym, zawierającym wewnętrzne źródła ciepła,opisuje równanie 
różniczkowe cząstkowe Fouriera [9]

c

gdzie:
0  ̂ - średnie ciepło właściwe ciała,

*” wypadkowe przewodności cieplne właściwe w  kierunkach osi 
współrzędnych x, y, z,

^  - ilość ciepła wydzielająca sie w jednostce czasu i jedno
stce objętości,

9 - średnia gęstość właściwa ciała.
Tensometr stanowi jednek dość skomplikowany układ cieplny ze względu

na kształt i występowanie kilku warstw przewodzących o różnych właściwoś
ciach. Dlatego majskuteczniejszym uproszczonym rozwiązaniem równania (5) 
jest zastąpienie stałych rozłożonych uproszczonym układem stałych skupio
nych. W tyra celu należy przeprowadzić dyskretyzacje pola cieplnego, a wiec 
przejście z ośrodka ciągłego, opisanego równaniami różniczkowymi przewod
nictwa cieplnego, na siatkę przestrzenną opisaną równaniami różnicowymi
[9] . Ponieważ tensometr jest obiektem,w którym pole temperatur w kierun

ku drutów tensometru praktycznie jest jednorodne, wystarczy wiec rozważać 
zagadnienie cieplne dwuwymiarowe.
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Rys. 3
Podział różnicowy wycinka tenaometru 

LP 21 - 10/600 
Differential division of the sector 

strain gauge LP 21 - 10/600

Rys« 3 przedstawia schemat 
różnicowego podziału pola tem
peratur wycinka tensometru LP 
2 1-10/600 (służącego jako model 
do obliczeń numerycznych). Ze 
względu na symetrie pola tem
peraturowego względem osi dru
cików, wystarczy rozważyć połowę 
pole elementu grzejnego drutu i 
tylko dla jednego drucika.

Dokładność przetwarzanie prze
twornika zależy od temperatury 
drutów tensometru. Mniej istotny 
jest rozkład pola temperatur w 
podkładkach tensometru. Z tego 
wzglądu dokonano różnicowego po
działu wycinka pola tensometru 
na 15 elementów, zagęszczając 
liczbę elementów w otoczeniu 
drutu.
Przy danym podziale tworzone 

(10] ) na zasadzie bilansu prze-są równania różnicowe (metoda Weniczewa 
pływu energii dla poszczególnych elementów różnicowych.

Równanie różnicowe temperatury ■i’ w chwili Z + 1 dla każdego węzła 
następujące

jest

^i,r+i ‘’u •Sr + *1,6 + 3 , Ł + piP Pi,? bi,z (6)

gdzie współczynniki równania różnicowego są następujące:
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gdzie:
Pgj ̂  - pole zewnętrznej powierzchni i-tego elementu różnicowego,
V± - objętość i-tego elementu różnicowego,
q.1?i ~ - średnia geBtośó objętościowa ciepła dopływającego z zewnętrz

nej powierzchni ciała do węzła i w chwili “t ,
“Wi l “ ś r e d n ia gęstość objętościowa wewnętrznych źródeł ciepła w weźle

i w chwili t .

Równania (6) są liniowe dla każdego z węzłów i zawierają tylko jedną 
niewiadomą ‘i'- ~ ... Liczba równań odpowiada liczbie węzłów i wymaga za-— i Istosowania maszyny cyfrowej, gdy liczba węzłów jest duża.

Rozwiązanie różnicowe zagadnienia nieustalonego przewodnictwa ciepła 
powinno spełniać warunki zbieżności i stabilności [1] .

Obliczenia numeryczne stanów cieplnie nieustalonych przeprowadzono dla 
tensometru typu L? 21-10/b00 firmy Hottinger [3] o rezystancji ok. bOOil. 
Stałe materiałowe zaczerpnięto z pracy [5] . Jest to tensometr używany w 
krajowych czujnikach nacisku typu CH klasy 0,1.

Rozpatrywany tensometr naklejony jest na podłożu metalowym dobrze prze
wodzącym ciepło.

Zagadnienie sprowadza się do badania przyrostu temperatury poszczegól
nych punktów tensometru względem podłoża metalowego i otoczenia o stałej 
temperaturze (dla prostoty obliczeń przyjętej równą zero).

Elektrycznym analogiem badanego tensometru (rys. 3) jest układ elektry
czny (zbudowany ze skupionych rezystancji i pojemności) przedstawiony na 
rys. 4.
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#2 0 fo.3

A
R ą.s

Re,o
H Z 3

R7.8 ¡,10
l --- r~? L
c6 n  C7,fcv n  Ci,?K n  C9'» n  C,0V

R ii.u

A
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Rys, 4
Schemat zastępczy wycinks pola tensometru 

Substitutional scheme of the sector-field strain gauge
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Rys. 5
Schemat blokowy obliczeń numerycznych 

Block scheme oi* the numerical calculations
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Schemat działań, według którego przeprowadzone zost8ły obliczenia nu
meryczne, pokazano na rys. 5.

Weryfikację dokładności wzorów (1) i (2) dla różnych wartości f i prze
prowadzono, badając numerycznie proces cyklicznie nagrzewanego i chłodzo
nego tensometru. Równocześnie przeprowadzono obliczenia wykorzystując 
wzory (1) i (2). Cieplna stała czasowa tensometru określona została ze 
wzoru

gdzie:
CQ - pojemność cieplna drutów tensometru określona z danych materiało

wych,
Ro - zastępczs rezystancja cieplna od drutów tensometru do podłoża 

metalowego.
Wyniki obliczeń przedstawione są w tablicach 1 i 2.

3. INTERPRETACJA m iK O W  OBLICZEŃ

Przy kroku obliczeń maszynowych A? = 50 y s analiza cyklicznego nagrze
wania i chłodzenia tensometru jest bardzo czasochłonna. Z tego powodu ogra
niczono się do 35 cykli nagrzewania i cnłodzenia dla pozycji 1 i 2 orsz 
7 cykli dla pozycji 3 Itaol. 1). Można przyjąć, że następne cykle nagrze
wania i chłodzenia drutów tensometru są procesem ustalonym.

Z analizy wyników podanych w tabeli 1 dla ustalonego stanu nagrzewania 
i chłodzenia tensometru widać, że zastępcza cieplna stała czasowe nagrze
wania T„, jest równa cieplnej stałej czasowej T„ (wyznaczonej z danycnZ1 c
materiałowych) jedynie dla początkowego czaBU nagrzewania. Przy większych
czasach nagrzewania Tz1 rośnie. Podobnie w cyklu chłodzenia, jedynie dla 
początkowego czasu chłodzenia (rzędu kilku ms) zastępcza stała czasowa 

jest równa cieplnej stałej czasowej Tc. Dla dłuższego czasu chłodze
nia zastępcza stała czasowa Tz2 rośnie. Jest to spowodowane wpływem pojem
ności cieplnej podkładek tensometru.

W tabeli 2 przedstawiono wyniki obliczeń nagrzewanie i chłodzenia dru
tów tensometru otrzymane za pomocą wzorów (1) i (2) ula tyóh samych warun
ków jak w tabeli 1. Porównując je z wynikami w tabeli 1 można stwierdzić, 
Ze dla tensometru naklejonego na podłożu dobrze przewodzącym ciepło, do
kładność wzorów (1) i (2) jest wystarczająca jedynie dla przypadku

Tc = RcCc 83 3,6 ms* (7)

§- < 1 i t = t1<< Tc.
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Tabels 1
Wyniki obliczeń numerycznycti cyklicznego nagrzewa

nie i chłodzenia drutów tensometru

Lp
Nr

cyklu
Nagrzewanie Chłodzenie

Jm *1 w TAZ1 *2 w T .Z2 H'ust
V ma t" r. ma ma ma k

1 100 0,05 2,31 3,57 3,5 0,30 1,71 166
2 100 0,05 2,60 3,57 3,5 0,44 .1,96 166
19 100 0,05 3,44 3,56 3,5 1 ,1 6 3,22 166

1 20 100 0,05 3,46 3,56 3,5 1,18 3,26 166
34 100 0,05 3,70 3,55 3,5 1,40 3,62 166
35 100 0,05 3,70 3,55 3,5 1,41 3,64 166

1 120 0,1 6,50 3,62 10 0,29 3,20 239
2 120 0,1 6,79 3,62 10 0,46 3,71 239

2 15 120 0,1 7,68 3,61 10 1,20 5,38 239
16 120 0,1 7,70 3,61 10 1,22 5,42 239
34 120 0,1 7,84 3,61 10 1,35 5,67 239
35 120 0,1 7,84 3,61 10 1,35 5,67 239

1 50 2 13,24 5,20 200 0,04 34,47 41,5
3 2 50 2 13,28 5,20 200 0,04 34,45 41,5

7 50 2 13,28 5,20 200 0,04 34,45 41,5

Tabela 2
Wyniki obliczeń nagrzewania i chłodzenia 
drutów tensometru z wykorzystaniem wzorów 

(1) 1 (2)

Nagrzewanie Chłodzenie
. LP Um ł 1

TCl W *2

V ma ma K ma K -

1 100 0,05 3,6 3,68 3,5 1,41 0,99
2 120 0 ,1 3,6 6,98 10 0,446 2,81
3 50 2 3.6 17,69 200 2,3 E-23 56,1
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Wykazano wiec, że w przypadku p> '\ zjawiska termokinetyczne zachodzące w 
tensometrze rezystancyjnyra należy analizować za pomocą innego modelu. W 
procesie nagrzewania i chłodzenia tensometru w tych warunkach istnieje po
trzeba rozróżnienia dwóch cieplnych stałych czasowych, co bgdzie tematem 
następnego artykułu.
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ANALYSIS OP THERMOKINETIC PHENOMENA OP POISING STRAIN GAUGE

S u m m a r y  «

The paper presents a differential method of analising of the tempera
ture field in the state of 8 thermally unstable pulsing strain gauge.
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In this method a thermal model of the strain gauge is mapped as an elek- 
trloal analog of the two dimensional network of concentrated resistances 
and capacitances. The results of numerical calculations of the cyclically 
heated and cooled strain gauge are obtained. It is calculated with various 
impulse voltage periods to the thermal time-constant ratios of the 
strain gauge. It has made it possible to verify the accuracy of these for
mulas presented in literature which describe processes of the heating and 
cooling of the strain gauges wires, supplied by pulsive low frequency 
voltage. The low frequency of the pulsive voltsge permits to increase 
significantly the amplitude of impulses which involves an increase of sen
sitivity keeping 8 high accuracy of converting. The obtained numerical 
results confirmed the expediency of applying an accurate analysis to the 
solution of thermal questions of a pulsing strain gauge, when the pulse 
period is considerably greater than the thermal time-constant of the strain 
gauge.

AHAJJH3 HBJlEHilH TEIUIOnPOBOAHOCTH TEH30PJ53HCT0PA IWTAiMorO np.UuyrujIbHtiiAil 
UMnyjIbCAMM HAnRiKBHHfl

P e 3 x> u e

B cTaTbe npeAciaBJieH flHtJxtepeKua.ibuuit ueios aHaaa3a TenxonpoBoAHocia b 
co c ioaHKH aeonpeAexbHHofl TenxoBoS TeH3 o p e3HCTopa c Httnyji&CHUM naiaHBea.
B 3T 014 MeioAe xenxoBaa MOAe x b  ieK3o p e 3HCTo p a  MOAexapyeica sxeKTpBaecKBM 
a Haxoroa A B y x p a 3u epHo8 ceiH cocpeAoioveHKHx p e 3aciopoB h SMKociett. IlpeAO- 
TauAeHH p e 3yx b T a * u  aamiiHHHX BuvacxeEiiit uaKxavecKB KarpeBaeuoro h oxxajKAaeuoro 
i e H 3o p e3H ci o p a  axa p a 3xavHiix 3HaveHk cootHomeHaa nepaoAa aunyxbCHoro Hanpa- 
x eHaa k TenxoBoft nocxoaHHofl BpeMeHa T e H 3o p e 3aciopa. 3 to nocxyxaxo a npoBep- 
ae tovhoctb odpaauoB $op « y a  npaBeAeHHioc b xaiepaiype, onacuBaxmax npouecc 
H arpeBa a oxxaxAeHaa npoBOAOKa ieH3o p e 3acr o p a  naiaeMoro aiinyAbcaMa Hanpaxe- 
aaa c h b 3k o 8 vacioToB aanyxbcapoBaHHa. Ha3Kaa vacioTa aanpaxeHua naTaxnax 
HMnyxbCOB n o 3BaAAei 3H a v a T e x b H0 y B e xavaib aunxaiyAy aMnyxbCOB a Baecie c 
TeM a v y B C TBaieAbHocTb npa coxpaKeHaa 6 o abmo8 tobhoctb npeofipa30BaHHa. n oxy- 
MeHHue p e 3y A b i a i u  MamaHHUx BuvacAeaaii noATBepAaxa u e x e c o o 6p a 3H ocxb npaueHe- 
hba TovHoro a H axasa k p e m e a m o  3aAav lenAonpoBOAHocia i e H 3o p e 3acxopa naiae- 
moto a u nyxbCHHM a a n p a x e H a e u  c nepaoAOU aidnyxbCOB naxaaaa a a  iiHoro SoABmau 
Hexexa TenxoBaa nocxoaHHaa Bpeueaa ieH3o p e 3BCTopa.

r


